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Geschichte. 


Vogel, Kurt: Legenden und Irrtümer der mathematischen Geschichtschreibung. 
Südhoffs Arch. 37. 161—169 (1953). 

‘ e Sarton, G.: A history of seience. Aneient seience through the golden age of 
Greece. Oxford: University Press 1953. XXVI, 646 p. 63. 

Rozenfel’d, B. A.: Über die mathematischen Arbeiten des Omar Chajam. Us- 
pechi mat. Nauk 8, Nr. 3 (55), 170—171 (1953) [Russisch]. 

Luckey, P.: Der Lehrbrief über den Kreisumfang (ar-risala al-muhıtıya) von 
Gamäid B. Mas’üd Al-Kası. Abh. Deutsch. Akad. Wiss. Berlin, math.-naturw. Kl. 
1950, Nr. 6, 95 8. (1953). 

Al-Kası (gest. um 1430) berechnete erstmals x auf 9 Sexagesimalstellen aus 
dem Umfang des 3-2®-Ecks, den er durch geschiekte Fehlerabschätzungen als hin- 
reichend genaue Annäherung innerhalb der gegebenen Fehlergrenzen bestimmt hatte. 


- Die Vielecksseite berechnete er mit Hilfe der von ihm abgeleiteten bequemen For- 


en A | de 
mel 2sin (« + a ) —= 2 +2sing. Um das Ergebnis auch Nichtastronomen 
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zugänglich zu machen, verwandelt er zin einen 16stelligen Dezimalbruch und zeigt, 
wie man mit solchen Dezimalzahlen, die er als seine Erfindung bezeichnet, rechnet. 
Alle Rechnungen sind, in didaktischer Absicht, sehr übersichtlich durchgeführt. — 
Übersetzung und Wiedergabe des arabischen Textes werden ergänzt durch einen 
alle historischen und mathematischen Fragen eingehend behandelnden Kommen- 
tar. (Die Übersichtlichkeit hätte durch Bezeichnung der Figuren mit großen Buch- 
staben noch gewinnen können.) Zusammen mit dem Buch desselben Verf. über 
„Die Rechenkunst bei al-Kası“ (Wiesbaden 1951, dies. Zbl. 44, 242) gewährt die 
Schrift ein überraschendes Bild von einer Hochblüte der Mathematik in Mittel- 
asien zu Beginn des 15. Jahrhunderts; leider hat sie keine Fortwirkung gefunden. 
Alfred Siggel hat sich mit der Herausgabe der Schrift nach dem Tode des Verf. 
ein großes Verdienst erworben. H.1. Hermelink. 

Coolidge, J. L.: The lengths of curves. Amer. math. Monthly 60, 89—93 (1953). 

Verf. gibt zuerst einen historischen Überblick über die Bemühungen, eine 
Kurvenlänge zu bestimmen, und zwar von der babylonischen Näherungslösung im 
speziellen Fall des Kreises über Archimedes, der den ersten entscheidenden 
Sehritt vorwärts tat, bis zu Torricelli, Fermat, de Sluse und Barrow. Dann 
setzt er sich mit einem wichtigen Satz von Archimedes auseinander (,,Von zwei nach 
derselben Seite konkaven Kurven mit gleichen Endpunkten ist diejenige die kürzere, 
die von der andern umschlossen wird‘), den er als ‚‚Definition‘ bezeichnet. Archi- 
medes nennt ihn „„Lemma‘‘ (Heiberg übersetzt Postulat‘); vielleicht sieht man 
in ihm eine ‚Arbeitsregel‘‘ wie J. Hjelmslev, dessen Aufsatz über Archimedes’ 
Größenlehre (dies. Zbl. 36, 2) dem Verf. wohl nicht bekannt geworden ist. ‚Zuletzt 
wird das Hauptthema (Einschließung der Kurve zwischen zwei Polygonzüge) ‚be- 
trachtet-und ein einfacher von der Art der Unterteilung der Kurve unabhängiger 
Beweis dafür gegeben, daß die Kurvenlänge der Limes der Länge des einbeschriebenen 
Polygons (bei gegen Null gehenden Teilbögen) ist. 2 Vogel. 

Hofmann, Jos. E.: Das Problem der Parabel- und Hyperbelquadratur im Wandel 
der Zeiten. Math.-phys. Semesterber. 3, 59—79 (1953). 


i ibi i bei einem Fortbildungslehrgang für 
t ist aus einem Vortrag hervorgegangen, der Fo a 
lehrer gehalten wurde. Nach den Worten des Verf. dient sie einern doppelten Zweck: 
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Einerseits soll ein interessantes Problem der Integralrechnung entwicklungsgeschichtlich ver 
folgt, andererseits dargetan werden, wie leicht sich die Ergebnisse früherer Jahrhunderte in 1 
modernisierter Form für den praktischen Unterricht nutzbar machen lassen. Das erste Drittel 
der Arbeit ist den Methoden gewidmet, die Archimedes für die Bestimmung der Parabelfläche | 
angewandt hat. Sodann wird gezeigt, wie Fermat durch Umbildung der Archimedischen 
Methoden auf zwei verschiedenen Wegen den Zugang zur Quadratur der höheren Parabeln und 
Hyperbeln eröffnet hat und damit zu den Grundtatsachen der Integralrechnung vorgedrungen 
ist. Daran schließt sich eine kurze Schilderung der ganz andersartigen Überlegungen Cavalieris 
(Geometrie der Indivisibeln) und eine Darstellung der Methoden von Torricelli, Roberval, 
Leibniz (Transmutationsmethode) und Huygens, die von allgemeinerer Natur sind als das 
Verfahren von Fermat. Schließlich wird der entscheidende Gedanke von Leibniz hervorge- 
hoben, der über das Einzelproblem hinaus zum System vordringt und unter Benutzung passender 
Symbole eine allgemein anwendbare Methode, die Integralrechnung, entwickelt. Sämtliche Bei- 
spiele werden in moderner Form und Bezeichnung dargeboten. Zahlreiche Literaturhinweise 
ermöglichen den Vergleich mit den Quellenschriften. Die Arbeit eignet sich zur Behandlung in 
mathematischen Arbeitsgemeinschaften der Höheren Schule und für Studierende der Mathe- 
matik in den ersten Semestern. E. Löffler. 

e Newton, Is.: Philosophiae naturalis prineipia mathematiea. (Faesimile of the 
first edition.) London: Wm. Dawson and Sons, Ltd. 1953. VIII, 511 p. 84s. 

Archibald, R. €.: The canon doctrinae triangulorum (1551) of Rheticus (1514— 
1576). Math. Tables Aids Comput. 7, 131 (1953). 

Boyer, Carl B.: Fermat and Descartes. Scripta math. 18, 189—217 (1953). 

Verf. bringt hier Kap. 5 seiner im Erscheinen begriffenen History ofanalytie 
geometry zum Abdruck (über die Vorveröffentlichung von Kap.8 und 9 vgl. 
dies. Zbl. 40, 289). Er behandelt das Wohlbekannte über die achsengeometrischen 
Methoden von Fermat (Aufsätze seit 1636) und Descartes (vor allem in der 
Ge&ome6trie von 1637) und arbeitet die dabei auftretenden Verschiedenheiten gut 
heraus. Leider finden sich mehrere Ungenauigkeiten (z. B. Geburtsjahr ca. 1608 | 
statt 1601). Da Verf. von der Fermat-Studie des Ref. (Abh. Preuß. Akad. Wiss., 
math.-naturwis. Kl. Nr. 9, Berlin 1943) nichts wußte, sind seine Bemerkungen über 
Fermats Beiträge zur räumlichen Koordinatengeometrie unvollständig. 

J. E. Hofmann. 

Calapso, Renato: Matematici di Sieilia. Atti IV. Congr. Un. mat. Ital. I, 
274—286 (1953). 

Popken, J.: In memoriam Prof. Dr. J. A. Barrau. Nieuw Arch. Wiskunde, 
III. R. 1, 89—91 (1953) [Holländisch ]. 

Titchmarsh, E. C.: Harald Bohr. J. London math. Soe. 28, 113— 115 (1953). 

Frechet, Maurice: Emile Borel, initiator ol the theory of psychological games 
and its application. Econometrica 21, 95—96 (1953). 

Hodge, W. V. D.: Elie Cartan. J. London math. Soc. 28, 115—119 (1953). 

Hodge, W. V. D.: Guido Castelnuovo. J. London math. Soc. 28, 120-125 
(1953). 

Graf, Heinrich: Sebastian Finsterwalder. J.-Ber. Deutsch. Math.-Verein. 56, 
27—31 (1953). 

Alexandroff (Aleksandrov), P. 8. und A. Ja. Chintin: Andrej Nikolaevit Kol- 
mogorov. (Zum fünfzigsten Geburtstag.) Uspechi mat. Nauk 8, Nr. 3 (55), 177-200 
(1953) [Russisch ]. 

Wissenschaftliche Würdigung mit Schriftenverzeichnis. 

Zum fünfzigsten Geburtstag Andrej Nikolajevi@t Kolmogorovs. Izvestija Akad. 
Nauk SS5SR, Ser. mat. 17, 181—188 (1953) [Russisch ]. 

Mit Schriftenverzeichnis. 

Vandiver, H. S.: Les travaux math6matiques de Dmitry Mirimanoff. Enseigne- 
ment math. 39, 169-179 (1953) 
Mit Schriftenverzeichnis. 

Basch, Alfred: Richard von Mises zum 70. Geburtstag. Österreich. Ingenieur- 
BAroneı 73—76 (1953). 5 
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Terracini, Alessandro: I quaderni di Corrado Segre. Atti IV. Congr. Un. mat. 
Ital. 1, 252—262 (1953). 


Grundlagenfragen. Philosophie. Logik. 


Franz, Walter: Modell, Anschauung und Wirklichkeit in der Physik. Math.- 
phys. Semesterber. 3, 48—56 (1953). 


Oudenaarden, P. €.: Zeichen und Struktur in der Naturwissenschaft. Studium 
generale 6, 228—235 (1953). 

Hasse, H.: Mathematik als Geisteswissenschaft und Denkmittel der exakten 
Naturwissenschaften. Studium generale 6, 392—398 (1953). 

oe Weise, Karl-Heinrich: Vom mathematischen Denken. (Veröft. Schleswig- 
Holstein. Univ.-Ges. N. F. Nr. 2). Kiel: Ferdinand Hirt 1953. 298. 

An Beispielen wie der Axiomatisierung der Geometrie, dem Gruppenbegriff, 
dem Problem der Quadratur des Kreises, der nicht-euklidischen und Riemannschen 
Geometrie, der Mengenlehre schildert Verf. für Nichtmathematiker das Wesen 
mathematischen Denkens. H.Gericke. 

Feys, R.: La formalisation comme suggestion rigoureuse. Colloques internat. 
Centre nat. Rech. sci. 36, 53—58 (1953). 

Hermes, H.: Sur le concept d’axiomatisabilite. Colloques internat. Centre nat. 
Rech. sci. 36, 23—26 (1953). 

Vgl. Math. Nachr. 4, 343—347 (1951); dies. Zbl. 42, 7. 

Scholz, Heinrich: Der klassische und der moderne Begriff einer mathematischen 
. Theorie. Math.-phys. Semesterber. 3, 30—47 (1953). 


Pascals klassischer Begriff einer mathematischen Theorie: Inbegriff aller mathematischen 
Wahrheiten, die in einer Sprache (dieser Theorie) darstellbar sind, welche folgende Anforderun- 
gen erfüllt: Aus Axiomen (= Sätze, die weder eines Beweises fähig noch bedürftig sind) und unter 
Benutzung von Urworten (die einer Definition weder fähig noch bedürftig sind) sowie von Defi- 
nitionen (= Abkürzungen) werden die Lehrsätze hergeleitet. — Dieser Begriff wird vom modernen 
Standpunkt aus kritisiert. So wird z. B. festgestellt, daß (im Gegensatz zur Zahlentheorie) die 
Gruppentheorie nicht unter diesen Begriff fällt. — Der moderne Begriff einer mathematischen 
Theorie fußt auf dem Bolzanoschen Begriff des mathematischen Folgerns (1837): M sei eine 
Menge von „Aussageformen‘“, A eine Aussageform in der „Sprache von M“. Dann heißt 4A 
Folgerung von M, wenn jedes „Modell“ von M ein Modell von A ist. — Der moderne Begriff 
läßt die beim klassischen Begriff diskutierten Schwierigkeiten verschwinden, insbesondere wird 
auch die „katholische Mathematik“ (so wird bei Aristoteles das genannt, was heute abstrakte 
Mathematik — Mathematik des Bourbakikreises — heißt) erfaßt. — Bolzanos Leistung wird 
stark betont. — Es scheint die Absicht des Verf., dem Leser bewußt zu machen, was der moderne 
Mathematiker ‚‚instinktiv ausübt“. Insofern ist die Arbeit von modernstem philosophischem 
Geist durchgedrungen. r Rz Maak. 

Weyl, Hermann: Über den Symbolismus der Mathematik und mathematischen 
Physik. Studium generale 6, 219—228 (1953). SEN 

Aus dem Inhalt dieser sehr gedankenreichen und auch über das Mathematische weit hinaus- 
reichenden Schrift können wir hier nur folgendes herausheben: 1. Der Verf. betont den Gegen- 
satz zwischen dem konkret sinnlichen Größencharakter der Zeichen (speziell z.B. der Zahlzeichen) 
und ihrer funktionalen Rolle als Symbole. Als solche sind sie „vom Geist in freier Schöpfung 
dem Gegebenen gegenübergestellt“, während das Manipulieren mit ihnen auf ihrer einfach über- 
sehbaren Gestalt beruht und auf unserer Freiheit, in diese G>stalt gewisse Merkmale des Gegebenen 
symbolhaft aufzunehmen, andere aber zu unterdrücken. 2. Im besonderen auf die Mathematik 
zu sprechen kommend, sieht Verf. z. B. in der Art der Symbolik der Algebra, wo wir in hypo- 
thetischer Allgemeinheit Aussagen z. B. über beliebige Zahlen machen, nicht das typisch Mathe- 
matische, sondern erst in der freien Konstruktion eines Symbolber: iches, etwa LIU. „ven 
einer ing Unendliche offenen Vielheit. „Man glaubt an die Möglichkeit, den . rozeß (des Über- 
ganges von n zu n’) über jeden schon erreichten Punkt hinaus fortsetzen zu können“. Diese Idee 
des „imifer noch eins“ spricht Verf. mit L. E. J. Brouwer als „die mathematische Urintuition 
an. 3. Zu den Grundlegungsproblemen bemerkt Verf., daß „uidenz, wie wir uns auch wenden 
mögen, letzte Quelle von Wahrheit und Erkenntnis bleibt“. Da sich Evidenz nicht endgültig 
auf Regeln bringen läßt, bleiben die Grenzen der Brouwerschen Mathematik vage und SR 
die Zulässigkeit mancher metamathematischer Überlegungen der a ir a 8 
Es wird die Frage gestellt, ob wir uns nicht mit der so außerordentlichen Sicherheit der Mathe- 


les 
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matik begnügen und Revisionen von ihr der Zeit, die Widersprüche findet, überlassen sollten. 
(Vgl. dazu auch N. Bourbaki, dies. Zbl. 34, 1, bes. pp. 2 und 3 der Arbeit.) — Wie bekannt 
und auch hier ausdrücklich betont, schließt sich Verf. Brouwer an, soweit es die Forderungen der 
reinen Mathematik betrifft, da „‚kein Motiv erfindlich ist, das über das Unendliche als nur ein 
offenes Feld von Möglichkeiten hinausdrängt“. Hinsichtlich der Anwendungen in der Natur- 
wissenschaft, wo „Erkenntnis notwendig zu symbolischer G staltung wird“, gibt Verf. Hilbert 
grundsätzlich recht. (Die letztgenannte Motivierung birgt eine eigene Philosophie der Physik 
und Mathematik; vgl. dazu Herm. Weyl „Wissenschaft als symbolische Konstruktion des Men- 
schen“, Eranos-Jahrbuch 1948, pp. 375—431). — 4. In einem kurzen Schlußabschnitt wird auf 
manche moderne Bestrebungen (A. Eddington), die zahlentheoretischen statt der Größeneigen- 
schaften der Zahlen in der Naturwissenschaft zu verwenden, eingegangen. Die Stellung des Verf. 
zu dieser „Zahlenmagie“ ist kritisch, doch wird eine entschiedene Ablehnung vermieden. — (Be- 
merkung: Bei manchen Zitaten hat sich der Referent die Freiheit kleinerer Umstellungen aus 
sprachlichen Gründen genommen.) j @. H. Müller. 

e Stabler, E. R.: An introduction to mathematical thought. (Addison-Wesley 
Mathematics Series.) Cambridge, Mass.: Addison-Wesley Publishing Company. Inc. 
1953. XVIII, 268 p. $ 4,50. y PR 

Dieses Buch ist hervorgegangen aus einer Vorlesung, die Verf. vor einigen Jahren am 
Hofstra College in Hempstead (New York) gehalten hat. Im ersten Teil, „Mathematical thought 
in relation to logie and science“, führt er den Leser vom Standpunkt der absoluten Gewißheit 
(mathematical knowledge consists of absolute facts and unalterable truths) an Hand von dem 
Alltagsdenken zuwiderlaufenden Beispielen (Rechnen mit Kongruenzen, niehteuklidische Geo- 
metrie) zur Einsicht in die relative Natur mathematischer Wahrhriten (pure mathematics con- 
sists entirely of assertions to the effect that, if such and such proposition is true of anything, 
then such and such another proposition is true of that thing. Russell, Mathematies and the 
metaphysicians). Dabei entwickelt er die Idee des axiomatischen Aufbaus (Axiome, Definitionen, 
Theoreme, Schlußregeln) deduktiver Theorien. Nachdrücklich betont Verf. den Nutzen des 
„postulational plan of organization“ auch in außermathematischen und außernaturwissen- 
schaftlichen Denkbereichen; mit kritischem Vorbehalt erwähnt er, nach ausführlicherer Würdi- 
gung der Elemente von Euklid, in diesem Zusammenhang Spinozas Ethik. Nach dieser Vor- 
bereitung wird der Leser in Aussagen- und Prädikatenkalkül eingeführt; die Darstellung wird 
durch zahlreiche glücklich gewählte Beispiele aus verschiedenen G>bieten des täglichen Lebens 
wie der Elementarmathematik, durch pädagogisch geschickte Übungen und durch Analyse 
häufig vorkommender falscher Schlußweisen gewürzt. Um der häufig so naheliegenden Gefahr 
vorzubeugen, den erworbenen rein formalen Wahrheitsbegriff der Mathematik auf ihre Anwen- 
dungen zu übertragen, stellt Verf. in einem besonderen Kapitel über „Scientific method and 
scientific knowledge‘‘ dem ‚„deduktiven Aspekt moderner wissenschaftlicher Forschung‘ den 
„induktiven“ gegenüber; das Zusammenwirken beider wird an der G schichte der Gravitations- 
theorie von Newton bis Einstein beleuchtet. Im zweiten Teil des Buches, ‚Some significant 
postulational systems, concepts, and methods“, wird dem Leser an den Musterbeispielen der 
Arithmetik, der Körper, der Gruppen, Ringe und Booleschen Algebren, der geordneten (= teil- 
weise geordneten) Mengen, der Verbände der Aufbau einer deduktiven Theorie in ihren Anfängen 
demonstriert. Diese Beispiele werden nicht einfach aneinandergereiht, sondern es werden Quer- 
verbindungen wie Beziehungen zu Früherem (z. B. von der Booleschen Algebra zur im Rahmen 
des Prädikatenkalküls begründeten Mengenalgebra) aufgedeckt. Am prägnantesten ist indes 
wohl das Beispiel eines kategorischen Axiomensystems für eine endliche „Miniaturgeometrie“, 
bestehend aus genau sechs Punkten und vier Geraden. An diesen Beispielen werden die Begriffe 
der Unabhängigkeit, der (Hilbertschen) Widerspruchsfreiheit, der Vollständigkeit und der Kate- 
gorizität eines Axiomensystems entwickelt. Das geschieht allerdings ganz naiv; zu einer präzisen 
Syntax werden kaum die Anfänge sichtbar gemacht, wie denn z. B. in der Darstellung des Aus- 
sagen- und ! rädikatenkalküls im ersten Teil des Buches kein Unterschied gemacht wird zwischen 
Identitäten des Kalküls und metamathematischen Regeln des Schließens. Dies ist der ein- 
zige Punkt im ganzen Buch, wo vielleicht, auch im pädagogischen Interesse, geringe Vertiefung 
zu erwägen wäre. »An offenbaren Fehlern konnte Ref. nur einen bemerken: die Definition der 
„Vollständigkeit“ auf 8. 160 ist in keinem denkbaren Sinne zweckmäßig; nach ihrem Wortlaut 
und dem Satz auf S. 161 wäre nämlich „vollständig“ dasselbe wie „‚widerspruchsvoll“. Offenbar 
hat Verf. deu Vollständigkeitsbegriff von Post im Auge. — Zum Schluß des Buches berührt 
Verf. die Axiomensysteme von Hilbert für die euklidische Geometrie, von Huntington für 
die komplexen und von Peano für die natürlichen Zahlen, sowie die Principia Mathematica von 
Whitehead und Russell. Hier entgeht Verf., als sei denn dies der Fluch der vergangenen 
Auseinandersetzungen zwischen den verschiedenen Schulen in der Begründung der Mathematik, 
dem Feuilletonismus nicht. Insgesamt aber muß man sagen, daß Verf. die in der Einleitung 
gesteckten Ziele auf das befriedigenste erreicht hat. Das Buch erscheint gleichermaßen geeignet 
für den interessierten Laien wie für den Zugang zur mathematischen Logik und zu den Grund- 
lagen der Mathematik suchenden Studenten der Mathematik, Philosophie oder Pädagogik. So 
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reiht es sich ebenbürtig ein in die Reihe ausgezeichneter populärwissenschaftlicher Darstellungen, 
an denen die angelsächsische Literatur reicher ist als die unsere. Jürgen Schmidt. 

e Quine, W. V.: From a logical point of view. Logieo-philosophical essays. 
Cambridge, Mass.: Harvard University Press 1953. VI. 184 p- 

Neun Studien sind in dieser Sammlung vereinigt: I. On what there is, II. Two dogmas 
of empirieism, III. The problem of meaning in linguistics, IV. Identity, ostension, and hypo- 
stasis, V. New foundations for mathematical logie, VI. Logie and the reification of universals, 
VII. Notes on the theory of reference, VIII. Reference and modality, IX. Meaning and existen- 
tial inference. — Die vorstehenden Stücke sind bis auf III. in gewissen Grenzen schon vorher 
publiziert worden; sie sind aber alle sorgfältig durchgesehen, und im allgemeinen Fall nicht nur 
dies, sondern gründlich überholt und ergänzt. Für den Leser, der vordringlich interessiert ist 
an den Konstituierungsmöglichkeiten einer möglichst umfassenden und zugleich möglichst un- 
komplizierten mathematischen Logik, wird V. an erster Stelle zu nennen sein. Der Text von V. 
zerfällt in zwei Teile. Teil I enthält mit einer Reihe von Zusätzen und Korrekturen das Quine- 
sche System der New Foundations (NF) von 1937, mit seinen imponierenden Vereinfachungen 
gegenüber dem Apparat der Principia Mathematica. Das einzige, was die kristallklare Konfron- 
tierung der beiden Systeme für mein Gefühl überschattet, ist der Hiatus zwischen der $.89 
für NF in Anspruch genommenen Leistungsfähigkeit der Principia und der späteren Fest- 
stellung (S.98f), daß die kritische zahlentheoretische Ungleichung z2+#+2-+1, die Russell 
zur Einführung des Unendlichkeitsaxioms genötigt hat, auch in NF nicht beweisbar zu sein 
scheint (ein nicht-konstruierter Fall von »-Unvollständigkeit ?). Oder ist 8. 89 das System der 
Prineipia ohne Unendlichkeitsaxiom gemeint? Gesagt ist es nicht, und es ist auch nicht ge- 
sagt, wie sich die Existenz der unendlichen Folge A, {A}, {A}, ... zu dem Russellschen Un- 
endlichkeitsaxiom verhält. Dagegen ist in den Supplementury Remarks (Teil II), die neu hinzu- 
gekommen sind, mit ungewöhnlich erhellenden Spiegelungen an den Systemen von Zermelo 
und J. v. Neumann, der Weg aufgezeigt, der von NF zur letzten Quineschen Schöpfung 
führt: der „Mathematical Logic“ in der mit einer hohen Wahrscheinlichkeit krisenfesten Gestalt 
von 1951. Man erfährt, in welchem genauen Sinn dieses letzte System stärker ist als seine Vor- 
gänger auf der Zermelo- und auch auf der v.-Neumann-Basis, also bis jetzt das stärkste System, 
dessen Krisenfestigkeit auf der angedeuteten Stufe vermutet werden darf, freilich ohne die 
feste semantische Grundlage, die mir noch immer ein Desiderat von der ersten Ordnung zu 
sein scheint. — Anschließend wird in VI. gezeigt, was beim Aufbau einer mathematischen Logik 
an ontologischen Voraussetzungen erspart und zugleich an differenzierender Klarheit gewonnen 
werden kann, wenn als Variable nur solche Symbole zugelassen werden, für die, im Grenzfall, 
wie bei der Einführung der Kennzeichnungen, auch erst per definitionem eine Quantifizierung 
vorgesehen ist, während alles Übrige den schematic letters anvertraut wird, in Freges Sprache: 
den unbestimmt andeutenden Buchstaben, die sich auf beliebige Ausdrücke beziehen. Die Onto- 
logie eines solchen Systems enthält dann genau die Objekte, die mit den möglichen Werten 
seiner Variablen zusammenfallen. Es scheint mir, daß diese These von 1. (,,To be assumed as 
an entity is... to be reckoned as the value of a variable“) erst durch die zusätzlichen Forderungen 
von VI. so aufgehellt wird, daß naheliegende Einwendungen zurückgenommen oder wenigstens 
zurückgestellt werden können. — Für die übrigen Stücke soll nur noch gesagt werden, daß in 
II. der im Rahmen der mathematischen Logik besonders von Carnap verteidigte Begriff der 
Analytizität kritisiert wird, und daß unter reference in VII. und VIII. dasselbe zu verstehen 
ist, was man sonst, im Anschluß an Tarski, als Semantik bezeichnet. — Ausführliche Literatur- 
angaben und ein nach Stichproben als sehr zuverlässig zu beurteilender ebenso ausführlicher 
Index erhöhen den Wert des Dargebotenen. Der Druck ist sorgfältig überwacht worden. Ich 
bin nur auf unwesentliche Versehen gestoßen. Dagegen bedaure ich lebhaft, daß die aus- 
vezeichnete Studie „‚Whitehead and the rise of modern logiec‘‘ (enthalten in „The philosophy of 
Alfred North Whitehead‘“, ed by P. A. Schilpp, Evanston and Chicago 1941, S. 127—163) 
nicht aufgenommen worden ist, im Notfall auf Kosten von III., IV. und IX., die für mein Ge- 
fühl hinter den übrigen Stücken zurückbleiben. Das vermißte Stück enthält eine mustermäßige 
konstruktive Kritik oder vielleicht noch angemessener: kritische Rekonstruktion der Prinecipia 
und ist in diesem Sinne ein wesentliches Komplement zu V. H. Scholz. 

Prior, A. N.: On propositions neither necessary nor impossible. J. symbolic 
Logie 18, 105—108 (1953). 

Irfterpretiert man mit Bochenski die Modalität „Möglich“ (M) als ‚‚weder 
notwendig noch unmöglich‘, so erscheint die These in Aristoteles EM pM Np(in 
Hilbertscher Schreibweise M p& M p) einleuchtend. Verf. verteidigt diese These 
gegen Hukasiewiez, indem er darauf hinweist, daß die damit unverträgliche 
Formel von LesniewskiC KppypN pyg nurauf Aussagen-Operatoren, nicht aber 
auf Quantoren und Modalitäten angewendet werden darf. Man erhält so einen 
neuen Hinweis auf die Verwandtschaft der modalen Operatoren mit den Quantoren. 

H. Guggenheimer. 


Kreisel, G.: On the concepts of completeness and interpretation of formal 


systems. Fundamenta Math. 39, 103—127 (1953). 
Vorliegende Arbeit enthält eine Reihe von ergänzenden Bemerkungen zu den Arbeiten des 

Verf. (dies. Zbl. 44, 4 und 46, 7). Speziell wird das Verfahren zur Gewinnung einer (disjunktiven) 
Interpretation des zahlentheoretischen Formalismus Z„ (Hilbert-Bernays, Grundlagen der 
Mathematik Bd. 2, Berlin 1939, p. 293, dies. Zbl. 20, 193) in vereinfachter Weise skizziert und 
dabei das Ergebnis verschärft. Der Begriff der Interpretation eines formalen Systems wird hier 
etwas allgemeiner gefaßt. Sei erstens % ein formales System (mit Negation) und @ die Gödel- 
nummer einer Formel X aus % und sei zweitens F ein formales System (dessen Formeln, nicht 
notwendig vollständig, als „wahr‘‘— ‚falsch‘, oder „beweisbar‘“‘—,,‚widerlegbar‘‘ usw. klassi- 
fiziert seien) und p(n, a) eine berechenbare Funktion (von zwei Variablen n und a), deren Wert 
die Gödelnummer einer Formel A, aus F ist, dann heißt p(n, a) eine disjunktive bzw. konjunktive 
Interpretation von {5 vermöge F, wenn folgendes der Fall ist: 1. Ist X beweisbar in %, dann 
läßt sich ein n finden, so daß An wahr ist bzw. dann ist jedes A, wahr. 2. Ist A widerlegbar in %. 
dann ist jedes A, falsch, bzw. dann läßt sich ein n finden, so daß An falsch ist. p(n, a) heißt 
eine vollständige disjunktive bzw. konjunktive Interpretation, wenn die Formel A unter der 
Voraussetzung ein An bzw. jedes A, ist wahr, in f$ bewiesen werden kann. Ferner versteht Verf. 
unter einer Herbrandinterpretation z. B. einer Formel (z)(Ey)(z) A(z,y,2) aus Z. eine 
Folge von Disjunktionen A(a, y,(a),a,) V A(a, Ys(a, a,), 45) V-+--\/ Ala, Du(@, Ay.» +, An) An)» 
worin 4,Q4,...,d, freie Individuenvariablen und 9}, Ds, - - -, D, berechenbare variable Terme, 
die nur von den in den Argumenten genannten Variablen abhängen, sind. — An Hand einer 
entsprechend ausgewählten Formel (des obigen Typus) wird mit Hilfe des Diagonalverfahrens 
gezeigt, daß es für Z, keine Herbrandinterpretation gibt. Daraus ergibt sich ein weiterer Satz, 
daß es für Z„ (unter gewissen Bedingungen) keine disjunktive Interpretation vermöge eines 
formalen Systems F gibt, das als Variable nur freie Individuenvariablen enthält und dessen 
Prädikate entscheidbar und Funktionen berechenbar sind. — Ferner erörtert Verf. noch in 
einigen Bemerkungen verschiedene Modell- und Vollständigkeitsbegriffe, wie sie z. B. von Ke- 
meny, Gödelund Henkin betrachtet werden, und betont, daß es sich dabei um Interpretationen 
im obigen Sinn und um deren Vollständigkeit handelt. Speziell wird gezeigt, daß eine Reihe 
der in der eingangs erwähnten Arbeit gegebenen (disjunktiven) Interpretationen vollständig 
sind. Abschließend beweist Verf. ein Einzelresultat über vollständige konjunktive Interpre- 
tationen, das (lt. briefl. Mitteilung des Verf.) in den Akten der Brüsseler Kongresses in allge- 
meinerer Form publiziert wird. @G. H. Müiller. 


Rasiowa, H.: A proof of the compaetness theorem for arithmetical elasses. 
Fundamenta Math. 39, S—14 (1953). 

The paper contains a proof of the following theorem of Tarski |Some notions 
and methods on the borderline of algebra and metamathematies, Proc. internat. Congr. 
Math., Cambridge Mass. 1950 1, 705—720 (1953)] : if X is a set of arithmetical elasses, 
and /JI X = 0, then there is a finite set LCK such that [I X =0. Tarski’s 

XeK Xeh 
' original proof is based on the metamathematical completeness theorem of Gödel. 
A mathematical proof proposed by Tarski is compliecated. Rasiowa gives a 
simple algebraical proof. She makes no use of logical theorems. The used method 
is a modification of the algebraical method applied earlier by Rasiowa and the 
reviewer to prove the Skolem-Löwenheim theorem [A proof of the Skolem-Löwen- 
heim theorem, Fund. Math. 38, 230—232 (1951)]. A similar method can be 
used to prove Tarski’s compacetness theorem for arithmetical functions. 

R. Sikorski. 

Henkin, Leon: Some intereonneetions between modern algebra and mathe- 
matical logie. Trans. Amer. math. Soc. 74, 410-427 (1953). 

Sei 2 der Prädikatenkalkül mit Gleichheit, irgendeiner Anzahl von Individuenkonstanten 
und -variablen und zwei Operationen „+“ und „„-“; freie Individuenvariablen werden nicht be- 
nötigt. ‘Terme und Formeln werden in üblicher Weise gebildet. Die Mächtigkeit der Menge der 
Symbole (und damit auch der Sätze) in & wird nicht beschränkt. Eine genauere Erläuterung, 
in welchem Sinne diese Erweiterung des üblichen Kalkülbegriffes gemeint ist, wäre erwünscht. 

— Verf. betrachtet nun Folgerungen (und Anwendungen auf die Algebra) des folgenden Korro- 
lars H des Gödelschen Vollständigkeitssatzes (vgl. dazu auch den Beweis des Verf., dies. Zbl. 
34, 6): Wenn jede endliche Teilmenge eines Systems von Formeln I’ aus & erfüllbar ist, dann exi- 
stiert auch eine Erfüllung von /'in einem Bereich, dessen Mächtigkeit höchstens gleich der der 


Menge der Symbole von 2 ist. — Unter einer quasiarithmetischen (arithmetischen) Klasse werde 
eine Klasse von Interpretationen (d.s. Bereiche, in denen, „+“, ,„.“, „—* und die vorkommenden 
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Individuenkonstanten erklärt sind) verstanden, die mindestens abzählbar viele (einen) bestimm- 
te(n) in & ausdrückbare(n) Sätze (Satz) erfüllen. Ist eine qua-arithm. (arithm.) Klasse durch 
ein Formelsystem 7’ (durch eine Formel @) bestimmt, dann heißen ihre Elemente T-(G-)Modelle. 
— Die unendlichen Körper bilden eine qua-arithm., aber keine arithm. Klasse. Die wohlgeord- 
neten Mengen bilden keine qua-arithm. Klasse (Verschärfung eines Ergebnisses von Tarski; 
vgl. Anhang der in dies. Zbl. 14, 385 ref. Arbeit). Ist allgemein X eine qua-arithm., aber keine 


arithm. Klasse, dann ist ihr Komplement K (das ist die Klasse derjenigen Interpretationen von 
2, für die mindestens eine der X definierenden Formeln nicht erfüllt ist) weder eine qua-arithm. 
noch eine arithm. Klasse. — Für die Anwendungen ergeben sich mit Hilfe von H die folgenden 
Lemmata: (1) Wenn jede endliche Teilmenge einer Interpretation D von X isomorph einer Teil- 
menge eines J-(G-)Modells ist, dann besitzt D eine mit D gleichmächtige Erweiterung zu einem 
T'-(@-)Modell. (2) Jedes unendliche 7-(@-)Modell besitzt echte Erweiterungen beliebiger Mächtig- 
keit. (3) Wenn beliebig große endliche 7"-(G-)Modelle existieren, dann existiert auch ein unendliches 
T'-(@-)Modell. (4) Seien X; unendlich viele wechselseitig fremde arithm. Klassen, K ihreVereinigung, 
und sei ferner Z eine qua-arithm. Klasse, die mit unendlich vielen X, einen nicht leeren Durch- 
schnitt hat, dann ist auch der Durchschnitt Z I K nicht leer. (5) Seien K, und K wiein (4) ange- 
nommen, Z eine qua-arithm. Klasse, und lasse sich jede endliche Teilmenge einer Interpretation 
D von Zin unendlich viele Durchschnitte Z A K, einbetten, dann existiert eine Erweiterung von 
Din LAK. — Von den vielfachen interessanten Anwendungen (die z. T. skizziert, z. T. mit 
methodischen Bemerkungen verbunden sind) erwähnen wir hier nur einen Beweis [mit Hilfe 
von (1)] des Stoneschen Repräsentationssatzes für Boolesche Ringe (dies. Zbl. 14, 340), einen 
Beweis [mit Hilfe von (5)] für die Existenz nichtarchimedisch geordneter Körper (unabhängig 
auf ähnlichem Weg auch von Tarski gefunden) und eine Reihe von Zusammenhängen zwischen 
Körpern von Primzahlcharakteristik und solchen der Charakteristik 0. Zum Abschluß betrachtet 
Verf. noch eine Verallgemeinerung von H auf Kalküle 2%, die höhere Variablensorten enthalten. 
Unter Zugrundelesung des Begriffs „general model‘ für die Interpretationen solcher Kalküle 
(vgl. dies. Zbl. 39, 8) lautet diese Verallgemeinerung: Wenn jede endliche Teilmenge einer Formel- 
menge J'aus &* durch irgendein general model erfüllt wird, dann existiert auch ein general model, 
in dem J’ erfüllt ist. — Die Arbeit ist am 25.1. 52 von den Herausgebern erhalten worden; in 
einer am 15. XII. 52 hinzugefügten Fußnote wird auf die Arbeiten von Tarski [Proc. internat. 
Congr. Math. Cambridge 1950 (1953)] und von A. Robinson (On the metamathematics of algebra, 
Amsterdam 1951, dies. Zbl. 43, 247) hingewiesen. Während ersterer vor allem die Theorie der 
arithm. Klassen und Verallgemeinerungen dieses Begriffes betrachtet, behandelt letzterer auch 
Anwendungen eines anderen in gewissem Sinne zu H dualen Korrolars des Vollständigkeitssatzes, 
nämlich: Wenn eine Formel in jedem Modell eines Formelsystems I’ erfüllt ist, dann ist sie 
aus /' (also aus einer endlichen Teilmenge von 7') ableitbar. — Zwischen der Arbeit des Verf. 
und den beiden genannten Arbeiten bestehen mannigfache Berührungspunkte. @. H. Müller. 

Ryli-Nardzewski, €.: The role of the axiom of induetion in elementary arith- 
metic. Fundamenta Math. 39, 239—263 (1953). 

Verf. beweist, daß die elementare Arithmetik mit dem Prinzip der vollständigen Induktion 
im Rahmen des engeren Frädikatenkalküls nicht durch endlich viele Formeln zu axiomatisieren 
ist. Die zu verwendenden Formeln sollen aus Individuenvariablen, beliebigen Funktionszeichen, 
den Relationszeichen —, < und den prädikatenlogischen Verknüpfungszeichen gebildet sein. 
Mit solchen Formeln wird ein Axiomensystem A, für gewisse grundlegende arithmetische Funk- 
tionen angegeben. Als „Peano-System‘ gilt jede Erweiterung von A, durch endlich viele For- 
meln, die in einem Modell mit den natürlichen Zahlen als Individuen erfüllt sind. Verf. definiert 
bezüglich eines jeden Peano-Systems eine Formel Y(y), für die das Schema der vollständigen 
Induktion in dem System unableitbar ist. Y(y) ist die Formalisierung etwa der Aussage: „Zu 
jedem z gibt es eine obere Schranke für alle Terme, die sich aus z mit den Funktionszeichen des 
Systems unter höchstens y-facher Schachtelung bilden lassen“, Die Formeln 2 und 2 YW)— 
P(y +1) sind in dem System ableitbar. Die Una bleitbarkeit der Allformel 1 P(y) ergibt sich 


mit Hilfe eines Satzes von Skolem, nach dem jedes Peano-System ein über die natürlichen 
Zahlen hinausgehendes Modell besitzt. ‚Jedes derartige Modell widerlegt die Formel II Yly). — 


Y 
ht: . 95 it x y . In Formel T,(x, y,2) (S. 251) muß 
een j . : ae stehen, damit Theorem 16 gilb, Deimgemab ist a die 
Erklärung des Ax. 28 abzuändern. Theorem 23 (S. 256) mit v» = 2". . my" Sa Kommata). : 
z urt Schütte. 
Zykov, A. A.: Das Problem des Spektrums im erweiterten Prädikatenkalkül. 
Izvestfja Akad. Nauk SSSR, Ser. mat. 17, 63—76 (1953) [Russisch]. 


i i i Fi der functional cal- 

r is concerned with the „speetrum problem‘ in the second or 
En spectrum“ of a closed formula F the author means the set of all those cardinal 
numbers & such that F is true for individual domains of cardinal number x. The „spectrum prob- 
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lem‘ is the problem of determining the speetrum of a given formula. The author’s prineipal 
result is that the general problem is equivalent to the problem for formulae of the type 
(AP)(Q)<{a}) AP, Q; {x}), where Yis a binary and Qa unary predicate variable and SE2 

denotes a block of individual quantifiers. He points out that the corresponding problem for 
the first order calculus is (algorithmically) unsolvable although less complex than that for the 
second order caleulus since the Skolem-Löwenheim theorem (of which no ‚analogue is known 
for the second order caleulus) enables one to confine one’s attention to cardinals ZN — The 
author defines two formulae A, B of the second order calculus to be equivalent if whatever domain 
of individuals is taken and whatever particular predicates and individuals are taken for the free 
predicate and individual variables in A and B, the resulting formulae have the same truth value. 
In theorem I he proves that for each formula it is possible to construet (effectively) an equivalent 
formula in which all the quantifications of predicate variables precede those of individual variab- 
les. In theorem II he proves that an equivalent formula can be constructed in which the blocks 
(P) (Q) (R)---or (H P)(AQ) (HR) - - - of predicate quantifiers of the same type are reduced to 
length one without any increase in the total numbers of such blocks. In theorem III he proves 
that for each closed formula F it is possible to construct effectively a closed formula @ of the 
form (HP) (Q) <{x}) A(P,Q;{x}) mentioned above such that if F is true for an individual 


domain with & elements then @ is true for a domain with & + a’ + 2° elements, [l, > 2, being 
the maximum number of arguments of the predicates occuring in F; ! can clearly be assumed 
> 2 without loss of generality since a predicate A(x) can be written 4(x, x) ete.] and such that 
if @ is true for an individual domain with ß elements then there exists x such that F is true for 


a domain with & elements and B=a + a! +2. J.C. Shepherdson. 

Trachtenbrot, B. A.: Über die rekursive Trennbarkeit. Dokladv Akad. Nauk 
SSSR, n. Ser. 88, 953—956 (1953) [Russisch]. 

The set A (of positive integers, or elements of some effectively enumerated set) 
is said to be recursively separable from the set B if there exists a set A’ such 
that (a) ACA’, (b) A’, B are disjoint, (ce) A’ is recursive. In this paper it is 
proved that the set of identically true formulae of the first order funetional ealeulus 
is not recursively separable from the set of formulae of the first order funetional 
ealculus which are finitely refutable (i.e. whose negations can be satisfied in a 
finite domain of individuals). Stated in terms of algorithms this means that there 
can be no algorithm applicable to all (well-formed and closed) formulae of the 
first order functional caleulus which will say of each formula 4 either (i) that A 
is not identically true or (ii) that A is not finitely refutable. It implies the result 
of Church that the set of identically true formulae is not recursive, and the author’s 
earlier result that the set of finitely refutable formulae is not recursive. 

J.C. Shepherdson. 

Dekker, J. €. E.: The eonstruetivity of maximal dual ideals in certain Boolean 
algebras. Pacifie J. Math. 3, 73—101 (1953). 

v sei die Klasse aller Mengen von natürlichen Zahlen. B sei ein Boolescher 
Unterverband von v. Ein duales Ideal ./ ist eine Unterklasse von B mit (1) x€J. 
BEI >amnPEeJI (B2)xEJ,BIx«—>PBeEJ. .J ist genau dann maximal (max.), wenn 
für ein y€ B stets entweder yEJ oder y’€J gilt. Die max. Dualideale J(n). 
die aus allen «€ B mit nE «x bestehen, heißen atomar. Hauptsatz: Jedes nicht- 
atomare max. Dualideal J ist nicht rekursiv aufzählbar (r. a.), d.h. es gibt keine 
rekursive Funktionenfolge fi, fg, - - -, so daß ./ aus den Wertmengen dieser /„ be- 
steht. Der Beweis benutzt ein Diagonalverfahren, das zu jeder abzählbaren Klasse S 
unendlicher Mengen aus v eine Menge y liefert, so daß weder y noch y’ eine Menge 
von 8 enthält. Ist Sr. a., dann ist y rekursiv. Durch eine Untersuchung einfacher 
Erweiterungen von Dualidealen wird der Hauptsatz so verschärft, daß J auch keine 
r. a. Basis hat., d.h. es gibt keine r. a. Klasse S, so daß J/ aus den Obermengen der 
Mengen von S besteht. P. Lorenzen. 

Lorenzen, Paul: Eine Bemerkung über die Abzählbarkeitsvoraussetzung in der 
Algebra. Math. Z. 57, 241-243 (1953). 


Kritische Betrachtung über die Anwendung der (naiven oder axiomatischen) Mengenlehre 
auf die Algebra. Vom Standpunkt der „konstruktiven Begründung der Mathematik“ (dies. 
Zbl. 42,10) erweisen sich die „überabzählbaren“ Probleme der Algebra als Scheinprobleme. Zu- 
grunde liegt folgender Tatbestand. H. Ulm hat eine überabzählbare Abelsche p-Gruppe Gp 
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konstruiert, die nur Elemente endlicher Höhe enthält und für die @p/p Gp ein abzählbares Ver- 
tretersystem besitzt. Mengentheoretisch schließt man nun, daß G@p nicht als direkte Summe 
zyklischer Gruppen darstellbar ist, da die Anzahl der Summanden gleichzeitig abzählbar und 
überabzählbar sein müßte. Nach der Auffassung der „konstruktiven Mathematik“ ist aber 
@p „hyperabzählbar“, d.h. mit Hilfe einer Aussage aus einer höheren Hyperschicht (Hyper- 
aussage) ein-eindeutig auf eine Untermenge der natürlichen Zahlenreihe abbildbar. Den Schrit- 
ten der Ulmschen Konstruktion folgend, schließt Verf. auf die Existenz einer Hyperfolge 
7* = Z,2®,... direkter zyklischer Summanden mit Gp= NZ*. Die Vertretermenge 
Gp/p@p ist aber abzählbar. Dieses Paradoxon wird folgendermaßen erklärt: „Während in 
der Cantorschen Mengenlehre keine „überabzählbare‘“‘ Menge durch eine umkehrbare Abbildung 
in eine „abzählbare‘“ Menge abgebildet werden kann, folgt hier aus der Tatsache, daß ein Teil 
einer abzählbaren Menge umkehrbar auf eine hyperabzählbare Hypermenge abgebildet ist, kein 
Widerspruch. Wie jede Hypermenge von natürlichen Zahlen zeigt, kann ja sogar ein Teil einer 
abzählbaren Menge selbst hyperabzählbar sein“. F. W. Lew. 


Algebra und Zahlentheorie. 


e Kraitchik, Maurice: Mathematical recreations. 2nd revised ed. New York: 
Dover Publications, Inc. 1953. 330 p. $ 1,60 paperbound; $ 3,— clothbound. 

Das unterhaltsame Buch kann nach dem Vorwort des Verf. als neue Ausgabe 
seines Werkes ‚La math&matique des jeux‘‘ betrachtet werden. In der Tat ist der 
Inhalt verändert und um interessante Probleme bereichert. Ein paar Irrtümer sind 
leider stehengeblieben, z. B. die historische Angabe über das nachweislich viel ältere 
Go-Spiel, sowie die Bemerkung über eine Variante des altbekannten Zählspiels 
auf S.85, 2.5—3 v.u. (Gegenbeispiel: g— p=s-—r). R. Sprague. 

Grosswald, Emil: On sums involving binomial coefficients. Amer. math. 
Monthly 60, 179—181 (1953). 

Carlitz, L.: Note on a formula of Grosswald. Amer. math. Monthly 60, 181 
(1953). 

Carlitz, L.: Note on a formula of Szily. Scripta math. 18, 249—253 (1953). 

Inter Heranziehung der hypergeometrischen Funktion beweist Verf. für beliebiges @ und 

k A 
jede natürliche Zahl k (1) I (- 1) (*) Fa r = Een Su 
Für eine gerade natürliche Zahl a —= 2m < 2k ist (1) gleichbedeutend mit der v. Szilyschen 
m 1 5 7 1 ! 

Formel (m +n=k; m<n) (2) „= . (-1)" ( “ = n) er ) = ee . Mittels der 
verallgemeinerten hypergeometrischen Funktion wird es für natürliche Zahlen k,l(k < 1) 
k . ns 

die Formel N Eee a er @i-1-0) I @i-1-0). 


=, r k—r Ii—r et 


k+l k+l a 
- I K-a+k+h:kıl! [I] @V’—1-eo,a-+ 2/ — 1, hergeleitet, deren rechte Seite für 
i -1 


| ME 
m (2m) !(2k — 2m)! (21 — 2m)!(k +1 — m)! 
gerades natürliches « =2m< 3k in der Form (— 1) ( a N ) ( ) 


ktllm!(k — m)! (L— m)!(k + 1 — 2m)! 


U 2m 2n 
. . . ] 1 9 a r h 2 
geschrieben werden kann. Fürk=!= N ergib sı h sy ez I £ 0 > 2 ( ) Ss ( ) W 1 ) & 7 ) 
1=--MmM \ 


e z h 
-(" A E en . Durch Übergang von den Binomialzahlen 1 zu den Größen 
N m!n!(m-+ n)! rY 
Da tes 17 —1) ar FASTEN 3 3 91 —1, erhält Verf. noch ein andersgeartetes 
r eye-1)-:@-1) 0 ae 
: 2 ‚nf 2m 2n 1 _ [m + an]! [am]! an]! 
Analogop zu (2), nämlich b P> R (-1\q er w 1 I 1 | = a mi [ali m Halt’ 


i = i-)Ai-9)---d-@), af=il+N)A+gP)---(1+g") gesetzt und 
Bee Im]! ld) i E. Schönhardt. 


Carlitz, L.: Remark on a formula for the Bernoulli numbers. Proc. Amer. 
math. Soc. 4, 400-401 (1953). 


k 
Kurzer Beweis von By. = (— DE! (k +1) FH — 1771 = AN 
H.L. Schmid. 


10 


Block, Daniel: Symbolic formulae involving Fibonacei numbers. Scripta math. 
18, 306—307 (1953). 


Lineare Algebra. Polyneme. Formen: 

Bellman, Richard: Notes on matrix theory. II. Amer. math. Monthly 60, 
173—175 (1953). 

en W. N: The matrices AB and BA. Amer. math. Monthly 60, 316 (1953). 

Albert, A. A.: Rational normal matrices satisfying the ineidence equation. Proc. 
Amer. math. Soc. 4, 554—559 (1953). 

Es wird bewiesen : Ist m die Summe zweier Quadratzahlen undn = m®+m +1, 
so gibt es eine Matrix S mit rationalen Koeffizienten und von der Ordnung r, derart 
daß SS’ —= SS = mI-+ N ist. Dabei bedeutet S’ die Transponierte von S, und N 
ist eine Matrix, deren Koeffizienten alle gleich 1 sind. Der Beweis enthält zugleich eine 
Konstruktion der Matrix S. Der Satz ist in gewissem Sinne eine Umkehrung eines 
Satzes von Bruck und Ryser (dies. Zbl. 37, 375) und hängt, wie dort gezeigt, mit 
der Frage der Existenz Nicht-Desarguesscher Geometrien zusammen. F. W. Levi. 

Lloyd, E. H.: The direet produet of matrices. Math. Gaz. 37, 29—33 (1953). 

Das direkte Produkt A x B zweier Matrizen A und B, oft auch als Kronecker- 
sches Produkt bezeichnet, ist definiert als Matrix, deren Elemente a, b,, sind, wobei 
die lexikographisch geordneten Paare i;, j die Zeilen und entsprechend die Paare r, s 
die Spalten angeben. Es werden einige wichtigere Rechenregeln und Eigenschaften 
abgeleitet und einige Anwendungen gegeben, so etwa die Darstellung der r-ten Potenz 
einer quadratischen Form x’Axals «U All ir), wo mit den Exponenten [r] 
die r-te direkte Potenz einer Matrix bezeichnet ist. @. Lochs. 


Stojakovie, Mirko: Sur les matrices quasi-inverses et les matrices quasi-unites. 
CO. r. Acad. Sci., Paris 236, 877—879 (1953). ı 

A. Bjerhammar [Bull. geodes. 1951, 188—220 (1951)] hat zu einer Matrix a mit r Zeilen 
und s Spalten vom Rang min(r, s) eine rechte (r < s) bzw. linke (r > s) inverse Matrix in der 
Form a’(aa’)! bzw. (a’a)"ta’ angegeben. Eine im allgemeinen davon verschiedene Inverse - 
zu a hat Stojakovie (dies. Zbl. 47, 20) konstruiert. Nach Definition der Determinante einer 
rechteckigen Matrix a bildet er den „komplementären Faktor‘ eines quadratischen Minors M 
von a aus der zu M komplementären Matrix, indem er jedes Element «a, der letzteren mit einem 
Vorzeichen (— 1)” versieht und dann die Determinante berechnet; o bedeutet dabei die Anzahl 
der in M auftretenden Zeilenindizes > p und Spaltenindizes > g. Er gelangt so zu einer Über- 
tragung des Laplaceschen Entwicklungssatzes. Ist M — a,,, so wird der komplementäre Faktor 
nit A;. bezeichnet, und die Transponierte der Matrix (A,,/det a) ist dann eine rechte (r < s) 
bzw. linke (r 2 s) Inverse von a. — In der vorliegenden Note bezeichnet Verf. eine Matrix b, 
welche rechte (linke) Inverse von a ist, auch als linke (rechte) „‚quasiinverse‘“ Matrix von a und 
nennt e = ba (bzw. ab) „Quasi-Kinheitsmatrix“ bezüglich a („außerordentliche‘“ Einheits- 
matrix bei Bjerhammar). Es gilt dann ae = a (bzw. ea= a), eceb=b(bzw.be =b), er =e 
(n =1,2,...) und für die Inverse von Bjerhammar auch e a’ = a’ (bzw. a’e= a’). Ferner 
hat e den gleichen Rang wie a und das charakteristische Polynom 2° (A — 1)" bzw. 22 —1)*. 

E. Schönhardt. 

Aitken, A. €.: A note on trace-differentiation and the Q-operator. Proc. 
Edinburgh math. Soc., Ser. II 10, 1—4 (1953). 

Let X = (x,,) be a square matrix whose elements are independent variables 
and put 2 = (2/öx,,). The well-known formula AtrX=rX1(r=0,-1, 


2,...), 18 shown to be valid also when X is symmetrie and Q = (e;; 0/0 %): 
(2, = 1/2 when öi=+j and 1 otherwise.) L. Gärding. 


Rutishauser, Heinz: Beiträge zur Kenntnis des Biorthogonalisierungs-Algo- 
rithmus von Lanezos. Z. angew. Math. Phys. 4, 35-56 (1953). 

C = (c,,) heißt eine Kodiagonalmatrix, wenn Gr = 0 für ji —k|>1. Die Transforma- 
tion einer Matrix A auf diese Gestalt ist nach einem von O. Lancezos herrührenden Algorith- 
mus stets möglich, und es erhellt ohne weiteres, welch große Bedeutung diese Gestalt für die Be- 
stimmung der Eigenwerte und -vektoren besitzt. Verf. untersucht, wie die Kodiagonalform 
von den willkürlichen Ausgangsvektoren x, y des Algorithmus abhängt, und gewinnt für reelle 


ae 
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Matrizen die folgenden Resultate: 1. Ist m der Grad des Minimalpolynoms von A, so können 
x, y stets so gewählt werden, daß der Algorithmus bis zu seinem natürlichen Ende durchgeführt 
werden kann. In dem dadurch gegebenen invarianten Teilraum hat A in bezug auf das Vektor- 
system X, X, - » -, 27, des Algorithmus (x, = x) die spezielle Form (*): ((@;))mm mit Q;, = ©; für 
i—k=0, a. =ß fürri-k=—-1,a,=1füri—k=+1W€, A; = 0 sonst. 2. Aus P;,—0 
@=1,...m— 1) folgt wohla, > A, =1,...,m; A, = Eigenwerte von A), jedoch nicht, daß 
die x; (der Richtung nach) gegen die Eigen- bzw. Hauptvektoren von A streben. 3. Dann und 
nur dann, wenn alle A, reell sind, kann man die x, y so wählen, daß die ß, beliebig klein werden. 
4. Sind die A, z. T. auch komplex, jedoch die Realteile alle voneinander verschieden, so gilt 3. 
wieder mit der einzigen Abänderung: für jeden komplexen Eigenwert A + i u existiert in (*) 


v 


X, ; 
ein Kästchen ‚ für das ß, nicht beliebig klein gemacht werden kann und dessen Matrix 


Fp+l 

näherungsweise die Eigenwerte A + i u besitzt. — Beim Beweis spielt die einparametrige Vek- 
torenschar x(t) = e*"” x,, y(t) = e‘*"?y, (4* die gespiegelte Matrix) eine wichtige Rolle. 
Verf. vermutet auf Grund numerischer Versuche, daß 4. auch für mehrfache komplexe Eigen- 
werte gilt. Beginnt man den Algorithmus mit den oben genannten x(t), y(t) als Ausgangsvek- 
toren, so werden auch die &, und f, Funktionen von £, die einfachen Differentialgleichungen ge- 
nügen. Sind die /, reell und verschieden, so sind diese Differentialgleichungen für &—> + oo 
bzw. t— — oo stabil, und es gilt ,()>0 w =1,...,m — 1) und »(t) >%(v =1,...,m). — 
Am Schluß der Arbeit eine interessante Verallgemeinerung eines bekannten Einschließungs- 
satzes von Weinstein und Wielandt. E. Mohr. 

Wiegmann, N. A.: A note on pairs of normal matrices with property L. Proc. 
Amer. math. Soc. 4, 35—36 (1953). 

Es seien A, B zwei normale n x n-Matrizen mit den Eigenwerten &,..., &, 
und 1: - - -,ß„- Wenn für je zwei komplexe Zahlen A, u die Eigenwerte von AA + uB 
mit Aa, + uf, übereinstimmen (=1,...,n), dann ist AB= BA. 

H. Wielandt. 

Nagler, H.: On a certain matrix product with specified latent roots. Proc. 
Edinburgh math. Soc., Ser. II 10, 21—24 (1953). 

The author eonsiders some aspects of the following problem: let A be a given 
n x m matrix of rank r, where m <n. Find a mx n matrix B such that 
([„-AB)(I,„— AB) has k latent roots which are unity and n— k which are 
zero. [The reviewer had dealt with the caser =m and rank (AB) = m, cf. Proc. 
Edinburgh math. Soc., II. Ser. 10, 13—15 (1953).] In particular, the case k=n—r 
isstudied. Ifalsom = r, then the solution for Bis unique. J. Vajda. 

Schneider, Hans: An inequality for latent roots applied to determinants with 
dominant principal diagonal. J. London math. Soc. 28, 8—20 (1953). 


N 
In der 2 x n-Matrix A = (4) sei R, DE [&»| und ohne Beschränkung der Allge- 
1v 7 | 
meinheit RR> R,> ---> R,. 7, seien die Kulm lruzeln von A u Al |%l>--- 
(SIR lSR<En) 
au=1 


>]A,|. Dann beweist Verf. in seinem Theorem I die Ungleichungen 'E, KM 
j „gi 


sowie für jedes x > 0: NV 4,” = 5 Rrisrzen. Insbesondere gilt, wenn A irreduzibel 


„=1'! | 
ist, |det A| = u R dann und nur dann, wenn A in jeder Zeile und in jeder Kolonne genau 
; u 
=1 


ein von Null dene Element hat. Der Beweis des Verf. verwendet die bereits von Turnbull 
und Aitken, sowie von H. Weyl benutzte Methode der ‚„compound determinants“. — Wir 


»% = 1 
nehmen von nun an ee I ler n)san und setzen = [ao] So wobei unbeschadet 


der Allgemeinheit 3, >, > --- > s, gelten soll. Ist D der absolute Betrag der Determinante 
von Aund1>s,> 0, so beweist Verf. in Verschärfung zweier Ergebnisse von H. von Koch 
(1913) und-Ref. (1937) die folgenden Ungleichungen für 1DE 


N N 1! 
0) 1 d>=a)e] z2=]I - 
‘ el. 


ni (1 — 84) eiu 
wo das Gleichheitszeichen niemals gilt, und zieht sodann zum Vergleich eine etwas spätere Un- 
gleichung des Ref. von 1937: 
[n/2] [»/2] 
(Al) II (1 en 34) sDs II (1 "5 So u-ı 521) 


„1 u=1 


e 
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heran. Wenn dabei Verf. allerdings bemerkt, daß es „anscheinend keine Schärferangordnung“ 
zwischen (I) und (Il) gibt, so ist er im Irrtum. Denn d. in (II) das Gleichheitszeichen sowohl 
rechts als auch links realisierbar ist für jedes zugelassene W «+ rtsystem der s, (d.h. 8 8< 1, 8, >0),. 
ist klar, daß die Relation (I) für jedes s,-System mit 1 > s, > 0 nach beiden Seiten schlechtere 
Schranken liefert als (II). — Es sei M = (m,,) eine n « n-Matrix, bei der m. = 0, m» = 0 
(u +») ist. Unter X wird im folgenden eine (variable) Diagonalmatrix verstanden, deren n 
Diagonalelemente 2, . . ., &, positiv sind. Verf. beweist (Iheorem Il), daß es dann und nur dann 
ein X gibt, so daß in X-1. MX sämtliche Zeilensummen positiv sind, wenn alle Fundamental- 
wurzeln von M positive Realteile haben. Die Notwendigkeit dieser Bedingung rührt bereits 
von Rohrbach (1931) her, ebenso wie die erste Hälfte des | heorem IV. (Der Satz von Rohrbach 
war seinerseits eine Verschärfung eines Satzes von R. Tambs Lyche von 1928.) Der zweite 
Teil des Theorem III wird ferner dahin verschärft, daß, wenn die Fundamentalwurzeln von M 
nichtnegative Realteile haben, es dann und nur dann ein X gibt, für das X! MX nichtnegative 
Zeilensummen hat, wenn entweder M irreduzibel ist oder, falls M reduzibel ist, diejenigen irre- 
duziblen Komponenten von M, die singulär sind, „isoliert“ auftreten. Verf. hebt zum Schluß 
hervor, daß, wenn M regulär oder irreduzibel ist, seine Ergebnisse in den Theoremen Il und IV 
aus einem Satz des Ref. gefolgert werden können. Im Falle indessen, wo M singulär und redu- 
zibel ist,.war die Analyse der Struktur einer solchen Matrix M in der betreffenden Arbeit des Ref. 
nicht vollständig, so daß in diesem Falle erst durch den zweiten Teil des Theorems IV Klarheit 
geschaffen wird. A. Ostrowski. 


Gaecsälyi, S.: On algebraically elosed abelian groups. Publ. math., Debrecen 
2, 292 —296 (1953). 

The author calls an additive abelian group A „algebraically closed“ f nA=A4 forall 
positive integers n (such groups are also known by various other names, e. g. „completely divisible“ 
groups). It is shown that in such a group a compatible system of linear equations has a solution; 
here the equations involve each a finite number of variables, but altogether arbitrarily many: 
and the system is „compatible“ if every finite subsystem is compatible, in other words, can not 
be made to yield a relation which is not fulfilled in the given group. Equivalently, an algebraically 
closed abelian group A is such that a system of linear equations capable of a solution in a group 
containing A has a solution in A already. (Cf. the analogous notion for non-abelian groups intro- 
duced by W.R. Scott, this Zbl. 43, 23.) Another formulation: in an algebraically closed abelian 
group a system of linear equations has solutions if (and, trivially, only if) every finite subsystem 


has solutions. — The results are then extended to abelian groups with operators. The property 


which here corresponds to algebraie closure is that of being a direct summand in every containing 
group which admits the same operators: A characterization of such groups by R. Baer (this 
Zıbl. 24, 149) then leads to the theorem that every compatible system of linear equations over 
a skew field has a solution in the skew field; here all eoefficients occur on one and the same side 
of all variables. A second proof, independent of Baer’s result, is also given. An example shows 
that in an arbitrary abelian group a compatible system of equations does not necessarily possess a 
solution. B. H. Neumann. 

Szele, T.: On arbitrary systems of linear equations. Publ. math.. Debrecen 2, 
297—299 (1953). 

The result of S. Gacsälyi (ef. the preceding abstract) that a compatible system 
of (one-sided) linear equations in a skew field has a solution in the skew field is here 
rederived by a straightforward generalization of the elassical method of solving finite 
systems of linear equations. If u denotes the eardinal of the set of variables, e the 
cardinal of an independent basis of the same set of equations, f the cardinal of a 
set of free parameters in the solution, then u =e -+ f. as in the finite case. A 
necessary and suffieient eondition for uniqueness of the solution is also obtained. — 
The author notes, and explains, an apparent diserepaney between these results and a 
statement of N. Bourbaki (El&ments de mathömatique. Algebre, ch. II: Algebre 
lineaire, p. 56, Paris 1947, this Zbl. 30, 290). B. H. Neumann. 


Cernikov, 8. N.: Lineare Ungleichungen. Doklady Akad. Nauk SSSR.n. Ser. 
59, 977—980 (1953) [Russisch ]. 

Theorems on the compatibility ofsystems of linear inequalities A X + GgKgt 
+9, S0 (j=1,2,...,m). No proofs are given. K. Mahler. 

Cernikov, 8. N.: Systeme linearer Ungleichungen. Uspechi mat. Nauk 8, Nr. 
2 (54), 7—73 (1953) [Russisch ]. 


In einer längeren Fußnote der Redaktion der Uspechi wird das Erscheinen dieses (über die 
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Ergebnisse älterer Arbeiten nur referierenden) Artikels mit dem Mangel an zusammenfassenden 
Darstellungen der Theorie der Systeme linearer Ungleichungen 


n 
A) SI A u —-,;<0 (=]1,...,m) 


gerechtfertigt. Die zwei Hauptmethoden der Theorie werden kurz als die „geometri- 
sche“ — inauguriert von Östrogradski, Minkowski (Geometrie der Zahlen, Leipzig 
1896 und 1910, p. 40—45 und Voronoj [J. reine angew. Math. 133, 97—178 (1908); 134, 
198—287 (1908); 136, 67—178 (1909)] — und die ‚‚extremale‘“ — entwickelt im Zusammen- 
hang mit den Tschebyscheffschen Arbeiten über Approximation — charakterisiert; allein 
die erste wird hier behandelt. In Übereinstimmung mit der geometrischen Formulierung der 
Grundprobleme der linearen Algebra wird jede Ungleichung des Systems (1) als Halbraum ge- 
deutet; die Lösung erscheint dann als Durchschnitt solcher Halbräume, also ein Polyeder im 
R*, das im Grenzfall den ganzen Raum umfassen, aber auch von der Dimension <n und auch 
leer sein kann. Kap.I, $1 handelt von der Erkennung überflüssiger (abhängiger, d.h. von der 
Lösung der übrigbleibenden erfüllter) Ungleichungen des Systems (1), durch deren Entfernung 
ein „Minimalsystem‘ entsteht. Verf. gibt hier eine Verschärfung des Satzes von Haar [Acta 
Sci. math. 2, 1—14 (1924)] betr. gewisse unendliche Systeme (1) [bei denen die Menge der Ko- 
effizientensysteme (q@,], - - -,@;„, @,;) abgeschlossen ist] und ohne Beweis Resultate von Carver 
[Ann. of Math., II. Ser. 23, 212—220 (1923)] und Skolnik [Ucenye zapiski fis. mat. Fak. Mos- 
kovsk. gosud. pedag. Inst. 16, 127—174 (1951)] über endliche Systeme. $2 enthält notwendige 
und hinreichende Bedingungen für die Existenz eines n-dımensionalen Lösungspolyeders, Er- 
gebnisse von Voronoj [JJ. reine angew. Math. 133, 97”—178 (1908)], Dines [Ann. of Math., II. Ser. 
20, 191—199 (1919)] und Skolnik (l. c.). In $ 3 berichtet Verf. zunächst über seine eigene Arbeit 
[Mat. Sbornik, n. Ser. 15 (57), 437—448 (1944)] betr. die Kompatibilitätsbedingungen eines end- 
n 


lichen Systems der Gestalt | ® c,.2.— c,; < g, wo die C;5, C„ 2, Komplex zugelassen sind. 


Des weiteren werden jedoch wieder nur reelle Systeme in Betracht gezogen. Zunächst werden die 
Grundlagen der Geometrie der Lösungspolyeder ziemlich elementar entwickelt auf der Basis 
der Grundbegriffe der linearen Algebra. Der Rang eines Systems sich schneidender Grenz- 
ebenen von Halbräumen ist die kleinste Anzahl von Ebenen aus diesem System, die den Durch- 
schnitt des Systems bestimmt. Wenn sich die Ebenen nicht schneiden, so ist der Rang des Sy- 
stems gleich r + 1, wo r der ‚‚reduzierte‘‘ Rang ist, d. i. der Rang des durch Parallelverschiebung 
zum Schnitt gebrachten Ebenensystems. Nun sei M das Lösungspolyeder von (1) und P,, 
(x =1,...,k) ein Teilsystem von Halbräumen aus (1), P;, die zugehörigen Grenzebenen, die ein 
System vom Range k bilden mögen. Dann heißt, falls er nicht leer ist, der Durchschnitt 
M(i,..„a)=MNnP;,0 N P;, eine k-Begrenzung von M. Das Polyeder M selbst wird als 
Null-Begrenzung gerechnet. Eine Begrenzung M (i,, - . -, 7, i) heißt der Begrenzung M (i,...,%x) 
„untergeordnet“. Sodann handelt es sich um die Frage: „Für welche Werte von k besitzt eine 
(k — 1)-Begrenzung von M eine untergeordnete k-Begrenzung ?“ Als Antwort gibt der hier be- 
wiesene Satz 1: Ist r der reduzierte Rang des M bestimmenden Systems von Halbräumen (d.i. 
der entsprechenden Grenzebenen), so ist O<k<r. Jede r-Begrenzung fällt mit dem ent- 
sprechenden Raum zusammen; es gibt also keine (r + 1)-Begrenzung. Eine solche Begrenzung, 
für die es keine untergeordnete gibt, heißt Minimalbegrenzung. Auf dieser Basis ergibt sich dann 
eine Möglichkeit, rein algebraisch über die Kompatibilität eines gegebenen Systems (1) zu ent- 
scheiden: 1. Man berechne den Rang r der Matrix (a,,) und bestimme einen r-reihigen Minor 
A [(@;, iv)| +0 (,v=1,...,r). 2. Man suche alle r-reihigen Minoren aus denselben Spalten 
wie A. 3. Für jeden dieser Minoren suche man die aus den Zeilen bestimmten linken Seiten des 
Systems (1) und schreibe die entsprechenden „‚Begrenzungsgleichungen“ an, indem man in den 
Ungleichungen (1) „<“ durch „=“ ersetzt. 4. Man suche je eine Lösung für diese Gleichungs- 
systeme. Sodann erweist sich (1) als kompatibel dann und nur dann, wenn man A so finden kann, 
daß wenigstens eines der nach der vorangehenden Vorschrift konstruierten Gleichungssysteme 
eine (1) erfüllende Lösung hat. In $ 4 folgt eine weitere algebraische Formulierung der Bedin- 
N. 


- nn mäß der Besti 0 ; A 
gungen: Sei N a,. 2. — X,; dann ist gemäß der Bestimmung von (I: 
7 Ai, A; i, X; 
Pe ini,  amen nem eg & AT! 
un u Bi | 
“ a a X; | 


identisch in den x, für alle j=1,...,m. Indem man den biernach für X; zu errechnenden 
Wert in (1) einsetzt, ergibt sich als notwendige Bedingung für die Kompatibilität von (1), daß für 
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eine gewisse Wahl des Minors 


aaa. 


a | 
ausfällt. Diese Bedingung ist auch hinreichend. Einen Minor | der hier geforderten Art nennt | 
Verf. einen „Knoten“ des Systems. [Im Zusammenhang mit diesen Betrachtungen benutzt 
Verf. den „Saz von Kronecker und Capelli*; dies dürfte eine dem westlichen Leser zum 
mindesten ungewohnte Benennung des elementarsten Kriteriums für die Existenz einer Lö 
eines Systems linearer Gleichungen Ax=b sein, wonach die Matrizen A und (A, b) gleichen 
Rang besitzen müssen. Verf. betrachtet sein Resultat als Verallgemeinerung dieses Fundamen- 
talsatzes der linearen Algebra.) — Im Kap. II handelt es sich um ein genaueres Studium des 
Zusammenhangs zwischen den Knoten eines Systems (1) und der Minimalbegrenzung seines 
Lösungspolyeders. In $1 wird eine Regel angegeben, wonach man einen Knoten für ein vor- 
gelegtes System auswählen kann. Ferner wird bewiesen, daß das Lösungspolyeder M des Sy- 
stems (1) dann und nur dann ganz im Innern eines durch eine Ungleichung des Systems be- 
stimmten Halbraumes gelegen ist, wenn keiner der Knoten des Systems (1) eine Zeile enthält, 
welche aus Koeffizienten dieser Ungleichung besteht. Die betreffende Ungleichung ist dann na- 
türlich überflüssig. Sie wird als „abhängig von erster Art‘‘ bezeichnet. In $2 wird eine längere 
geometrische Untersuchung betreffend die Berührung des Polyeders mit einer Ebene durchge- 
führt, wodurch die Frage der Absonderung einer von zweiter Art abhängigen Ungleichung im 
System (1) ($ 3) vorbereitet wird. Eine Ungleichung heißt „abhängig von zweiter Art“, wenn 
die Lösung der entsprechenden Grenzgleichung dem System (1) genügt. — Eine Ebene P’ und 
das Polyeder M berühren einander, wenn ihr Durchschnitt D nicht leer ist und nicht auf beiden 
Seiten von P’ Punkte von M liegen; D heißt die Berührungsspur von M und P’. Es wird be- 
wiesen, daß die Spur eine R-Begrenzung von M ist und daß umgekehrt jede R-Begrenzung als 
Spur von M mit einer Ebene erscheint. Jede Spur enthält wenigstens eine Minimalbegrenzung. 
Wenn das Polyeder M, Durchschnitt eines Systems von Halbräumen P\,..., P„ im R*, sich 
mit der Ebene P’ berührt und wenn diese die Minimalbegrenzung A von M enthält, so wird 


der Durchschnitt aller derjenigen Halbräume P,, deren Grenzebenen A enthalten, sich auch 
mit P’ berühren. In $3 werden handgerechte Regeln angegeben, nach denen man überflüssige - 
Ungleichungen beider Arten aussondern kann. — Im letzten Kapitel werden die in Kap. I mehr 
theoretisch gelösten Fragen wieder aufgenommen und algebraische Sätze aufgestellt, die „in 
praxi“ (d.h. abgesehen von umständlichen Determinantenrechnungen, über deren numerische 
Durchführbarkeit in nicht ganz einfachen Fällen wohl Zweifel bestehen dürften) über Beschränkt- 
heit des Lösungspolyeders ($ 1) und seine Dimension ($$ 3, 4) zu entscheiden gestatten. $2 han- 


n 1} 
delt von ‚‚reduziblen‘‘ Systemen (1), d. s. solche, für die man ein System  YV b,,. 2, —b|<e, 
’ J J — T I - i z 


@=1,...,) mit derselben Lösungsmannigfaltigkeit wie (1) herstellen kann. Die Bedeutung 
dieses Begriffs erhellt aus dem Satz, wonach das Polyeder M dann und nur dann vom Rang n 
ist, wenn (1) reduzibel ist. — Am Schluß der Arbeit findet man ein Literaturverzeichnis mit 
24 Hinweisen auf Arbeiten, auf die ausdrücklich Bezug genommen wird. Darüber hinaus ist 
das Verzeichnis aber nicht erschöpfend. Die Abhandlung hinterläßt den Eindruck eines be- 
deutsamen und interessanten Teilgebietes. Durch stärkere Heranziehung topologischer Hilfs- 
mittel sollte es möglich sein, manche Beweise durchsichtiger zu gestalten. HH. Schwerdtfeger. 

Leum, Mark and M. F. Smiley: A matrie proof of the fundamental theorem 
of algebra for real quaternions. Amer. math Monthly 60, 99-100 (1953). 

By using results of Wolf (this Zbl. 15, 242) it can be proved that every one- 
sided polynomial equation in quaternions has a root. The eompanion matrix of 
the equation is used. J. L. Brenner. 

Parodi, Maurice: Sur une möthode d’ötude des polynomes reeurrents. ©. r. 
Acad. Sei, Paris 236, 1626—1628 (1953). 

Let a sequence of polynomials y,(2), n = 0,1,2,..., be defined by the re- 
eurrence relation 
(A) Alm) yn(a) + [elm) — Faln) 2] malr) + Faln) ul) =0, vl, = 
where the functions f,(n) are real and f,(n) does not have positive integral zeros. 
The relation (A) leads to a system of linear equations in the unknowns y, (X), +. ., Y„(2)- 
The zeros of the polynomials y,(x) are the characteristie values of a certain matrix 
in the form of a continuant. From known properties of matrices, a certain number 
of results are drawn concerning the zeros of the polynomials y,(x2). E. Frank. 
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Schmutz, ©.: Koeffizientenbedingungen zur Kontrolle des Dämpfungsgrades 
bei Ausgleichsvorgängen (verallgemeinerte Hurwitzbedingungen). Ingenieur-Arch. 
21, 33—41 (1953). 

Die bekannten Determinantenkriterien von Hurwitz für durchweg negative Realteile d, 
der Wurzeln p, charakteristischer Gleichungen n-ten Grades mit reellen Koeffizienten entsprechen 
in der durch Achsenverschiebung herbeigeführten Form b, < — b der Forderung einer Mindest- 
größe T der Abkling-Zeitkonstanten 7, der einzelnen Schwingungen. Praktisch bedeutsamer 
ist die Forderung eines Mindest-Dämpfungsgrades D, > D, bei der alle Wurzeln innerhalb 
eines durch + f gegenüber der negativen reellen Achse begrenzten W inkelraumes mit 0 < BP <na/2 


liegen, wobei cos? =D ist. Durch Koordinatendrehung p = ge? bzw. —ge"?P wird 
diese Forderung auf die Hermitesche Forderung durchweg positiver Imaginärteile bzw. auf die 
Hurwitzsche durchweg negativer Realteile zurückgeführt. Auf die so transformierte Gleichung 
mit nunmehr komplexen Koeffizienten werden Determinantenkriterien von Hermite bzw. 
Bilharz angewandt. Die Hermite-Kriterien benutzen » Determinanten bis zur Ordnung n, 
die von Bilharz ebenso viele bis zur Ordnung 2 rn. Beide Male wird auch der Grenzfall durchweg 
negativ-reeller Wurzeln (#—0) betrachtet. Schließlich lassen sich normierte Gleichungen für 
festen Dämpfungsgrad D und Wurzeln sämtlich vom Betrage 1 zur Wahl der Koeffizienten eines 
Regelkreises mit vorgeschriebenem Dämpfungsgrad benutzen. R. Zurmähl. 

Afriat, S. N.: The rank and multiplieity theorem for the reduetion of quadratic 
forms. Math. Gaz. 37, 27—28 (1953). 

Im Anschluß an Arbeiten von Ferrar (dies. Zbl. 29, 199) und Todd (dies. 
Zbl.29, 2) wird eine Methode besprochen, die zwei reelle quadratische Formen a und b, 
wobei b positiv-definit ist, simultan auf die Normalform transformiert. Hierbei 
wird die Kenntnis der Eigenwerte A,,...,i, der Matrix «—Ab und deren Viel- 
fachheit vorausgesetzt. R. W. Weitzenböck. 

Quade, W.: Beweis eines Satzes über positive Matrizen. Indagationes math. 
15, 50—51 (1953) = Nederl. Akad. Wet., Proc., Ser. A 56, 50—51 (1953). 

Eine n-reihige quadratische Matrix © = A-+:DB mit komplexen Elementen 
wird positiv genannt, wenn für jeden reellen Vektor u die quadratische Form 
u Au>=0 ist. Verf. beweist, daß es bei positivem C mit DetCÜ =0 einen reellen 
Vektor s=0 gibt, der Üs= 0 befriedigt. Andere Beweise dieses Satzes gaben 
Peremans, Duparec und Lekkerkerker (dies. Zbl. 46, 11). R. W. Weitzenböck. 

Foulkes, H. 0.: Matrix differentiation of S-functions. Proc. Edinburgh math. 
Soc., Ser. II. 10, 5—10 (1953). 

Verf. bezeichnet hier mit A,.A3,.. .,/, die charakteristischen Wurzeln einer 
Matrix X = [z,]; das Symbol 2 = [2/0x,,] bedeutet die Matrixdifferentiation. 
Wenn z.B. S,= 347 gesetzt wird, so ist (1) 208S,=rX'1. Ziel des Verf. ist 
zunächst die Berechnung des Ausdrucks (2 {A}, wo {4} diejenige S-Funktion bedeutet, 
die der Partition (A) der ganzen Zahl n entspricht. Da {A} eine Funktion von 
Sp Sy - - ., S, ist, so findet man leicht, als Anwendung der Formel 4), daß Q{A 
ein Polynom des Grades n — 1 in der Matrix X ist. Die Koeffizienten dieses Polynoms 
sind lineare Funktionen von S-Funktionen ; sie werden hier ohne Benutzung einer 
Tafel von Gruppencharakteren berechnet. — Der übrige Teil der Abhandlung ent- 
hält eine Verallgemeinerung folgender zwei Formeln von Turnbull: 


.Q2 {p} = (n+p-— ER (p = 2% 02 {1a — —_ (n— g+1) KO) 11070 : 
solche Verallgemeinerungen lauten: 
ep. 2 een 2a}. 
Es folgen noch einige weitere Entwicklungen. E. Togliatti. 
% 
Gruppentheorie: 


Ljapin, E. S.: Die assoziativen Systeme aller partiellen Transformationen. 

Doklady Akad. Nauk SSSR, n». Ser. 88, 13—15 (1953) [Russisch]. 
Es seien I, und J', zwei gleichmächtige Teilmengen einer Menge 2. Eine ein- 

eindeutige Abbildung von /\ auf T, heißt eine partielle Transformation von 2. 
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Etage. ni 


Die Gesamtheit aller partiellen Transformationen von (2 wird in naheliegender Weise 1 
als assoziative Halbgruppe aufgefaßt. Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, .die so; 
entstehenden Systeme durch gewisse Struktureigenschaften zu charakterisieren. Als 
Beispiel sei folgender Satz genannt: Es sei A eine assoziative Halbgruppe. Ein 
Ideal T heißt in X dicht liegend. wenn von allen homomorphen Abbildungen von A 
in sich nur die Isomorphismen in T isomorphe Abbildungen induzieren, während 
T für jedes echte Obersystem von W diese Eigenschaft nicht mehr besitzt. Notwendig 
und hinreichend dafür, daß X als die Gesamtheit aller partiellen Transformationen 
einer Menge Q aufgefaßt werden kann, ist die Existenz eines in WA dicht liegenden 
Ideals T mit folgenden Eigenschaften: 1. 0€ET. 2. Für jedes AET gibt es idem- 
potente Elemente E und Jin Tmit EHA=4AJ= A. 3. Zu jedem Paar von Null 
verschiedener idempotenter Elemente E, J aus Tgibtesin Ten A=0 mitEPA = 
AJ— A. 4. Das Produkt zweier verschiedener idempotenter Elemente ist gleich 
dem Nullelement. — Keine Beweise. R. Kochendörffer. 


Vorob’ev, N. N.: Assoziative Systeme, von denen jedes Teilsystem eine Einheit 
besitzt. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 88, 393—396 (1953) [Russisch]. 
In der Menge $(®) aller idempotenten Elemente E, einer Halbgruppe & führt 


Verf. eine Relation < ein mit der Festsetzung: es sei E,<E,. fall E,E, = 


„= 
E„E,=E, gilt; dann wird J(®) bez. <= teilweise geordnet. Es gilt nun: 
Eine Halbgruppe ® hat genau dann die Eigenschaft. daß jede ihrer Unter- 
halbgruppen ein Einselement besitzt, wenn 6 die Vereinigung von paarweise 
elementfremden periodischen Gruppen ist und außerdem (6) bez. = wohl- 
geordnet ist [ein analoges Problem für Ringe wurde kürzlich von T. Szele 
und Ref. betrachtet, vgl. Acta math. Acad. Sci. Hungar. 3, 233—239 (1952)]. 
Jede Halbgruppe mit der erwähnten Eigenschaft läßt sich folgendermaßen kon- 
struieren: Man nehme eine wohlgeordnete Folge von paarweise elementfremden _ 
periodischen Gruppen 6, und zu jedem Gruppenpaar 6,, &5 (# < x) einen festen 
Homomorphismus yon ©, in 6, mit den Kompatibilitätsbedingungen yf HB=Nu 
(ö<P< x); dann sei das Produkt @,G; mit G,€ ©, @5€ ®; als G,G; (in G,), - 
(77 G,) 6, bzw. G,(v G,) erklärt, je nachdem x = ß, P<x oder P>x ist. 
Es werden auch weitere Eigenschaften der Halbgruppe vom erwähnten Typ unter- 
sucht, z. B. die Ideale, Automorphismen usw. angegeben. lL,. Fuchs. 

Klein-Barmen, Fritz: Zur Theorie der Operative und Assoziative. Math. Ann. 
126, 23—30 (1953). 

L’A. developpe l’etude des propri6tes elömentaires du groupoide au sens de 
Ore („das Operativ‘‘) et du demi-groupe (‚‚das Assoziativ‘‘). Il preise notamment 
le eomportement d’un 6l&ment d’ordre fini („potenzgebunden‘“) d’un demi-groupe, 
en partieulier d’un «löment de periode 1 („eng gebunden‘) et d’un el&ment sans 
pr&periode („tief gebunden“). Pour terminer, il indique un proc&öd& permettant la 
eonstruction de groupoides d'un certain type qui sont ipso facto associatifs et dont 
tous les el&ments sont d’ordre fini et de periode 1; ceei peut &tre pr&cieux dans la 
recherche d’exemples partieuliers de demi-groupes, l’associativite &tant souvent la 
propricte la plus longue & verifier. R. Croisot. 

Teissier, Marianne: Sur les demi-groupes admettant Pexistence du quotient 
d’un cöle. C. r. Acad. Sei., Paris 236. 1120-1122 (1953). 

L’A. rappelle, sous une forme un peu plus naturelle et en le g@neralisant 16- 
gerement, l’exemple donn& par R. Baer et F. Levi (ce Zbl. 4, 338; p. 7 de la note) 
d’un demi-groupe sans idempotent dans lequel la division A gauche est possible; 
il s’agit du demi-groupe de toutes les applieations biunivoques « d’un ensemble E 
infini dans Jui-m&me telles que le compl&mentaire de &(E) dans E ait une puissance 
determince au moins egale au denombrable; un tel demi-groupe sera appel& demi- 
groupe de Baer et Levi. Elle ötudie les propri6t6s des demi-groupes sans idempotent 
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admettant la division & gauche et elle montre que ces demi-groupes sont represen- 
tables comme sous-demi-groupe d’un demi-groupe de Baer et Levi s’ils sont simpli- 
fiables & gauche. S’ils ne sont pas simplifiables A gauche, ils possedent une image 
homomorphe qui est un sous-demi-groupe d’un demi-groupe de Baer et Levi et 
ls sont representables comme sous-demi-groupe d’un demi-groupe d’un certain 
type que l’A. introduit sous le nom de demi-groupe de Baer et Levi generalise. 
R. Croisot. 

Thierrin, Gabriel: Sur quelques elasses de demi-groupes. €. r. Acad. Sei., Paris 
236, 33—35 (1953). 

Le resultat principa! expose dans cette note concerne, comme le travail de 
R. Croisot, Bull. Soc. math. France 80, 217—223 (1952), ensemble quotient D/& 
d’un demi-groupe D par l’equivalence principale Sl associee A un sous-demi-groupe 
S de D suppose net et symetrique. Cette fois, Sn’est plus suppos& fort, mais il 
estsupposesuperieurädroite (notion introduite par l’A.: il existe Z€ S tel que 
Q,CQ, pour tout s€ES,Q,et@, designant les quotients A droite de S par set). 
Avec ces hypotheses, D/ft est un homogroupe homomorphe & D. (‚Sur les homo- 
groupes‘‘, voir ce Zbl. 46, 17.) L. Lesieur. 

Thierrin, Gabriel: Sur quelques @quivalences dans les demi-groupes. ©. r. Acad. 
Sei., Paris 236, 565-567 (1953). 

H etant un complexe quelconque d’un demi-groupe D, I’A. introduit, entre 
autres notions, la gen£ralisation suivante, notee Sa], de l’&quivalence principale 
Kr associee a H: a=b(ft;aj) Si et seulement iQ, = Q, =(G, ou s’il existe un 
nombre fini d’elements m,, Ma, ...,m,€D, tels que: 


Qu an ER I AR SS) On = 0; .. be [@) 07 = 0. 
Q, designe dans ces notations le quotient & droite de H par x. Le resultat &nonce 
est alors le suivant: si H est net ä droite et si $trz] est röguliere, D/$Stızı est un homo- 
groupe ä droite (demi-groupe contenant un groupe comme ideal & droite); si H est 
net, Sm etant toujours reguliere, D/Strz; est un groupe. L. Lesieur. 

Iseki, Kiyosi: Sur les demi-groupes. C. r. Acad. Sci., Paris 236, 1524—1525 
(1953). 

L’A. etend aux id&aux d’un demi-groupe D la theorie des ideaux d’un anneau 
donnee parM.N.H.McCoy (ce Zbl. 35,18) en ce qui concerne lesid&eaux premiers, 
leradical, et la partie r&guliere de D. Le th&oreme de Hopkins d’apres lequel 
le radical d’un demi-groupe D, avec zero, satisfaisant & la condition de chaine des- 
cendante, est nilpotent, a &t6 donn& par M. Teissier (ce Zbl. 46, 17), et, sous une 
forme plus generale s’appliquant aux treillis, par L. Lesieur (ce Zbl. 42, 27). 

L. Lesieur. 

Chehata, €. G.: On an ordered semigroup. J. London math. Soc. 28, 353—356 
(1953). 

An ordered semigroup satisfies both cancellation laws. A. Malcev (this Zbl. 
15, 388) constructed a cancellation semigroup which is not embeddable in a group. 
The author fully orders Mal’cev’s semigroup, thus proving that not even every 
ordered semigroup is embeddable in a group. Hanna Neumann. 

Evans, Trevor and B. H. Neumann: On varieties of groupoids and loops. .J. 
London math. Soc. 28, 342—350 (1953). f Kihr 

Unter einem Gruppoid wird verstanden eine nichtleere Menge mit einer darin 
überall erklärten binären Verknüpfung, welche als Multiplikation geschrieben ist, 
und untereiner Loop ein Gruppoid mit zwei weiteren, darin überall erklärten binären 
Verknüpfungen \ und /, welche den Rechenregeln (® y)ly = (/y) y-% z(2\y) = 
2\ (2 y)= y, [x = y\ y genügen. Unter einer Mannigfaltigkeit (variety) von Grup- 
poiden oder Loops wird eine solche Klasse dieser algebraischen 5 trukturen enden 
welche durch (möglicherweise unendlich viele) Rechenregein (= mittels der Ver- 
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knüpfungen gebildete Identitäten) gekennzeichnet ist: z. B. bilden die Gruppen 
eine Mannigfaltigkeit von Loops. Mittels einer bestimmten unendlichen Folge von 


Gruppoiden wird gezeigt: Die Menge der Mannigfaltigkeiten von Gruppoiden hat 
die Mächtigkeit des Kontinuums, und es gibt eine Menge monogener, untereinander 
nichtisomorpher Gruppoide, welche diese Mächtigkeit besitzt. Ferner wird bewiesen, 
daß die Menge der Mannigfaltigkeiten von Loops ebenfalls die Mächtigkeit des 
Kontinuums besitzt und daß die Mannigfaltigkeit der potenzassoziativen Loops 
(d.h. jede monogene Unterloop ist assoziativ) nicht durch endlich viele Rechen- 
regeln definiert werden kann. @. Pickert. 

Stender, P. V.: Über die Anwendung der Siebmethode zur Lösung des Identitäts- 
problems für gewisse Gruppen mit abzählbar vielen Erzeugenden und abzählbar vielen 
definierenden Relationen. Mat. Sbornik, n. Ser. 32 (74), 97—108 (1953) [Russisch ]. 

Mittels der von Tartakovskij angegebenen Siebmethode (vgl. dies. Zbl. 34, 
15 und 163) läßt sich das Identitätsproblem auch für einige Typen von Gruppen 
mit abzählbar vielen Erzeugenden und abzählbar vielen definierenden Relationen 
lösen. R. Kochendörffer. 

Gol’berg, P. A.: Sylowbasen unendlicher Gruppen. Mat. Sbornik, n. Ser. 32 
(74), 465—476 (1953) [Russisch]. 

Die Ergebnisse von P. Hall (dies. Zbl. 17, 154) über Sylowsysteme endlicher 
Gruppen werden auf lokal endliche Gruppen mit Minimalbedingung übertragen. Die 
vorliegende Arbeit stützt sich dabei auf Ideen von Dietzmann, Kurosceh und 
Uzkow (dies. Zbl. 18, 392) und auf zwei frühere Arbeiten des Verf. [Mat. Sbornik, 
n. Ser. 19 (61), 451—460 (1946) und dies. Zbl. 32, 388]. Ferner wird eine Bedingung 
dafür abgeleitet, daß in einer beliebigen Gruppe je zwei Sylowsysteme konjugiert 
sind. R. Kochendörffer. 

Smirnov, D. M.: Über die Automorphismengruppen der auflösbaren Gruppen. 
Mat. Sbornik, n. Ser. 32 (74), 365—384 (1953) [Russisch ]. 

Die Hauptergebnisse dieser Arbeit sind vom Verf. schon in zwei Noten (dies. 
Zbl. 43, 22 und 46, 249) angezeigt worden. Die Beweise stützen sich zum großen Teil 
auf die wichtige Arbeit von A. I. Mal’cev (dies. Zbl. 43, 23; siehe auch 33, 246). 
An weitergehenden Resultaten erwähnen wir die folgenden: Jede lokal-auflösbare 
Gruppe von Automorphismen einer auflösbaren A,-Gruppe ist selbst auflösbar. 
Jede Gruppe von Automorphismen einer auflösbaren A,-Gruppe besitzt einen maxi- 
malen auflösbaren Normalteiler. Dagegen braucht eine auflösbare Gruppe von 
Automorphismen einer Abelschen A,-Gruppe nicht einmal eine A,-Gruppe zu sein, 
wie das Beispiel der additiven Gruppe der rationalen Zahlen und ihrer Automor- 
phismen-Gruppe, der multiplikativen Gruppe der von Null verschiedenen rationalen 
Zahlen, zeigt. Für A,-Gruppen (auflösbare Gruppen mit Maximal-Bedingung für 
Untergruppen oder S-Gruppen im Sinne des Ref.) gilt dagegen: Jede auflösbare 
Gruppe von Automorphismen einer auflösbaren A,-Gruppe ist selbst eine A,-Gruppe. 
[Diesen Satz hat Mal’cev (loe. eit.) für Abelsche A,-Gruppen bewiesen.] Eine auf- 
lösbare Gruppe von Automorphismen einer nilpotenten A,-Gruppe besitzt eine 
Untergruppe endlichen Indexes, deren Kommutator-Gruppe nilpotent ist. 

j K. A. Hirsch. 

Sesekin, N. F.: Uber lokal nilpotente Gruppen ohne Torsion. Mat. Sbornik 
n. Ser. 32 (74), 407442 (1953) [Russisch]. ö 
’ Das Leitmotiv dieser Arbeit ist, aus Kigenschaften von maximalen Abelschen Untergruppen 
in lokal-nilpotenten und nilpotenten Gruppen Schlüsse auf Kigenschaften der Gruppe selbst zu 
ziehen. Darüber hinaus ergeben sich einige Verbindungen mit den von P. G. Kontoroviö 
untersuchten R-Gruppen (dies. Zbl. 40, 6). Die hauptsächlichen Resultate sind vom Verf. in 
einer kurzen Note (die s. Zbl. 46, 249) angezeigt worden. Wir erinnern zunächst an einige Defi- 
nitionen. Wenn H eine Untergruppe der Gruppe ist, so heißt eine (transfinite) Reihe — falls sie 
existiert — 1 ER + CH„C-CH,=H eine aufsteigende Zentralreihe für H be- 
züglich @, falls [G, 4, ,)| CH, und für eine Limeszahl « H, die Vereinigungsmenge der H; 
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mit <a ist. [Siehe z.B. R. Baer, Trans. Amer. Math. Soc. 58, 295—8347 (1945)]. Eine 
Untergruppe H von @ heißt isoliert in @, falls alle Lösungen der Gleichung «” = h mit heEH 
schon in H liegen. Wenn M ein beliebiger Komplex ist, so heißt der Durchschnitt /(M) aller in 
@ isolierten Untergruppen, die M enthalten, der Isolator von M in @. Eine Gruppe @ heißt 
R-Gruppe, wenn aus &' = y" mitx,y=@ folgt, daß x — y ist. Der Zentralisator eines Kom- 
plexes M wird mit 3(M) bezeichnet. Eine Gruppe @ heißt nilpotent, wenn sie eine aufsteigende 
Zentralreihe endlicher Länge besitzt, und lokal-nilpotent, wenn jeder endliche Komplex in eine 
nilpotente Untergruppe eingebettet werden kann. Solche Gruppen, falls torsionsfrei, sind immer 
R-Gruppen. Eine Gruppe @ hat endlichen Rang r, wenn sie eine Normalreihe endlicher Länge r 
mit lokal-zyklischen torsionsfreien Faktoren besitzt (siehe S. N. Öernikov, dies. Zbl. 35, 295). 
Wenn H Untergruppe einer R-Gruppe ist, dann gilt 3(H) = 8(/(H)) und ferner, falls das Zen- 
trum Z(H)D1 ist, Z(I(H)) Z(H). — Satz1. Wenn H Untergruppe endlichen Ranges r in 
einer R-Gruppe @ ist und bezüglich @ eine aufsteigende Zentralreihe besitzt, so gilt für den Rang 
der Faktorgruppe nach dem Zentralisator von H r(G/3(H))< r(r —1)/2. In einer lokal-nil- 
potenten torsionsfreien Gruppe @ hat ein Abelscher Normalteiler endlichen Ranges immer eine 
aufsteigende Zentralreihe, woraus noch folgt, daß in einer solchen Gruppe ein lokal-zyklischer 
Normalteiler im Zentrum enthalten sein muß. Ein nicht-triviales Zentrum existiert immer, 
wenn @ wenigstens eine maximale Abelsche Untergruppe endlichen Ranges enthält. Satz 2. 
Ein Normalteiler N endlichen Ranges r in einer lokal-nilpotenten torsionsfreien Gruppe @ be- 
sitzt eine aufsteigende Zentralreihe bezüglich G, und also hat die Faktorgruppe @/3 (N) endlichen 
Rang < r(r —1)/2. Von den beiden folgenden Sätzen geben wir nur die interessanten Korrollare: 
Wenn in einer torsionsfreien Gruppe @ die Kommutator-Gruppe im Zentrum liegt und das 
Zentrum Z den Rang n besitzt und wenn G eine maximale Abelsche Untergruppe endlichen 
Ranges n + k besitzt, dann übersteigt der Rang der Faktorgruppe @/Z nicht k(n + 1), und 
folglich der Rang der Gruppe @ nicht kn +k + n. Eine nilpotente torsionsfreie Gruppe, die 
wenigstens eine maximale Abelsche Untergruppe endlichen Ranges besitzt, hat selbst endlichen 
Rang. Wenn in einer nilpotenten torsionsfreien Gruppe auch nur einer der Faktoren der oberen 
Zentralreihe unendlichen Rang hat, so müssen alle maximalen Abelschen Untergruppen endlichen 
Rang haben. Weiter ergibt sich Satz 5. Wenn in einer lokal-nilpotenten torsionsfreien Gruppe @ 
wenigstens eine maximale Abelsche Untergruppe endlichen Rang hat und in einem nilpotenten 
Normalteiler enthalten ist, dann ist @ selbst nilpotent und hat endlichen Rang. — Eine Gruppe @ 
heißt „von nilpotenten Normalt.ilern überdeckt“ oder kurz N-Gruppe, wenn jedes ihrer Elemente 
(oder auch jeder endliche Komplex) in einem eigentlichen nilpotenten Normalteiler enthalten 
ist. Das ist z. B. bei nilpotenten Gruppen der Fall. Satz 6. Eine torsionsfreie Gruppe @ ist 
dann und nur dann nilpotent von endlichem Rang, wenn sie eine N-Gruppe ist und wenigstens 
eine maximale Abelsche Untergruppe endlichen Ranges besitzt. Satz 7. Wenn unter den maxi- 
malen Abelschen Normaltcilern einer torsionsfreien N-Gruppe auch nur einer endlichen Rang r 
hat, dann ist @ nilpotent und hat endlichen Rang, der r(r + 1)/2 nicht übersteigt. Diese letz- 
teren Resultate sind eine wesentliche Verschärfung von Sätzen von A. I. Mal’cev (dies. Zbl. 43, 
23), der alle Abelschen Untergruppen, nicht nur die maximalen, he ranzieht. Die weiter folgenden 
Entwicklungen in $$ 4—7 sind von zu spezieller Natur, um hier im einzelnen dargestellt zu 
werden Die Arbeit schließt mit zwei interessanten Beispielen. (i) Esist bekannt (S. N.Cernikov, 
dies. Zbl. 33, 347), daß eine periodische lokal-nilpotente Gruppe, die eine endliche maximale 
Abelsche Untergruppe enthält, einen Abelschen Normalteiler von endlichem Index besitzt. 
Man könnte nun vermuten, daß eine torsionsfreie lokal-nilpotente Gruppe, die eine maximale 
Abelsche Untergruppe endlichen Ranges enthält, auch einen Abelschen Normalteiler besitzt, 
dessen Faktor-Gruppe endlichen Rang hat. Dies ist aber nicht der Fall. Verf. konstruiert eine 
torsionsfreie Gruppe der Klasse »2 +1 mit einer maximalen Abelschen Untergruppe vom 
Rang 3. (ii) Eine N-Gruppe braucht kein Zentrum zu besitzen, wie z. B. die Gruppe der drei- 


eckigen Matrizen der Form ee: >) ‚ wobei /, und /% Einheits-Matrizen sind und X, ein un- 
[0,0] 


endliches Rechteck mit n Zeilen und Koeffizienten aus einem beliebigen Körper ist. Verf. gibt 
aber sogar ein Beispiel für eine N-Gruppe ohne Zentrum, deren Kommutator-Gruppe Abelsch ist. 
K. A. Hürsch. 

Gruenberg, K. W.: Two theorems on Engel groups. Proc. Cambridge philos. 
Soc. 49, 377—380 (1953). a. 

Mit „‚Engel-Gruppe‘“ wird eine Gruppe @ mit der Eigenschaft bezeichnet, daß 
für x, y€@ es eine endliche (nicht notwendig beschränkte) Anzahl r gibt, so daß 
der r-te Kommutator (... (2, y),Y),-..,y) = 1 wird. Zassenhaus (dies. Zbl. 21, 
200) und Zorn [Bull. Amer. math. Soc. 42, 485 (1936)] haben bewiesen, daß alle 
endlichen Engel-Gruppen nilpotent sind. Gestützt auf einen noch nicht veröffent- 
lichten Satz von Philip Hall (Hat @ ein endliches Erzeugendensystem Be 0 
so ist G@ dann und nur dann nilpotent, wenn in der aus diesen Erzeugenden abge- 
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leiteten „basic sequence“ fast alle Elemente = 1 sind) zeigt Verf., daß alle auf- 


lösbaren Engel-Gruppen mit endlichem Erzeugendensystem nilpotent sind. Daraus. E 


wird weiter gefolgert, daß die Gruppen der unteren Zentralreihe einer Engel-Gruppe G 
endliche Erzeugendensysteme habe, wenn dasselbe von @ gilt. Zuletzt wird gezeigt, 
daß sich diese Resultate und ihre Beweise von Gruppen entsprechend auf Liesche 
Ringe übertragen lassen. F. W. Levi. 

Camm, Ruth: Simple free produets. J. London math. Soc. 28, 66-76 (1953). 

Continuously many non-isomorphie simple groups are constructed, each the 
free product of two free two-generator groups with an amalgamated subgroup. 
They are generated by four elements a, p, b, q with defining relations a’ pÜ — 
b>() gr) where i ranges over the set of all non-zero integers and u, v, x are suitable 
permutations of this set. It is shown that these groups can also be generated by 
two of their elements. As free products of locally infinite groups with an amalga- 
mated subgröup these groups are, moreover, locally infinite. The existence of 
finitely generated infinite simple groups had previously been shown only by a 
non-constructive method (Graham Higman, this Zbl. 42, 22). B.H.Neumann. 

Hall jr.. Marshall: Subgroups of free produets. Pacifie J. Math. 3, 115—120 
(1953). 

A proof of Kuros’s subgroup theorem for free products. For an enumeration 
and comparison of the existing proofs cf. the review of Kuhn (this Zbl. 47, 23). 
The author does not mention Takahasi’s proof which also is short and leads further. 
His proof is a streamlining of Kuros’s original proof: The alphabetical and 
semi-alphabetical well-orderings of the elements of the free product [used for free 
groups by F. Levi, Math. Z. 32, 315— 318 (1930), and the author, this Zbl. 35, 13] 
replace the transfinite induetion needed in Kuros’s proof. The resulting version 
of the proof is simpler than Kuros’s and a straightforward generalization of 
F. Levi’s proof of the subgroup theorem for free groups quoted above. 

Hanna Neumann. 

Matsushita, Shin-ichi: Sur la puissance des ordres dans un groupe libre. Inda- 
gationes math. 15, 15—16 (1953) = Nederl. Akad. Wet., Proe., Ser. A 56. 15—16 
(1953). 

Der folgende Satz wird bewiesen: Die Menge der verschiedenen linearen Ord- 
nungen der freien Gruppe mit einer endlichen Anzahl n > 2 von Erzeugenden 
hat die Mächtigkeit des Kontinuums. L. Fuchs. 

Higman, Graham: On a problem of Takahasi. JJ. London math. Soc. 28, 250 —- 
252 (1953). 

Takahasi (this Zbl. 41, 8) has raised the question whether the eountable free 
groups are characterized among the countable locally free groups by the ascending 
chain condition for subgroups of bounded finite rank. [That free groups satisfy 
the ascending chain condition for subgroups of bounded finite rank has been shown 
by Takahasi (op. eit.) and by the author (this Zbl. 42, 21)]. The author now uses 
the unrestrieted free produet of a countable set of free eyelie groups which he has 
introduced and studied in an earlier paper (this Zbl. 46, 26) to answer Takahasi’s 
problem in the negative. He proves a lemma on the inverse limit @ of a set of groups 
(„of which the following two facts are corollaries: If all the @, are locally free then 
so is @; if all the @, satisfy, moreover, the ascending chain condition for subgroups 
of bounded finite rank, then so does @. B. H. Neumann. 

Lazard, Michel: Sur certaines suites d’elöments dans les groupes libres 
et leurs extensions. C. r. Acad. Sei., Paris 236, 36-38 (1953). 

F is a free group, @ its completion in the subgroup topology defined by the 
lower central series, L the completed Lie algebra of the group algebra of G over 
the rational field, and Z, the set of elements of L whose homogeneous components 
have degree > k. The author eonsiders power series g(t) = F t*a,in a non-negative 
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integral variable t with coefficients a, € L, and values g(f) in @ for all t; they form 
the set Pot „typical sequences“. A characterization of typical sequences as infinite 
products in @ (Theorem I) is, in essence, P. Hall’s commutator identity (cf. this 
Zbl.%, 2ıl). Theorems II and III give one-to-one correspondences between Y and 
a set of certain sequences of elements of @, and a set of certain elements of L respec- 
tively. These are interpreted as giving Hall’s identity a canonie form, and as in- 
verting the Campbell-Baker-Hausdorff formula respectively. Applications to lo- 
cally infinite nilpotent groups and to regular p-groups are adumbrated. 
B. H. Neumann. 

Szele, T.: On direet sums of cyclie groups with one amalgamated subgroup. 
Publ. math., Debrecen 2, 302—307 (1953). 

Several classic examples of abelian groups not decomposing into a direct sum in some 
specified manner are direct sums of cycles with one amalgamated subgroup [cf. e.g. S. Fomin, 
this Zbl. 18, 11; H. Prüfer, Math. 2.17, 35—61 (1923)]. The author investigates the structure _ 
of such groups in general: the abelian group @ is generated by a set of elements a, (of any car- 
dinal), and defined by the relations m, a, = c where, for all i, the m, are positive integers, and 
c generates the amalgamated subgroup. @ is the direct sum of two groups A and B, where B 
is a direct sum of finite eycles, and A is of the same type as @ but with the additional assump- 
tion m, = m, for j = k, hence countable. First let all a, be of infinite order. Then the maximal 
periodie subgroup 7 of A is a direct sum of eycles, its factorgroup is of rank one. T is trivial , 
if, and only if, the m, are relative prime in pairs. 7 is direct summand of A if, and only if, there 
exists no prime p such that every power of p divides some m;. @ is a direct sum of eycles if, 
and only if, the integers m, are bounded, hence A finitely generated. If the a, are of finite 
order, in particular e of order m, then @ is a direct sum of cycles if, and only if, no prime fae- 
tor p of m has the property that every power of p divides some m,. Hanna Neumann. 

Szelpäl, I.: Über die untere Grenze der Ordnung n-stufig nicht-kommutativer 
Gruppen. Commentarii math. Helvet. 27, 73—74 (1953). 

Das Minimum der Ordnung derjenigen endlichen Gruppen @, in denen es eine 
Kette (ohne Wiederholung) von nichtabelschen Untergruppen G=G@,2:-:-DG, 
gibt, ist 3-2”. Das Minimum wird (trivialerweise) für das direkte Produkt der sym- 
metrischen Permutationsgruppe 6-ter Ordnung und einer elementaren Abelschen 
Gruppe von der Ordnung 2”! erreicht. (Ref. bemerkt, daß sich dabei das Wort 
„elementar‘‘ streichen läßt.) L. Redei. 

Mills, W. H.: On the non-isomorphism of certain holomorphs. Trans. Amer. 
math. Soc. 74, 428—443 (1953). 

Verf. hat kürzlich bewiesen, daß zwei Abelsche Gruppen mit endlich vielen 
Erzeugenden, deren Holomorphe isomorph sind, selbst isomorph sein müssen (dies. 
Zbl. 43, 257). Er zeigt nun in der vorliegenden Arbeit, daß bei zwei endlichen Gruppen 
mit isomorphen Holomorphen beide Abelsch oder beide nicht-Abelsch sind. G. A. 
Miller [Amer. J. Math. 21, 287—337 (1899)] hatte zwar behauptet, daß die zyklische 
Gruppe der Ordnung 8 und die Dieder-Gruppe der Ordnung 8 gleiche Holomorphe 
besitzen — jedoch hat für die erstere Gruppe das Holomorph die Ordnung 32, für 
die letztere die Ordnung 64. Zwei nicht-Abelsche Gruppen, die nicht isomorph sind, 
können tatsächlich isomorphe Holomorphe haben, z. B. die Dieder-Gruppen und 
die zyklischen Gruppen der Ordnung 4n mit n 3. K. A. Hirsch. 

Hochschild, G. and J.-P. Serre: Cohomology of group extensions. Trans. 


Amer. math. Soc. 74, 110—134 (1953). 

Let K be an invariant subgroup of a group @. The relations between the cohomology groups 
of G, K and G/K are studied (ef. R. Lyndon, this Zbl. 31, 198). Giving hitherto unpublished 
details 6f the techniques of the Leray-Cartan spectral sequence (see Cartan and Leray, this 
Zbl. 40, 100), the authors prove that if A is a @-module there exists a spectral sequence (E,) in 
which E5is isomorphie with H(@/K, H (K, A)), and Eo is isomorphie with the graduated group 
associated with 4 (G, A), suitably filtered (cf. JeB.Sorre, this Zbl. 38, 365). — An alternative 
approach, in which the cochains of @ are directly filtered, is given for use in the applications. 
A (possiblydifferent) spectralsequence is obtained with E, again isomorphic with H(G/K, H(K, A)). 
The method has the advantage of identifiable mappings. If Ar ‚denotes the subgroup of A which 
consists of alla 2A such that ka=a forall kEK; @ is finite; m = [G:K]; n= [K:(1)]; 
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m,n)=1 and j>0; then it is proved that H’(@, A) = r, HK, A)® +1, H'(G/K, AR) 
a. the imbedding isomorphisms of the direct factors, r, and l,, are identifiable (the decompo- 
sition is multiplicative with respect to cup products). Certain exact sequences in the cohomology 
theory of groups (ef. J. P. Serre, loc. eit.) which involve the transgression of the spectral se- 
quence are also obtained. One such sequence yields the cup product reduction of Eilenberg- 
MacLane (this Zbl. 29, 340). An interpretation of another of these sequences in terms of the 
cohomology theory of simple algebras is also given (this last is not obtainable ‚from the Leray- 
Cartan spectral sequence). W. H. Cockeroft. 


Baer, Reinhold: Factorization of n-soluble and n-nilpotent groups. Proc. Amer. 
math. Soc. 4, 15—26 (1953). 

Two elements x, y of a group @ are called n-commutative if (ey)" = a" y" and (ya)" - 
y" x". It is known that n-commutativity and (1 — n)-commutativity are equivalent. Out of 
this generalization of commutativity there arise naturally the corresponding notions of n-abelian 
group [F. W. Levi, J. Indian math. Soc., n. Ser. 8, 1—7 (1944), 9, 37—42 (1945)] ; n-commu- 
tator (Otto Grün, this Zbl. 37, 11), n-centre. An n-soluble group is then a group possessing a 
composition series with n-abelian factors; an n-nilpotent group is one whose n-centre series ends 
with the whole group. The author establishes a number of results for n-soluble and n-nilpotent 
groups which generalize known theorems on soluble and nilpotent groups; for example: If @ is 
n-soluble, of order hk, where h and k are relative prime, and each of n and 1 — r is prime to at 
“ least one of the numbers h and %, then @ is the product of two subgroups of orders h and & res- 
pectively. A group is called m-group if the order of each element divides a power of m, and 
‘ Pm-group if the order of each element is prime to m. With this notation it follows: An n-soluble 
group is the product of an n-group, a (1 —n)-group, anda P(n- (n — 1))-group which is soluble 
in the ordinary sense. Further: Every n-nilpotent group is the direct product of an n-group, 
a (1—n)-group, and a P(n-(n —1))-group which is nilpotent in the ordinary sense. In the 
proofs all groups are assumed finite, but the author points out that a number of the results, 
suitably formulated, remain true if this assumption is dropped. Hınna Neumann. 

Gaschütz, Wolfgang: Über die ®-Untergruppe endlicher Gruppen. Math. Z. 58, 
160—170 (1953). 

Abkürzungen, Definitionen, einfache Tatsachen: A(®&) Automorphismengruppe von ®, 
I(&) Gruppe der inneren Automorphismen von ®, 3(®) Zentrum von ®, 8(®&) Kommutator- 
gruppe von 8, 2(&) maximaler nilpotenter Normalteiler von &, ®(®) Durchschnitt der maxima- 
len Untergruppen von &, A(&) Durchschnitt der maximalen und nicht invarianten Untergruppen 
von &. Ist N Normalteiler von®&und G-NG N 36 = 1so sagt man, Ö zerspaltet über R. 
Halbeinfach heißt eine Gruppe, wenn sie keine invariante abelsche Untergruppe enthält. Mit 
“ einer Untergruppe /' von A(R) nennt Verf. eine Gruppe R T-vollreduzibel, wenn R Produkt 
minimaler unter /'invarianter Untergruppen von ®R ist. Ist R Normalteiler einer Gruppe ®, I’ die 
Gruppe der durch die Transformationen mit den Elementen aus & in ® induzierten Automor- 
phismen und ®t I"-vollreduzibel, so sagt man: R ist ®-vollreduzibel. Bezeichne N, für ®-voll- 
reduzibles N den maximalen auflösbaren Normalteiler von R, dann besteht eine direkte Zer- 
legung RN, X Rn. NR, bzw. Nn sind abelsche bzw. halbeinfache Komponenten von ®R. 
Bezeichne &(®) (der Sockel von ®&) das Produkt der minimalen Normalteiler von ®. Ist & 
®-vollreduzibel, so sagt man 6 ist vollreduzibel. Zwei isomorphe Gruppen besitzen isomorphe 
Sockel. Verf. beweist zuerst einen Satz von Miller: it G- MXN, so ist D(G) = DM) x 
PN). Zum Beweis sind die folgenden Sätze nötig: 1. für einen Normalteiler N von & gilt 
dann und nur dann NT D(6), wenn $ über N nicht zerspaltet. 2. Ysei Normalteiler von ®, 
YCD(8). Dann ist D(S/P) = DP(S)/WP. 3. Ist N Normalteiler, U Untergruppe von &, 
NEDU) so ist NCED(G). Die Hauptergebnisse sind: a) (Verallgemeinerung eines Satzes 
von Frattini) W und Y seien Normalteiler von &, FIM N P(G) und M/Y nilpotent. Dann 
ist M nilpotent. Zum Beweis wird der Satz 1. gebraucht. b) (Eine Konstruktion der ®-freien 
Gruppen, das heißt wo P(®) = 1 gilt) © sei ein direktes Produkt einfacher Gruppen und {T}} 
ein vollständiges Repräsentantensystem für die Klassen unter A(&) konjugierter Untergruppen 
von A(S) mit folgenden Eigenschaften: I. ©, ist 7',-vollreduzibel. II. 1(&,)C 7. Durchläuft 
dann 7" dieses Repräsentantensystem, so bilden die Gruppen $, mit den Elementen (a, y), 
ae ©,y € I’ und der Verknüpfung (a, y) (b, 6) = (a b’x ,y 6) ein vollständiges Repräsentanten- 
system für die Typen der ®-freien Gruppen mit einem Sockel vom Typus ©. Zum Beweis sind 
die folgenden Sätze nötig: 1., 3., 4. Ist M abelscher Normalteiler von & und WS (6) =1, 
so zerfällt & über U. Außerdem ist U dann ®-vollreduzibel. 5. Eine Gruppe ist dann und nur 
dann ®-frei, wenn sie über der abelschen Komponente ihres Sockels zerfällt. Weitere bemerkens- 
werte Sätze sind: 6. 2 (6) A Z(G)CD(G). 7. Ist 2 nilpotent, so gilt D(%) — 1 dann und 
nur dann, wenn % direktes Produkt von Gruppen mit Primzahlordnung ist. 8. Y sei Normal- 
teiler von &, VCD(S). Es ist I(P)CD((AYP)). Aus diesem Satz folgt, daß nicht jede nil- 
potente Gruppe ®-Untergruppe sein kann. 9. In einer ®-freien Gruppe 3 ist L{F) das Produkt 
der minimalen abelschen Normalteiler von %. 10. L(®)/®(®) ist das Produkt der minimalen 
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abelschen Normalteiler von &/®(®). 11. In einer ®-freien Gruppe & ist — 
und 3) =4($). 12. een & ist A(®) nlllotanıı al a 

Hamill, Christine M.: A collineation group of order 213-35.52-7. Proc. London 
math. Soc., III. Ser. 3, 54—79 (1953). 

Die Gruppe wird erzeugt von 120 Kollineationen der Ordnung 2 des projektiven 
7-dimensionalen Raumes [7], die jeweils alle Punkte einer Hyperebene und deren 
Pol hinsichtlich Ex? = 0 invariant lassen. Sie enthält Untergruppen von den 
Ordnungen 2°7.3%.5 und 2%.3%.5.7, die Kollineationsgruppen der Räume [ö] 
bzw. [6] sind, und die von 36 bzw. 63 Kollineationen der genannten Art erzeugt 
werden. Die Methoden sind den in einer früheren Arbeit des Verf. (dies. Zbl. 43, 28) 
auf eine Kollineationsgruppe des [5] von der Ordnung 2%.36.5.7 angewandten 
ähnlich. Die Resultate sind entsprechend reichhaltiger und in 5 Tafeln am Ende der 
Schrift zusammengefaßt. F. W. Levi. 


Richert, Hans-Egon: Über die Anzahl Abelscher Gruppen gegebener Ordnung. 
I. Math. Z. 58, 71—84 (1953). 

Part I this Zbl. 46, 250. Let a,(n) be the number of essentially distinet Abelian 
groups of order n. The author proves: let q >0, (l,g)=1 then 


Ay(&;9,)) = FE an) = cd) © + c2(q) a2 + 0,(q) a8 + O (a Jog9l10 z.g9%6) 


n =x, n=i(modg), which is an extension of the author’s previous result with 
q = 1 and an improvement ofa result due to Sapiro-Pjateckij (this Zbl. 39, 19) for q 
comparatively smaller than x. L. K. Hua. 


Conrad, Paul F.: Embedding theorems for Abelian groups with valuations. 
Amer. J. Math. 75, 1—29 (1953). 

Ais an abelian group with operator domain R, J’a partially ordered set. To each a = 0 
in A is assigned a non-empty trivially ordered subset of /'as the set of ‚values‘ of a such that, 
if none of the values of a and bis >y, or > y, for y £T‘, then none of the values of a + band 
ra(reR)is >y, or>y resp. The special case where A is an ordered group, /' the set of its 
archimedean classes, and the (only) value of @is its archimedean class, is behind this definition 
of valuation. In this way the contents of the paper represents a generalization of H. Hahn’s 
classical paper on ordered abelian groups [S.-ber. math.-naturw. Kl. Akad. Wiss. Wien, II. Abt. 
116, 601—655 (1907)]. The analogue to Hahn’s complete group is defined, and various results 
on valuation-preserving isomorphisms and decompositions connected with the valuation lead 
up to the principal result of the first part: Any abelian group with valuation whose operator 
domain is a skew field can be embedded in a ‚complete group‘. In the second part these results 
are applied to partially ordered locally infinite abelian groups, resulting in particular in a new 
proof of Hahn’s theorem that every ordered abelian group is order-isomorphie to a subdirect sum 
of an ordered set of groups each isomorphie to the additive group of reals. — For the intermediate 
results we have to refer the reader to the paper itself. It should, however, be mentioned that 
some of the nomenclature used in the second part is unfortunate: e. g. a subgroup is called convex 
if it is convex in the customary sense, and isolated (here: „d-closed‘“) in addition. In the final 
statement of Hahn’s theorem ‚„archimedean subgroup‘‘ does not mean what one would expect; 
it is a subgroup whose archimedean classes are the same as those of the supergroup. 

: Hanna Neumann. 


Zajeeva, M. J.: Über die Gesamtheit der Anordnungen einer Abelschen Gruppe. 
Uspechi mat. Nauk 8, Nr. 1 (53), 135—137 (1953) [Russisch ]. 

Die von G. Birkhoff gestellte Aufgabe, alle nicht-isomorphen Anordnungen 
einer torsionsfreien abelschen Gruppe @ mit endlich vielen Erzeugenden zu finden, 
wird vom Verf. in folgender Weise gelöst: @ ist die geordnete direkte Summe ihrer 
archimedischen Untergruppen (vgl. Mal’cev, dies. Zbl. 38, 159). Daher kann man 
sich auf archimedische Anordnungen beschränken. Sei also G eine archimedische 
Gruppe-mit den Erzeugenden 9,...,9,. Dann ist @ bekanntlich isomorph einer 
Untergruppe der additiven Gruppe der reellen Zahlen. Bei einem solchen Isomor- 
phismu$ entspricht den Erzeugenden ein System von rational linear unabhängigen 
reellen Zahlen &, . . -, &%,. Eine Anordnung von @ ergibt sich dadurch, daß man ein 
Element &g+:::+£,g, als positiv definiert, wenn ++ Er rd 
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ist. Alle möglichen Anordnungen erhält man so durch Abbildung auf alle möglichen 
Systeme &,...,&,. Zwei Systeme %,...%, und &,..., &, liefern dann und 
nur dann isomorphe Anordnungen, wenn zwischen ihnen eine Beziehung der Form 
ce, = NA, Ü=1,....n) besteht, wo c eine reelle Zahl + 0 und die Deter- 


minante A,=+1 ist. R. Kochendörffer. 


Brauer, Richard: A characterization of the characters of groups of finite order. 


Ann. of Math., II. Ser. 57, 357— 377 (1953). 

Es sei & eine endliche Gruppe. Eine Untergruppe € von ® heißt elementar, wenn E direktes 
Produkt von zwei Gruppen teilerfremder Ordnungen ist, von denen die eine zyklisch ist und die 
andere Primzahlpotenzordnung besitzt. Hauptziel dieser Arbeit ist ein neuer Beweis des vom 
Verf. und dann vom Ref. bewiesenen „Satz über induzierte Charaktere“ (vgl. dies. Zbl. 29, 15; 
48, 19): Jeder absolut irreduzible Charakter y von & ist darstellbar als ganzrationalzahlige 
Linearkombination y = &c,. y* derjenigen Charaktere y*, die sich aus den absolut irredu- 


ziblen Charakteren y der elementaren Untergruppen & durch den gruppentheoretischen Induk- 
tionsprozeß ergeben. Verf. gibt hier diesem Satz eine etwas andere Form, welche sich leicht 
als äquivalent mit der obigen erweist: Eine komplexwertige Klassenfunktion # von ® ist genau 
dann ein verallgemeinerter Charakter von & (d. h. eine ganzrationale Linearkombination der 
x), wenn für jede elementare Untergruppe € die Einschränkung von ®# auf € ein verallgemeinerter 
Charakter von & ist. Die Beweismethode ist eine Kombination von Beweismethoden aus früheren 
Arbeiten des Verf. (dies. Zbl. 26, 56; 29, 15) und beruht wie dort auf den Methoden der linearen 
Algebra, der lokalen Elementarteilertheorie, sowie auf der Theorie der Sylowgruppen. ‚Jedoch ist 
hier der Beweis kurz und durchsichtig. — Die schon heute vorliegenden zahlreichen und be- 
deutenden Anwendungen des Satzes über induzierte Charaktere [vgl. auch Springer, dies. 
Zbl. 30, 107; Brauer, cies. Zbl. 34, 161; Witt, J. reine angew. Math. 180, 231—245 
(1952); Hasse, Abh. Deutsch. Akad. Wiss. Perlin, math.-naturw. Kl. 1952, Nr. 1 (1952); 
Osima, dies. Zbl. 47, 258] zeigen, daß dieser Satz als ein Fundamentalsatz der Dar- 
stellungstheorie endlicher Gruppen zu werten ist. Verf. fügt diesen Anwendungen hier noch 
drei weitere hinzu, für deren Behandlung sich die neue Formulierung als besonders günstig 
erweist. Die erste Anwendung bezieht sich auf lineare Charaktere (d. h. auf Charaktere ersten 
Grades). Zunächst wird gezeigt, daß sich jeder absolut irreduzible Charakter einer elementaren - 
Gruppe & durch einen geeigneten linearen Untergruppencharakter induzieren läßt (der Beweis 
ist im wesentlichen derselbe wie der frühere Beweis des Verf., vgl. dies. Zbl. 29. 15; vel. 
auch den Wittschen Beweis, loc. cit.). Diese Tatsache ermöglicht es, im Satz über indu- 
zierte Charaktere die elementaren Untergruppencharaktere zu ersetzen durch die linearen Unter- 
gruppencharaktere von &. In der neuen Form lautet der Satz dann folgendermaßen: Eine 
komplexwertige Klassenfunktion 0 von & ist genau dann ein verallgemeinerter Charakter von 
6, wenn für jeden linearen Charakter A einer elementaren Untergruppe E das innere Produkt 
(9, 7)5 r > 0(E)A(E71) ganzrational ist. Verwendet man nun die von Frobenius 
(E:l) KTE 

stammende Schlußweise, daß ein verallgemeinerter Charakter 9 von ® genau dann im gewöhn- 
lichen Sinne absolut irreduzibel ist, wenn (9,0), = 1 und #(1)> 0 ist, so erhält man fast 
unmittelbar den folgenden Satz: Eine komplexwertigee Funktion @ +0 ist genau dann 
ein linearer Charakter von 6, wenn für jede elementare Untergruppe € die Einschränkung von 
0 auf & ein linearer Charakter von & ist. Anders formuliert: Eine Klassenfunktion, welche ‚im 
Kleinen“ überall ein linearer Charakter ist, ist es auch „im Großen“. Als Folge dieses wichtigen 
Satzes zeigt Verf. u. a., daß ein linearer Charakter A einer Sylowgruppe ® von & genau dann 
zu einem linearen Charakter von 6 fortgesetzt werden kann, wenn A(P) nur von der Klasse 
in & des Elements P aus P abhängt, wenn also A(P) — 1 ist für alle P aus derjenigen Unter- 
gruppe P* von ®, welche erzeugt wird von den Quotienten P, P5' aller Paare von in & konju- 
gierten Elementen P,, P, aus B. Es ergibt sich daraus, daß ®* gleich dem Durchschnitt von ® 
mit der Kommutatorgruppe & von ® ist und daß weiter &/6’ isomorph ist zu dem direkten 
Produkt der B/SP*, wenn B ein volles Repräsentantensystem der Sylowgruppen von ®& zu den 
verschiedenen Primzahlen durchläuft. (Für einen anderen Beweis dieses Satzes verweist Verf. 
auf Higman, Focal series of finite groups, erscheint im Canadian J. Math.) — Als zweite An- 
wendung des Satzes über induzierte Charaktere beweist Verf. einen Satz von Frobenius [vgl. 
S.-Ber. Preuss. Akad. Wiss. Berlin 1907, 428—437 (1907)]; dieser ist eine darstellungstheoreti- 
sche Verallgemeinerung des bekannteren Satzes, daß für eine Klasse $# von & die Anzahl der 
in & liegenden Lösungen von X” € fl ein Vielfaches des größten gemeinsamen Teilers von n und 
der Gruppenordnung g ist. — Die dritte Anwendung des Satzes über induzierte Charaktere 
bezieht sich auf die vom Verf. entwickelte Theorie der modularen Charaktere modulo einer 
Primzahl p. U. a. ergibt sich auch sehr leicht der Satz, daß die Cartansche Determinante modulo p 
von & eine Potenz von p ist (vgl. dies. Zbl. 26, 56). P. Roquette. 
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Farahat, H.: On p-quotients and star diagrams of the symmetrie group. Proc. 
Cambridge philos. Soc. 49, 157—160 (1953). 

The equivalence of the Robinson (this Zbl. 36, 155), Staal (this Zbl. 36, 155) 
theory of star diagrams and Littlewood’s (this Zbl. 44, 257) theory of p-quotients. 
for Young diagrams, is shown. Some simplifications of these theories are indicated. 
Robinson ’s (this Zbl. 29, 199) formula for the p-exponent in the degree of an irredu- 
cible representation of a symmetric group is proved directly, i. e. without referring 
to the reviewer’s [Japanese J. Math. 17, 89—108 (1941)] one; cf. also Staal, 1. c. 

T. Nakayama. 

Charles, Bernard: Le centre de Panneau des endomorphismes d’un groupe 
primaire. C. r. Acad. Sci., Paris 236, 1122—1123 (1953). 

This paper gives a characterization of the center of the endomorphism ring 


.of a primary abelian group as follows: Let R be the ring of integers considered as 


a ring of operators on @. Let R’ be the ring of endomorphisms of G, R’” the eenter 
of R’. Consider the set of mappings of @ into itself in the topology of simple con- 
vergence, @ being considered as having the discrete topology. Then R’ is the elosure 
of R. D.G. Higman. 


Dynkin, E. B.: Zur Theorie der kompakten Lieschen Gruppen. Uspechi mat. 
Nauk 8, Nr. 3 (55), 174—175 (1953) [Russisch]. 

RaSevskij, P. K.: Über einige fundamentale Sätze der Theorie der Lieschen 
Gruppen. Uspechi mat. Nauk 8, Nr. 1 (53), 3—20 (1953) [Russisch]. 


Diese Arbeit setzt sich zum Ziel, drei an sich bekannte (aber, wie Verf. feststellt, in der rus- 
sischen Literatur nur schwer zugängliche) Sätze (für die es auch in der nicht-russischen Lite- 
ratur schwer sein dürfte, einfache Beweise zu finden) mit einem Minimum von Vorbereitungen 
zu beweisen. Die Grundlage bildet der folgende Satz A: Zu jeder affinen Darstellung 


n 
= N A} x’ + 4% einer halbeinfachen lokalen Lieschen Gruppe @, gibt es einen Fixpunkt. 
v1 
Verf. gibt einen geometrischen und einen algebraischen Beweis; der erstere sei hier skizziert: 
1. @ sei reell „‚unitär“, einfach zusammenhängend und kompakt angenommen. Sodann sind die 
Koeffizienten der affinen Darstellung beschränkt, woraus folgt, daß sie unimodular ist (|4| =1). 
Das Volumen eines beliebigen Teiles des Darstellungsraumes wird also bei Anwendung einer 
Transformation der affinen Darstellung nicht geändert. Wegen der Beschränktheit der Koeffi- 


N 
zienten kann kein Punkt des Kugelgebietes _ (x?) <1 sich beliebig weit entfernen, so daß 
De 


alle daraus entstehenden Ellipsoidgebiete ein beschränktes Gebiet D des Raumes erfüllen, das bei 
allen Transformationen der affinen Darstellung in sich übergeht. Der Schwerpunkt von D ist 
somit Fixpunkt; denn der Schwerpunkt eines Gebietes geht bei affiner Transformation in den 
Schwerpunkt des Bildgebietes über. — 2. @, und die affine Darstellung von G, sind komplex. 
Unter Hinweis auf Dynkin [Uspechi mat. Nauk 2, Nr. 4, 59—127 (1947), S. akılr. Satz 18] wird 
in der Lieschen Algebra @/; von @, eine reell-unitäre Algebra mit den gleichen Basisvektoren 
1, - - -, e, wie G/ abgesondert, für die es nach 1. einen Fixpunkt gibt. Da sich die infinitesimalen 
Transformationen von @, auch aus den Basistransformationen e,, . . -, e, (mit komplexen Ko- 
effizienten) zusammensetzen, kann man einsehen, daß die Fixpunkt-Eigenschaft erhalten bleibt. 
— 3. G, ist reell, nicht unitär. Dieser Fall wird auf den vorigen zurückgeführt, indem G, in eine 


“ komplexe Algebra eingebettet wird. Von dem so erhaltenen komplexen Fixpunkt werden dann 


die Realteile der Koordinaten die Koordinaten des gesuchten reellen Fixpunktes. Bei dem al- 
gebraischen Beweis des Fixpunktsatzes wird vom Zerlegungssatz Gebrauch gemacht, wonach 
es nur noch nötig ist, den Satz für einfache Gruppen zu beweisen. — Die drei hier auf Satz A ge- 
gründeten Sätze werden geometrisch formuliert. Satz I ist der Satz von ‚der vollständigen Re- 
duzibilität einer linearen (homogenen) Darstellung einer halbeinfachen Gr: Ist En invarianter 
Teilraum im (n-dimensionalen) Darstellungsraum #,, so gibt es eine invariante Ergänzung E, 
zu E,„, die mit E,, zusammen den ganzen Raum #, aufspannt (n = m +1). Als Muster für die 
Schlußweise möge der Beweis dieses Satzes hier skizziert werden: Durch geeignete Wahl des 


Koordinatensystems in #, kann man E,, Bun die Gleichungen  =% =---=%,=0 dar- 
> 3 N A a m BEN n 
stellen, so daß die Gleichungen x" = N ax” i=1,...,!) einen Ergänzungsraum #, 


3 “l ® . . 
darstellen. Es ist dann leicht einzusehen, daß jede lineare homogene Transformation der x”, die 
£ - - * : < $ . n i ” p* u. 
E,. invariant läßt, eine nicht homogene lineare Transfoı mation der dus d. h. eine a Trans 
formation im m - l-dimensionalen Raum der durch die Matrizen (a4) bestimmten Ergänzungs- 


..% 
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räume E, zur Folge hat. Der nach Satz A existierende Fixpunkt bestimmt dann das Koeffi- 
zientensystem (a‘,) eines invarianten Teilraumes. — Satz II ist der Satz von E. E. Levi: In jeder 
Lieschen Algebra @, (reell oder komplex) gibt es zum Radikal R,, stets eine halbeinfache Er- 
gänzungsalgebra E, (m +1=r; Indizes bei linearen Räumen sollen stets die Dimension be- 
zeichnen). Der Beweis wird zuerst für die folgenden Spezialfälle erbracht: 1. Das Radikal ist 
abelsch und die Algebra @, hat kein Zentrum. 2. Das Radikal ist das Zentrum. 3. Das Radikal 
ist abelsch. — Satz III (von Mal’cev): Die zum Radikal R,, gehörige Ergänzungsalgebra B; 
ist bis auf eine Transformation aus dem Radikal R,, der adjungierten Gruppe @, eindeutig be- 
stimmt. H. Schwerdtfeger. 

Inonu, E. and E. P. Wigner: On the contraction of groups and their represen- 
tations. Proc. nat. Acad. Sei. USA 39, 510—524 (1953). 

Given a Lie-algebra q with a subalgebra h, let a,, ... -, a, be a basis of g such that a,,.. .,@,, 
(!<m<n) is a basis of h. The authors obtain a Lie-algebra g* of the same dimension as gq 
by regarding @,.41, - - -, 4, as infinitely large compared with a,,.. . ., @,, and, in the multiplication 
formula, neglecting terms of lower order. The algebra g* is said to be obtained from g by con- 
traction with respect to the subalgebra h. The contracted algebra g* contains an abelian 
ideal a, which is complemented by a subalgebra isomorphie to h. In terms of Lie groups, if & 
is a Lie group and 9 any subgroup, then & can be contracted with respect to 9, giving a group 
6* which contains an abelien normal subgroup X complemented by a subgroup isomorphic 
to 9. Conversely, a Lie group which contains a complemented abelian normal subgroup can 
always be obtained from another group (e. g. itself) by contraction. — The contraetion process 
is to be thought of as a limiting process. It can be applied to a representation of & to give a 
representation of &*, but the new representation will in general be trivial on A. To avoid this, 
the authors consider a family of representations depending on a parameter which tends to a 
limit in a suitable manner during the contraction process. — These ideas are illustrated by the 
example of the Lorentz group. The inhomogeneous Lorentz group, when contracted with respect 
to the subgroup generated by the spatial rotations and the time displacements, gives the Galilei 
group. The contraction of a suitable representation of the Lorentz group is shown to lead from 
the Klein-Gordon equation to the Schrödinger equation. P. M. Cohn. 


Kampe de Feriet, Joseph: Autocorrelation et speetre quadratique d’une fonc- 
tion definie sur un groupe abe@lien localement eompaect. ©. r. Acad. Sei., Paris 236. 
2198— 2200 (1953). 

@: groupe abelien localement compact, G son dual, (2, &), ze@,de G, earactere 
de @, u: mesure de Haar sur @, J1?(G) : ensemble des fonetions complexes sur @, non 
nulles presque partout et de carr€ sommable sur tout compact KC@G. L’A. pose 


o(hlfx) =} fr(® + a)fk(x+b) du: J r(a)"du avec fgkla)= fir) si zEK, 


Ik(x)=0si ze@G — K,eth=b-—.a. S?(G) est l’ensemble des fonetions de M?(G) 
pour lesquelles o(hlfx) a une limite, eontinue pour h = 0, lorsque K > G. Cette 
limite o(h|f) est l’auto-correlation de f. C’est une fonetion de type positif defini sur@. 
D’autre part, Ad toute fE S°(G@), ceorrespond une mesure a(Alf) definie sur une 


o-algebre A de parties de G avee 0 < (Alf) <o(G|f) 1 et o(hif) = [x E&) do. 
d 


Les definitions introduites permettent d’harmoniser et de gen6raliser les resultats 
du cas G@G= Ri. A. Revuz. 


Verbände. Ringe. Körper: 

Wallace, A. D.: Boolean rings and eohomology. Proc. Amer. math. Soc. 4 
475 (1953). 

Bemerkung zur Arbeit von Franklin Haimo, dies. Zbl. 43, 34. 

Thrall, R. M. and D. G. Duncan: Note on free modular lattiees. Amer. .J. Math. 
75, 627—632 (1953). 

Bekanntlich hat der freie modulare Verband aus drei Erzeugenden 28 Elemente, 
der aus vier Erzeugenden unendlich viele. Um der Stelle des Übergangs von endlich 
zu unendlich vielen Elementen näher zu kommen, geben die Verff. Beispiele für 
Erweiterungen des freien mod. Verbandes aus drei Erzeugenden, die noch endlich 
sind, und für einen nicht freien mod. Verband aus vier Erzeugenden, der unendlich 


’ 
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viele Elemente hat. [Die Erzeugenden x, y,2, u werden den Bedingungen x N = 
zın2=ynz=ınuw=eynu=st4 rvy=rV3=yV2=rVvu=yVuU=Ww 
unterworfen. Der entstehende Verband ist homomorph abbildbar auf einen Verband 
von Untergruppen der freien abelschen Gruppe aus 2r (r beliebig) Erzeugenden, 
welcher die Dimension 2r hat.] H.Gericke. 

Iseki, K.: Contribution to lattice theory. Publ. math., Debrecen 2, 194—203 
(1953). 

Es werden die folgenden Sätze über Verbände bewiesen. Ein Verband hat ge- 
nau dann die Wallman-Eigenschaft, d.h. zu aDb gibt esein mit anz #0, 
bnx= 0, wenn zu zwei verschiedenen Elementen stets ein Ultrafilter vorhanden 
ist, welcher das eine, aber nicht das andere enthält. Ein Verband ist genau dann 
distributiv, wenn a=b aus ,bCcud, anc=bnc, (aVc)nd=(buc)nd 
folgt. Für einen Verband mit Nullelement sind die folgenden Aussagen gleichbe- 
deutend: Distributivität; jeder durchschnittsirreduzible Filter ist Primfilter (d.h. 
mit au b gehört a oder b zum Filter); jeder Filter ist der Durchschnitt der ihn 
enthaltenden Primfilter. Ein distributiver Verband mit Null- und Einselement 
ist genau dann ein Boolescher Verband, wenn jeder durchschnittsirreduzible Filter 
ein Ultrafilter ist. In einem atomaren Verband mit Wallman-Eigenschaft ist jedes 
Element a die Vereinigung aller Atome < a, und die Abbildung, welche jedem Element 
a die Menge der Atome © a zuordnet, ist ein Isomorphismus bez. C. @G. Pickert. 


Matsushita, Shin-ichi: Lattices non commutatifs. ©. r. Acad. Sci., Paris 236, 
1525—1527 (1953). 

L’A. introduit, sous le nom de lattices non commutatifs, des syst&mes algebriques 
& deux op£@rations binaires, V et N, associatives et idempotentes, dans lesquels est 
defini un ordre partiel verifiant la piopri6te a sb > cvaud<scubud 
et cnand<scnbnd et une des quatre propriets: 1l..a<aub et 
abo aber ba 0: 3.20 ba et aabzaATaebierg 
et baa<a. Il enonce des theoremes concernant la structure de ces systemes. 

R. Croisot. 

Petresco, Julian: Theorie relative des chaines. II. Isoconformisme. C. r. 
Acad. Sci., Paris 236, 651—653 (1953). 

Dans un treillis, on dit que deux chaines «& et ß de m&mes extr&mites (pour les 
notations, voir part I, ce Zbl. 46, 254) sont O-nN-isoconformes si, pour tout ? et 
tout j, quels que soient X et Y verifiant AZ <sX <A et EI SYSB;, 
aA, HA TB, „SB, AA) = X et, „vB, a As AT) -E: 
on dit que les chaines sont J-N-isocorrespondantes s’il existe une correspondance 
binnivoque de leurs intervalles telle que les intervalles associ6s soient M-isocorres- 
pondants (cf. ce Zbl. 47, 262). L’A. preeise son thöoreme de Jordan-Zassenhaus 
(ce Zbl. 46, 254) par le th&or&me suivant (th&oreme de Jordan-Ore, avec isomorphisme): 
deux chaines sont M-cosaturees et O--isoconformes si et seulement si elles sont 
J-n-isocorrespondantes. Il pr&cise de m&me son theoreme de Jordan-Dedekind 
(pour les chaines non nöcessairement N-cosaturdes) et ses th&oremes de Schreier-Ore 
et Schreier-Dedekind (th&eor&mes auto-duaux) par les thöoremes de meme nom, 
avec isomorphisme. Il particularise ces theoremes en utilisant des isomorphismes 


forts et des isomorphismes striets (ef. part II, ce Zbl. 47, 262). R. Croisot. 
Sikorski, R.: Produets of abstract algebras. Fundamenta Math. 39, 211—228 
(1953). - 


Abstract algebras are considered in the sense of Birkhoff, Lattice Theory (revised ed. 
New York 1948, this Zbl. 33, 101), except that the operations are not restrieted to be finitary. 
Call two such algebras A, B similar, if the number of «-ary operations is the same for Aand B 
for everyordinal «. The author defines a product of algebras which generalises the free pro- 
duct of groups. If Wis a class of similar algebras, then any B€ A is said to be the Y-pro duct 
of algebras A, (r* T), if each A, is isomorphic to a subalgebra B, of B such that i) the B, to- 
gether generate B, ii) if h, is a homomorphism of B, into any algebra € «W, then there is a 
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N 
homomorphism h of B into Ü which is a common extension of all the h,. — The A-product da 
given set of algebras may not exist, but when it does, it is unique up to isomorphism. A criterio Y 
for existence is given in terms of A-free algebras (free W-algebras in Birkhoff 1. e.): A ‚family 
{A,} has an X-product if i) X has an algebra containing isomorphic images of all the A, ii) there 
is an A-free algebra B on a sufficiently large set of free generators, iii) all homomorphie images 
of B belong to X. In particular, if Wis the class of all similar algebras satisfying certain iden- 
tities then the X-produet of a family {A,} (r€ T) of algebras in U exists, provided each A, fi 
contains a one element subalgebra. — The concept is generalised to the (U, ®)-product by taking 
instead of homorphisms of algebras a class ® of mappings between subalgebras of algebras of 
X with suitable properties. — Many examples are given, including groups, lattices, Boolean 
algebras and topological spaces. P. M. Cohn. 
Evans, Trevor: Embeddability and the word problem. .J. London math. Soc. 


28, 76—80 (1953). 
Das Wortproblem für allgemeine Algebren wurde vom Verf. in einer früheren 
Arbeit behandelt (dies. Zbl. 42, 33). Als Hauptresultat ergab sich der Satz: Wenn 
in der Algebrenklasse A jede endliche inkomplette W-Algebra in eine A-Algebra 
eingebettet werden kann, so ist das Wortproblem für die Klasse A lösbar. In der 
vorliegenden Arbeit wird der Zusammenhang des Wortproblems mit dieser Ein- 
bettungsbedingung näher untersucht. Es ergibt sich der schärfere Satz: Das Wort- 
problem kann für die Klasse A dann und nur dann entschieden werden, wenn es in 
A eine Entscheidungsmethode dafür gibt, ob sich eine gegebene endliche inkom- 
plette X-Algebra in eine X-Algebra einbetten läßt. Zur Erläuterung wird ein gruppen - 
theoretisches Beispiel angegeben. Allen Untersuchungen liegt ein etwas schwächerer 
Begriff des Entscheidungsproblems zugrunde, als er sonst üblich ist: Alle Ergeb- 
nisse beziehen sich auf abstrakte Klassen von Algebren. Die Aussage, daß das 
Wortproblem für die Klasse WM nicht lösbar ist, besagt nicht. daß es auch für spe- 
zielle Algebren dieser Klasse unlösbar ist. H.-J. Kowalsky. 
Pickert, Günter: Direkte Zerlegungen von algebraischen Strukturen mit Re- 
lationen. Math. Z. 57, 395—404 (1953). i 
Es sei @ eine algebraische Struktur, unter deren Verknüpfungen eine binäre. 
(d.h. für zwei Argumente erklärte) mit einem Einselement vorkommt. Das Haupt- 
ziel ist, zu einer passenden Verallgemeinerung des Remakschen Zerlegungssatzes in @ 
durch eine von M. F. Smiley herrührende abgeänderte Form des aus der Verbands- 
theorie wohlbekannten Oreschen Satzes zu gelangen. Zu diesem Zwecke wird der 
Begriff von P-direkten Zerlegungen eingeführt, wo P eine gewissen Forderungen 
genügende, vom Verf. als zulässig bezeichnete Relation in @ ist. Das Hauptresultat 
ist: Haben die von den sog. Zerlegungsrelationen von @ bzw. P erzeugten Verbände 
& und ®B endliche Länge, sind ferner die Elemente von 6 und diejenigen von ® 
untereinander vertauschbar, so besitzt # maximale P-direkte Zerlegungen, und diese 
alle unterscheiden sich voneinander nur um eine Transformation mit einem P-Auto- 
morphismus von @. (Für die Begriffe verweisen wir auf die Originalabhandlung.) 
L. Fuchs. 
Witt, Ernst: Über freie Ringe und ihre Unterringe. Math. Z. 58. 113-114 
(1953). 
Any subgroup of a free group is again free (Schreier). The author asks what 
types of abstract algebras have a similar property. He gives a new proof of Ku- 
ro8’s result (this Zbl. 41, 168), that in a free distributive (non-associative) ring 
all subrings are free (it appears from the proof that the ring must have a field as 
coeffieient domain). A simple example shows that the corresponding statement for 
free associative rings is false. The author announces (without proof) that every 
subring of a free Lie-ring is again free. P. M. Cohn. 
Kleinfeld,. Erwin: On simple alternative rings. Amer. .J. Math. 75, 98—104 
(1953). 
Verf. gibt weitere notwendige und hinreichende Bedingungen dafür, daß ein 
einfacher, alternativer, nicht assoziativer Ring mit von 2 verschiedener Charakteristik 
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eme Cayley-Dickson-Algebra über seinem Zentrum © ist: 1. Es gibt ein nicht in © 
liegendes Element x in R, so daß x?+0 in C liegt. 2. Aus (a,b) = 0 folgt 
(a,5d, R)=0, wo (a,b)=ab—ba und (x, 9,2) = (m, y)2— x(y,2). 3. Es exi- 
stieren paarweise antikommutative Elemente a, b, cin R, so daß (a, b, ec) nicht Null- 
teiler ist. E. Trost. 

Herstein, I. N.: A generalization of a theorem of Jacobson. Amer. J. Math. 
75, 105—111 (1953). 

Jacobson has proved that ifin a ring R every element satisfies an equation of 
the form X ® = x with n(x) >1 depending on x, then R is commutative. In 
a recent paper (this Zbl. 43, 266) the present author proved the following generali- 
sation. „Let A be a ring with centre Z, and suppose that for every ze R,a® — zEZ, 
where n is a fixed integer greater than 1; then R is commutative“. In a later paper 
[Bull. Amer. math. Soc. 58, 474 (1952)] the author extended this to the case where 
n is no longer fixed but depends on zin such a way that it is uniformly bounded 
for allxe R. He now removes all restrietions and proves „Let R be a ring with 
centre Z. Suppose that every zER satisfies xr(® — xEZ, where n(x) >1 is an 
integer which depends on x. Then R is necessarily commutative“. He first 
establishes the result for the case where R is a division ring by making use 
of the result of Krasner (this Zbl. 50, 34). He then establishes it successively for 
semi-simple rings, subdireetly irreducible rings and finally for all rings. 

J.C. Shepherdson. 

Amitsur, S. A.: The identities of PI-rings. Proc. Amer. math. Soc. 4, 27—34 
(1353). 

Un anneau S avec un anneau d’operateurs Q est un anneau PI (polynomial 
identity) s’il existe un polynome g(%,.. . .,x,) de coefficients en 2 qui s’annule 
pour toute n-uple d’elements de S. Pour chaque S, I’A. determine un anneau uni- 
versel S* tel que les anneaux qui satisfont uniquement les identites de S sont des 
images hom&omorphiques de S*. En particulier il considere le cas correspondant aux 
algebres totales de matrices et il obtient le resultat: un anneau quelconque est l’image 
hom&omorphique d’une somme sous-directe d’anneaux de matrices d’ordre fini sur 
l’anneau des entiers. G. Ancochea. 

Szendrei, J.: On Schreier extensions of rings without zero-divisors. Publ. math., 
Debrecen 2, 276—280 (1953). 

R sei eine Schreiersche Erweiterung des Ringes &' mit dem Ring S (vgl. Redei, 
_ dies. Zbl. 47, 266). R ist genau dann nullteilerfrei, wenn 2 diese Eigenschaft hat und 
aus a&=o&, 0a +0, aceS, wEed, Eeistets E=0 folgt. Ist’ R nullteilerfrei, 
so hat er genau dann ein Einselement, wenn S ein Einselement e besitzt und es ein 

nez mit e&=E—n£ für all Ze} gibt. G. Pickert. 

Steinfeld. ©.: Über die Nullteilerfreiheit von Ringen. Publ. main Debrecen 2 
231— 285 (1953). 

Enthält ein Ring ein zweiseitiges Ideal, welches als Unterring nullteilerfrei 
ist und einen Nichtrechtsnullteiler (= 0) des Ringes enthält, so ist der Ring selbst 
nullteilerfrei. Dieses Ergebnis wird auf Schreiersche Ringerweiterungen (vgl. vor- 
stehendes Referat) angewandt. G. Pickert. 

Behrens. Ernst-August: Assoziativ auflösbare Ringe. Math. Z. 58, 25—40 
(1953). 

Soit, dans un anneau a, (en general non associatif), l’id6al bilatere a, engendr& 
par les edcialdurnt (ab)ce—a(bc). L’anneau quotient ay/a, est associatif. On’ 
definit d’wte maniere analogue a, par rapport A q,, etc... ., et l’on obtient une suite 
G2>24,2--. Si, pour un entier ss ona a,— 0 l’anneau A, est metassociatif 
(assoziativ auflösbar), et le plus petit » pour lequel on aa, — 0 est la longeur de ay. 
Evidemment un anneau simple me6tassociatif est aussi associatif; A. prouve que 
cette propriet& s’6tend aux anneaux semi-simples. Le radical de Smiley (ce Zbl. 
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35, 18) est l’original du radical de l’anneau quotient a,/a, dans l’'homomorphisme 
naturel de a, sur Ay/a,). Suivent des relations entre le groupe d’automorphismes de 
a, et ceux des anneaux quotients a,/a,;,. Le travail se termine par des exemples 
tir6s de la geom6trie alg&brique. Ce sont justement ses &tudes sur la multiplieite 
d’interseetion des composantes impropres (ce Zbl. 46, 148) celles qui ont conduit 
l’A. A l’introduetion des anneaux me6tassociatifs. (r. Ancochea. 

Sato, Hazimu: Zum Teilerkettensatz in kommutativen Ringen. Proc. Japan 
Acad. 29, 10—12 (1953). u 

Es sei N ein kommutativer Ring. Ein Ideal h aus N heißt Halbprimideal, wenn 
es in dem Restklassenring R/h kein nilpotentes Element gibt. Unter diesen Vor- 
aussetzungen wird bewiesen: Der Teilerkettensatz in R# ist zu den beiden folgenden 
Bedingungen äquivalent: (1) Jede Teilerkette von Halbprimidealen aus X bricht ab; 
(2) wenn ein Ideal a aus Reinen und nur einen minimalen Primidealteiler p (einschl. R) 
besitzt, so gilt der Teilerkettensatz zwischen a und p. — Der Beweis stützt sich z. T. 
auf eine Schlußweise von S. Mori (vgl. z. B. dies. Zbl. 8, 51). F. Kasch. 

Northeott, D. G.: Hilbert’s function in a local ring. Quart. J. Math., Oxford 
II. Ser. 4, 67—80 (1953). 

Verf. definiert eine „verallgemeinerte Hilbertfunktion %a(r, a) in einem Stellenring Q, 
dessen maximales Primideal m ist; q ist ein zu m gehöriges Primärideal und A der Restklassen- 
ring A = Q/q. Im Anschluß an eine Begriffsbildung von P. Samuel (dies. Zbl. 44, 27) setzt 
Verf. ya(r, a) = dim,(g’/q’+!) — dim,((a . g’)/(a N q’*!)), wo dim, die Dimension (d.h. Länge 
der Kompositionsreihe) des angegebenen A-Moduls bedeutet; a ist irgendein Ideal in @. — Es 
seinun qg = (4%, - - -, 4,) eine nicht notwendige minimale Basis von q, dann kann dem Ideal 
a ein „Formenideal‘ (‚Leitideal‘‘ nach W. Krull) a im Polynomring @ = K [x %7, - - -, %,] Zu- 
geordnet werden, indem man festsetzt, daß eine Form ®(x) des Grades r aus 2 dem Ideal a an- 
gehören soll, wenn ®(u) = Ola, q’t!) ist. Dann folgt zunächst ya (r, a) = y(r, a), wo die letzte 
Hilbertfunktion für das H-Ideal a in 2 gebildet ist. Verf. behandelt ausführlich die Theorie 
der Hilbertfunktionen für die H-Ideale des Polynomringes 2; es gelten u. a. die bekannten For- 


meln x(r,ä+b)+xrandb)=x(r,ä) +x(r,b) und z(r,a+ (BB) =ylr,a)—y(r—I,ä), 
wenn die Form ® des Grades / relativ prim zu a ist. Die Hilbertfunktion eines H-Ideals a in 
2 hat die übliche Gestalt: x(r, a) = @, e A ı) + a,(, 4 ») +... + a, ,, und es ist d die Di- 


mension (nicht homogen) und «a, die Ordnung von a. Das überträgt sich nun alles auf die Funktion 
4a (r, a); auch Dimension und Ordnung der Ideale a und a stimmen überein. — Diese interessanten 
Kintwicklungen würden wahrscheinlich noch gewinnen, wenn die Transformationstheorie der 
Polynomideale (Ref., dies. Zbl. 18, 330) herangezogen würde; dann läßt sich ya (r, a) als Hil- 
bertfunktion des transformierten Ideals deuten, und es ist auch nicht notwendig, q auf Primär- 
deale in Stellenringen einzuschränken. W. @Gröbner. 

Cohn, Richard M.: Essential singular manifolds of difference polynomials. 
Ann. of Math., II. Ser. 57, 524—530 (1953). 

Die Entscheidung darüber, ob O wesentlich-singuläre Mannigfaltigkeit eines 
Differentialpolynoms P ist oder nicht, hängt lediglich von den in P auftretenden 
Potenzprodukten in der Unbestimmten und ihren Ableitungen ab, nicht aber von 
den Koeffizienten. Verf. zeigt, daß in der Theorie der Differenzenpolynome im 
allgemeinen keine analogen Sätze gelten. Es werden zwei Differenzenpolynome 
dritter Ordnung angegeben, in denen dieselben Potenzprodukte der Unbestimmten 
und ihrer Transformierten auftreten, O aber nur wesentlich-singuläre Mannigfaltigkeit 
des einen Polynoms ist. Jedoch beweist Verf. anschließend für Differenzenpolynome 
zweiter Ordnung ein notwendiges und hinreichendes Kriterium, das die Analogie 
zur Theorie der Differentialpolynome in diesem Spezialfall wieder herstellt. Ab- 
schließend wird gezeigt, daß auch für Differenzenpolynome höherer Ordnung in 
Sonderfällen ähnliche Kriterien angegeben werden können. H.-J. Kowalsky. 


Herstein, I. N.: Finite multiplicative subgroups in division rings. Pacific J. 
Math. 3, 121-126 (1953). 

A is a division ring, @ a finite subgroup of the multiplicative group of its non- 
zero elements. The structure of Galois fields and Wedderburn’s theorem on finite 
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division rings yield almost immediately: 1. If @ is of odd order then it is meta- 
eyelie. 2. If K is of characteristic p +0 and @ of arbitrary finite order then @ 
is eyelic. For characteristie zero sharper results are obtained only when K is the 
quaternion algebra; here, if @ is of odd order, @ is again eyclic. The author con- 
jeetures this to be true for arbitrary K. Hanna Neumann. 


Hämisch, Werner: Die Hauptnorm als Determinante über endlichrangigen Al- 
gebren mit Einselement. Math. Z. 58, 171—185 (153). 

Soit A une algebre de rang fini » sur un corps Sl, (e;)ı<;<„ une base de A 
sur 8. L’A. adjoint m?n indöterminees v,,, 1<i, j<m, 1<k<n) au corps $, 
et considere l’algebre Ay obtenue par extension au corps Q— X (v,,,) du corps 

N 


des scalaires de X. La matricee U = (u,,), oü u, = = %;;n%, admet sur Q un 


polynöme minimal 2 —t17,(U)+..-+(—-1)!m,(U) oü les n,(U) sont des 
polynömes en les v,,, a coefficients dans $t. Pour toute matrice A = («,,) d’ordre m 
sur l’algebre X, A. appelle norme principale de A l’elöment r,(A) obtenu en 
remplacant les w,, par les «,,. Il montre que cet el&ment possede toutes les proprietes 
usuelles d’un determinant, et montre comment on peut le caleuler quand on connait 
toutes les representations irr&ductibles de l’algebre Ag obtenue par extension de fl 


Aa une clöture algebrique $t. J. Dieudonne£. 


Goldhaber, J. K.: Special types of linear mappings of algebras. Amer. .J. Math. 
75, 91—97 (1953). 

Le rapporteur a d&montr6, pour les algebres simples sur corps de caracteristique 
+ 2, que tout semi-automorphisme [automorphisme additif avec o(a?) = (o(a))?] 
est un automorphisme direct ou inverse (voir ce Zbl. 29, 107; voir aussi Kaplansky, 
ce Zbl. 29, 248et L.K. Hua, ce Zbl. 33, 104). L’A. considere ici des cas oü prenant 
au lieu de o(a?) = (o(a))* des conditions plus faibles on arrive & la m&me conclusion. 

@. Ancochea. 


Wright, Fred B.: Absolute valued algebras. Proc. nat. Acad. Sei. USA 39, 
330—332 (1953). 

Wie A. A. Albert gezeigt hat (dies. Zbl. 33, 349), ist jede bewertete, reelle, 
algebraische Algebra mit Einselement einer der folgenden Algebren gleich: Dem re- 
ellen oder komplexen Zahlkörper, der reellen Quaternionenalgebra oder der Cayley- 
Algebra. Verf. beweist den in diesem Zusammenhang interessanten Satz, daß jede 
bewertete, reelle Divisionsalgebra mit Einselement algebraisch ist. Damit sind die 
bewerteten, reellen Divisionsalgebren mit Einselement vollständig gekennzeichnet. 

F. Kasch. 


Kneser, Martin: Die Norm einer Algebra. Arch. der Math. 4, 397—99 (1953). 
Es seien lund k Körper, 1. k und [l:k] endlich. Über I als Grundkörper werden galoissche 
Algebren L betrachtet, die aus solchen über dem Unterkörper k durch Erweiterung des Koeffi- 
zientenbereichs von k auf Z entstehen: L=Kx I. Ist nun A eine normale, einfache Algebra 


k 
über l und läßt sie sich darstellen als verschränktes Produkt der Form (L/l, &, a) (& = Galois- 
gruppe von K/k und daher auch von L/l), so soll unter ihrer Norm N ,,.(A) das verschränkte 
Produkt (K/k, &, N,,x(«)) verstanden werden. Die Bedeutung von N x(a) ergibt sich hierbei 
aus der vom Verf. für Elemente a - L eingeführten Relativnorm bez. K :N 11x(@) soll die Deter- 
minante der linearen Transformation 2—ax des K-Moduls L sein. Diese Definition ist auch 
sinnvoll, wenn K kein Körper ist, da L bezüglich K stets eine (endl.) Basis besitzt. — Es wird 
folgender Satz bewiesen: Ist A’ ein weiteres verschränktes Produkt, gebildet mit einer gal. Algebra 
L’/l, die wie L durch Grundkörpererweiterung von % auf I entsteht, und ist A 4A’, so ist auch 
Nyx (A) Nr (A’). — Man kann also den Begriff der Norm von den Algebren über I auf 
deren Klassen übertragen, jedenfalls auf solche Klassen, in denen verschränkte Produkte (Z, &, a) 


mit L=Kx 1 vorhanden sind. Wie Verf. bemerkt, ist diese Voraussetzung für jede Klasse 
r 


rfüllt, sofern 1 k separabel ist. In jedem Fall aber ist die Normab bildung ein Homomorphismus. — 
Ein Satz & Whssles (dies. Zbl. 46, 262) ergibt sich als Spezialfall. H. W. Knobloch. 
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Herz, Jean-Claude: Pseudo-algehres de Lie. I, I. ©. r. Acad. Sei., Paris 236, 
1935— 1937, 2289—2291 (1953). 4 

I: A pseudo-Lie-algebra over a field Kis a vector space E over K with a 
binary operation {,} which is antisymmetrie, distributive and satisfies the Jacobi- 
identity (and is therefore a Lie-ring if K has characteristie + 2), but which is 
only pseudo-linear: If u, veE, AEK, then {u,Av} =Af{u,0} + av, where « 
is an element of K depending only on A and u. — Denote « by w, then K becomes 
an E-module. The mapping A—u/A is shown to be a derivation, and the deriva- 
tions corresponding to u,» and {u,»} satisfy fu, v} A= u(vA) — v(uA). — The 
examples include cases of function fields and division-rings. — II: The author 
shows that the multiplication in a pseudo-Lie-algebra E of dimension — 1 overa 
noncommutative field A can be expressed in the form {u,v} = p(u) v — g(v) u, 
where u > g(u) is a linear mapping of E into K, and conversely, any operation 
I, v} so defined turns E into a pseudo-Lie-algebra. Moreover, the linear mapping 
y used for a given pseudo-Lie-algebra E is a homomorphism of E into K*, where 
K* is the pseudo-Lie-algebra defined on the set K by the operation {A,u} = 
Au — u). — Given any pseudo-Lie-algebra E over a field X, the set of elements 
üueE such that uA = 0 forall AEK is called the kernel of E. By means of this 
notion the pseudo-Lie-algebras over a commutative field can be described as follows: 
Define a subset of E to beinvariant in E if it admits {,}-multiplication by the ele- 
ments of E. Then in a pseudo-Lie-algebra E of dimension —> 1 over a commutative 
field K a sub-pseudo-Lie-algebra different from E is also a Lie-algebra if and only if 
it isinvariant in E. The union of all these Lie-algebras is the kernel N of E and the 
quotient E/N is isomorphie to a sub-pseudo-Lie-algebra of the pseudo-Lie-algebra 
of derivations of K. P. M. Cohn. 

Koszul, Jean-Louis: Sur les representations lineaires des algehres de Lie r6so- 
lubles. C. r. Acad. Sei., Paris 236, 2371—2372 (1953). 

Let g be a Lie algebra over a field k and M a g-module, i.e. a representation - 
module of gq, of finite dimension over k. Denote the cohomology group of q with 
respect to M by H*(gq, M). An element c of H*(g, M) is said to be effaceable, 
if there is an isomorphism @ of M into a qg-module N of finite dimension over k, 
such that the induced homomorphism ©: H*(q, M) > H*(g, N) maps c into 0. — 
Every cohomology class of degree 1 or 2 is effaceable [ef. Iwasawa, Japanese J. 
Math. 19, 405—426 (1948)], but not every class of degree 3. — In the general case 
there exists a g-module N and an isomorphism A of M into N such that the set of 
effaceable elasses of H*(g, M) is just the kernel of the induced mapping h. This 
module N is constructed in terms of the associative enveloping algebra of g. — In 
the case of nilpotent and soluble algebras the author states that the cohomology 
groups (of positive degree) with respect to certain modules vanish, and from this 
he deduces that a Lie algebra g over a field of charaeteristie 0 is soluble if and only if 
every cohomology class of positive degree with values in a g-module is effaceable. 

P. M. Cohn. 


MeCoy, Neal H.: Faetorization of certain polynomials over a eommutative 
ring. Duke math. J. 20, 113—118 (1953). 


In the ring R[x,...,2,] (or R[x]) of polynomials in a finite number of indeterminates 
over a commutative ring A with unit element 1, an element f which is a primitive polynomial 
(the coefficients of the terms of positive degree generate the unit ideal in R) may yet be fac- 
torisable into non-unit factors. For example, every primitive f can be factored in the form fe 
(61 +03 P)-(d, + d,) when e,, e, are nonzero idempotent elements of R whose sum is 1, and c,, d, are 
elements of e, R[x] with e,d, = e, (for i = 1,2). If every factorization of an fin R[x] is of the 
above type for suitable e,, c, and d, then f is defined to be weaklyirredueible over R. The 
main theorem of the paper is (Th. 1): Let R be a given ring with radical N and p(x EN) prime 
ideals in AR such that N P, = N. Denote the integral domain R/p, by R,andiffe Rfe], 

sel k 
denote by fı the element of R,[x] to which f corresponds under the natural homorphism of R|x] 


33 


'onto R,[x]. If f is primitive over R, and if for each a EN, /« is irreducible over the quotient 
field of R,„, then fis weakly irreducible over R. From this follows the Theorem 2: If fis an element 
of /[x] (i. e., an integral polynomial) which is irreducible over every field, then f is weakly irre- 
dueible over every ring R. A special case of this is where fis a determinant with indeterminate 
elements. Theorem 1 also leads to a slight generalisation of Th. 2, namely: (Th. 3) If an element 
of I[x] is irreducible over every field whose characteristie is not one of a given finite set of primes 
{pi}; then f is irreducible over any ring R none of whose elements has an additive order equal 
to one of the p.. V.S. Krishnan. 

Kneser, Martin: Bemerkung über die Primpolynomzerlegung in endlich vielen 
Schritten. Math. Z. 57, 238—240 (1953). 

Sei k ein Körper, über dem man jedes Polynom f(t) in endlich vielen Schritten 
in Primfaktoren zerlegen kann, z. B. ein Primkörper. Nach Kronecker ist es dann 
auch möglich über jeder transzendenten und jeder separablen algebraischen Er- 
weiterung von k. Verf. zeigt, daß über einer nicht-separablen algebraischen 
Erweiterung von k diese Zerlegung eines Polynoms über k in endlich vielen Schritten 
nicht mehr notwendigerweise möglich ist. Ausgehend von dem Körper k, = P(x, y) 
aller rationalen Funktionen in zwei Unbestimmten über dem Primkörper P der 
Charakteristik p > 0 wird durch Adjunktion von p-ten Wurzeln aus Elementen von 
k, ein Körper k konstruiert, auf den sich die der bekannten Note von van der Waer- 
den [Math. Ann. 102, 738 (1930)] entlehnte Schlußweise anwenden läßt. Dasselbe 
Beispiel zeigt, daß über einem derartigen Körper k das im separablen Falle uni- 
verselle Diskriminantenkriterium für die Halbeinfachheit einer Algebra über %k nicht 
mehr gültig zu sein braucht. H. Schwerdtfeger. 


Wolf, Paul: Grundlagen der Theorie der invarianten Kennzeichnung galois- 
scher Körper mit vorgegebener Galoisgruppe. Math. Nachr. 9, 201—-216 (1953). 

A new foundation of Hasse’s (this Zbl. 39, 270) theory of Galois algebras is given. Let 
G be the group algebra of a finite group & over a field 2. Let K be a generalized (i. e. not ne- 
cessarily commutative nor semisimple) Galois algebra over 2 with Galois group ®, and let 
{O®; RE &} bea normal basis of K. The direct product@ x K, over 2, may be seen asa double 
module of @, if we put, fr M= N 0,2, TOrEGxK, SEeG, SM= N a,,:8TO%, 


41, 
MS = N a,» TO®S. AnelementM of @x K satisfies SM = M?° for every SE ®,if and only 
if it has a form M = > (T1 4)0©’ with an element A of @. This is derived from an inter- 


7 
esting lemma dealing with a general situation where the direct product ,=@x :--x@ 
(n factors) is considered as a @-double-module under certain operations. The above element, 
M with a regular element A of @ is called normal element f @x K.— For M, = N 9,2 TOR, 


M,= NY ßr za TORrEG@xK(o,ßER) define the product M, x M, to be the ele- 
TAR { - 
ment Dh U) Br Or 0 K=EX Ex K. For the’normal'element 
PATSRI, ‘ e x y 4 
W = \ T-197, the product Wx W has a form Wx W = N (T1x T-1) 007 with an element 
m 


X . » 
© in G, [where the products (T-! x T-1) C in G, are explained component-wise as usual]. This 
is proved as a second instance of the above alluded general lemma. The element ( is called 
the normal factor belonging to the generalized Galois algebra K and to its normal element W. 


If we consider another normal M in place of W, we obtain the normal factor c“ = A H; C(Ax A) 

in the similar context, where A is as before and H, is the 2-isomorphism of @ into @, defined by 

EEE Ewept la 8 u, xE (mr€ 2), then we have the asso- 
TR 


9 


ciativity relation N) Cy.2 Cr sv ır = ID 6s,u ev1r,0 ır (which could also be expressed directly 


in terms of ( itself by means of certain imbeddings of @, into @,, rather similar to the imbedding 
H, of @ into G@,). The main theorem of the present paper asserts that the above association 
gives a 1-1 correspondence between generalized Galois algebras K over 22, with Galois group 
&, and the classes {C#} of normal factors satisfying the associativity relation. K is commu- 
tative and semisimple (i. e. is a Galois algebra) if and only if the corresponding normal factor 


2% R Y Di Ss ° 
iafı | S 2 zouN., N ) r 
© satisfies 7,2 = n,n | N Csz,sn #0. — If we put O7 07 = = My,r9 to get directly 
| y 7% 
172,02 e E S su A, a Br ai 
the multiplication table in K, we have my, 2 <= Mro, ro and Cr, = Mag = Mr» 


this gives the relationship of the present normal factors to the „Faktorensystembilder“ of 
Knobloch (this Zbl. 42, 266). Under the assumption that G is semisimple and all absolutely 
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ı 
irredueible representations of & are realizable in 2, decompose @ into the direct sum of simple 
matric algebras @, = Ge, corresponding to the irredueible characters y of ©. ThnW,=We, 
give the factor bases of Hasse, 1. e. (ef. also Wolf, this Zbl. 47, 269; Nakayama, this Zbl, 44, 
24). T. Nakayama. 

Wolf, Paul: Galoissche Algebren mit vorgegebener Galoisgruppe über einem 
Teilkörper des Grundkörpers. I. Math. Nachr. 9, 281—300 (1953). 

Let 2, be a field and 2/2, be a Galois extension field with Galois group g. Let K/Q be 
a generalized Galois algebra, with Galois group ®, characterized by a class {0} of normal 
factors (which are elements of the direct product @ x @ over 2, @ being the group algebra of & 
over 2); see the preceding review. Suppose that the algebra K/f(2, has an extension &, of & 
by g as an automorphism group (such that the significances of &,g as Galois groups of.K/Q, 
Q/Q, are preserved); let &, be characterized by a class, under a well-known equivalence, of 
systems (9 (5), Q,,.(8, t € 9)) of automorphisms 9 (s) of & and factor sets (Q,,.)in ©, each system 
corresponding to a representative system (U,) of @&,/®. With the normal element 
W= N T!O!e@xK, weget W°'”"— WB, with a regular element B, of @, for each 

Te® 
s€ q, as follows from a fundamental lemma in the author’s paper reviewed above. (B,) is called 
the „Verkettung“ system of K/2 with @,. It undergoes the transformation B,—B,R, 
(resp. B,—> A B,A?'”°) by the change U,— U, R, of representative systems of &,/& [resp. 
the change W > N (7! A) ©” of normal element]. It satisfies the relations i) 0?" * — C*s, ji) 
Ba B,B?'"' = Q,,.. Conversely each system (B,) of regular elements of @ satisfying these 
„Verkettung‘‘ relations gives rise to a generalized Galois algebra K/f2 of described type. Further, 
K/Q, is a generalized Galois algebra if and only if K/Q, has a normal basis (P” ;8,€ &,). The 
paper further investigates the eonceptional significances of the relations i), ii); in particular, 
ii) is seen to be equivalent to a realization of &, as a group of module-automorphisms of @/Q, 
which preserves the significances of & and g as right operator-group of @ and Galois group 
of 2/2,. It finally deals with a „‚conjecture‘“ which has been made by Hasse (this Zbl. 32, 
255) in case of an abelian &. Of several equivalent formulations of the conjeeture given in the 
paper, the first reads: Under the assumption of solvability of the second Verkettung relation 
ii), the first relation i) is always solvable with a normal factor for a Galois algebra K/Q (i. e. 
with (© satisfying the associativity, commutativity and semisimplieity conditions observed in 
the paper reviewed above); another, and the last, is based upon the above conceptional 
investigation of the Verkettung relations and is formulated in terms of the group algebra @ 
(and its product @ x@) only. T. Nakayama. 

Nakayama, Tadasi: Note on Galois cohomology. Nagoya math. J. 5, 97-104 
(1953). 

Es sei K/k eine Galoissche Körpererweiterung mit der Gruppe @. Gegenstand 
dieser Note ist die Herleitung von einigen Relationen zwischen den Ko-Zyklen be- 
liebiger Dimension von @ in der multiplikativen Gruppe K*X von K einerseits und 
den Ko-Zyklen in der Normklassengruppe k* /N x, (K*) andererseits, in Verall- 
gemeinerung von früheren Resultaten des Verf. für 2- und 3-dimensionale Ko- 
Zyklen [dies. Zbl. 12, 390; Japanese J. Math. 18, 877 (1943); dies. Zbl. 45, 13]. 
Die Formulierung der drei in dieser Arbeit bewiesenen Sätze ist zu lang, um sie 
hier wiederzugeben. — Verf. beabsichtigt, in einer weiteren Arbeit die von ihm 
hergeleiteten Relationen im Falle von Zahlkörpererweiterungen zu untersuchen. 

P. Roquette. 

Krasner, Mare: The non-existence of certain extensions. Amer. J. Math. 
75, 112—116 (1953). 

The author proves the theorem: „Let X be a finite extension of a field k. Sup- 
pose that every x€ K satisfies an equation of the form ar — x —a,=0 where 
n(«) is an integer larger than 1 and depends on xand a,€ k also depends on «. 
Then k is an algebraie extension of a finite field.“ J.C. Shepherdson. 


Flanders, Harley: The norm funetion of an algebraie field extension. Paeific 
J. Math. 3, 103—113 (1953). 


K sei eine algebraische Erweiterung vom Grade n über einem kommutativen Körper k, 


und X (N,...,.X,) sei eine Menge von n Unbestimmten über k. Dann ist K(X) über k(X) 
. 4 nn . . 2 
algebraisch vom Grade n. Für eine Basis @,,...,@, von K/k nennt man Z= N w,X, ein 


i=]1 
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allgemeines Element aus Ä/k. Die Norm von Z nach k(X) [man bezeichnet sie einfach mit 
Nx/r(Z)] ist ein homogenes Polynom in X,,...,.X, aus k[X]. 1. Zerlegung von Nxjr(Z) in 
die irreduziblen Bestandteile aus k[NX]: Bezeichnet m den Maximalgrad derjenigen Teilkörper 
von K/k, die über % einfach sind, so existiert ein irreduzibles Polynom F(X) aus k[X], für das 
Nx(Z) = F(XyWM gilt. Ist also K über k separabel, so ist Nx/r(Z) selbst in % irreduzibel. 
2. Charakterisierung der Normfunktion Nx/r: Ein Homomorphismus der multiplikativen 
Halbgruppe K in k heißt eine normartige Funktion, wenn für ein beliebiges Element a aus k 
stets f(a) =a” gilt; eine normartige Funktion heißt eine Polynomfunktion, wenn es für eine 
n 
Basis w,,..., ©, von K/k ein solches Polynom F(X) aus k[X] gibt, daß für jedes A — Sao, 
i=1 
stets f(4) = F(a,,...,a,) gilt, wo die a, i=1,...,n) alle Elemente aus k durchlaufen. 
Verf. beweist folgenden Satz: Ist k kein Galoisfeld und feine normartige Polynomfunktion von K 
in k, so ist {= Nxyr. Im Falle, daß k ein Galoisfeld ist, gilt der Satz auch unter der Bedingung, 
daß f eine normartige Polynomfunktion vom Grade < n ist. Verf. stellt folgende Vermutung 
auf: Ist & unendlicher Körper und f eine normartige algebraische Funktion von K in k, so ist 
f=Nxir. Dabei heißt / algebraisch, wenn es ein solches Polynom F (X Xy,..., X,)E0 mit Ko- 


n 
effizienten aus X gibt, daß für jedes Element A= N a,w, stets F(f(A), a, ...,a,) = 0 gilt. 
1 
M. Moriya. 


== 

Iseki, K.: On the conjugate mapping for quaternions. Publ. math., Debrecen 
2, 204—205 (1953). 

Für den Schiefkörper der Quaternionen über dem Körper der reellen Zahlen 
ist durch <=, +8! +3 7 +tuk>5= nn - Hi—-j—2,%k eine Ab- 
bildung auf sich gegeben. Diese Abbildung & = f(x) wird auf zwei verschiedene 
Arten gekennzeichnet. Notwendig und hinreichend dafür, daß f(x) gleich der Kon- 
jugierten £ von & ist, sind: f(x) ist bezogen auf die Norm x% stetig im Nullpunkt 
und. 1. Hz Fr y)=fl2) + fly). MK)=z für reelle 2. (=, 70) - 7 
f(k)=—k, oder Il. xf(x2)=f(x)-x, xf(x) reell für alle x,x + f(x) reell für 
alle x. Analoge Theoreme für komplexe Zahlen stammen von St. Gotab (dies. Zbl. 
19710): B. Schoeneberg. 


Kowalsky, Hans-Joachim und Hansjürgen Dürbaum: Arithmetische Kenn- 
zeichnung von Körpertopologien. J. reine angew. Math. 191, 135—152 (1953). 

In übersichtlicher Weise werden gewisse Topologien von Schiefkörpern auf dem Wege über 
ihre arithmetischen Eigenschaften mit verallgemeinerten Bewertungen in Verbindung gebracht. 
Damit lassen sich diese Bewertungen topologisch kennzeichnen, womit Untersuchungen von 
Safarevi& [Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 40, 133—135 (1943)], Kaplansky (dies. Zbl. 
30, 10) und Zelinsky (dies. Zbl. 36, 23) abgerundet werden. Andererseits kann die vorliegende 
Arbeit als Anfang einer Untersuchung der topologischen Schiefkörper mit dem Endziel einer 
Bestimmung aller Schiefkörpertopologien angesehen werden. — Zunächst wird angesichts eines 
Lemmas von Artin (Kaplansky, dies. Zbl. 30, 10) der Bewertungsbegriff über Krull und 
Schilling hinausgehend dadurch erweitert, daß für allgemeine Bewertungen an Stelle der 
Dreiecksungleichungen nur die Bedingung p(# + y) = ) Max (px), p(Y)) für ein festes A aus 
der nicht (notwendig abelschen) Wertgruppe erfüllt sein soll (womit auch die Potenzen archi- 


medischer Bewertungen umfaßt werden). Bedeute M” die Menge aller von Null verschiedenen 
Elemente einer Teilmenge M eines (nicht notwendig kommutativen) Körpers K, so heiße eine 


0 und 1 enthaltende multiplikativ abgeschlossene Teilmenge O von K, für die 2” OIT_R*® 
gilt und in der es ein Element z=++0 mit z(O +O)COD und zu jedem ihrer Elemente u + 0 
ein vEO* mit vOCDu und OvC ud gibt, eine Fastordnung von K; sie heiße Ordnung, 
falls sogar z—= 1 gewählt werden kann. O werde invariant genannt, wenn darüber hinaus 
zO =D x für jedes € K erfüllt ist, und Vollfastordnung bzw. Vollordnung, falls für 


jedes zE K* zED oder «ED (oder beides) gilt. Dann entsprechen sich die invalanten 
Vollfastordnungen von K und die Klassen allgemeiner Bewertungen eineindeutig. — 
Die Begriffe Ring- und Körpertopologie eines Körpers werden mittels Umgebungsfilter definiert, 
diskrete Topologien von der Betrachtung ausgeschlossen. Eine Ringtopologie heiße b eschränkt 5 
wenn ihr Umgebungsfilter eine beschränkte Umgebung enthält; in diesem Falle können ihre 
Umgebungsfilter bereits durch die Vielfachen einer einzelnen Umgebung erzeugt werden. Die 
beschräfikten Ringtopologien sind genau diejenigen, die durch Fastordnungen von K 
erzeugt werden können. — Eine Ringtopologie von K heiße vom Bewertungstyp oder 
kurz V-Topologie, wenn das reziproke Komplement jeder Umgebung der Null beschränkt 


3* 
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ist. Jede V-Topologie erweist sich als beschränkte Körpertopologie; sie wird genau 
durch eine Fastordnung O von K erzeugt, wenn esein e €D” gibt, so daßfür jedes x € K* x€ 2 
oder atEctO gilt. — Es ergeben sich folgende notwendige und hinreichende Bedingungen 
dafür, daß eine V-Topologie von K durch eine invariante Vollfastordnung ‚und damit durch 
eine allgemeine Bewertung erzeugt wird: Eine V-Topologie ohne (analytisch) nilpotente 
Elemente (d.h. bei der für kein x € K” a" — 0 gilt) ist genau dann zu einer Bewertung äqui- 
valent, wenn sie eine invariante beschränkte Umgebung besitzt, es handelt sich dabei um eine 
Krull-Schillingsche Bewertung mit Wertgruppe ohne maximalen isolierten Normalteiler; eine 
V-Topologie mit nilpotenten Elementen genau dann, wenn das Produkt eines nilpotenten 
Elementes mit einem nilpotenten oder neutralen selbst nilpotent ist, in diesem Falle ist sie 

einer Bewertung mit archimedisch geordneter Wertgruppe äquivalent. Jede V-Topologie, bei der 


die Kommutatorgruppe der Multiplikativgruppe von K” beschränkt oder K kommutativ ist, 
ist zu einer kommutativen Bewertung äquivalent, ihre Wertgruppe ist genau dann archimedisch 
geordnet, wenn es ein nilpotentes Element gibt. — Schließlich wird an Beispielen gezeigt, daß 
die Forderung der Existenz einer invarianten beschränkten Umgebung eine wirkliche Einschrän- 
kung ist und daß auch die Beschränktheit der Kommutatorgruppe nicht aus der Existenz einer 


\ 
|: 
| 
| 


invarianten beschränkten Umgebung abgeleitet werden kann. A. Jaeger. 
Zahlentheorie: 

Horväth, J.: Primzahlen. III. Revista Mat. element. 2, 21—37 (1953) [Spa- 
nisch ]. 


Palamä, Giuseppe e L. Poletti: Tavola dei numeri primi dell’intervallo 
12 012 000—1?2 072 060. Boll. Un. mat. Ital., III. Ser. 8, 52—58 (1953). 

Thebault, Vietor: Questions d’arithmetique. Mathesis 62, 14-20 (1953). 

Moessner, Alfred: Due problemi diofantei. Boll. Un. mat. Ital., III. Ser. 8, 
71—73 (1953). 

Moessner, Alfred: Identities with speeia conditions. Scripta math. 18, 311— 
812 (1953). 

Gloden, A.: Notes on diophantine equations. Seripta math. 18, 310-311 
(1953). 

Gloden, A.: Multigrade analysis. Seripta math. 18, 312—314 (1953). 

Gloden, A.: Solution of the eongruences 2x? + 1 = (0 (mod p?) and 2x? +1 
= 0(mod p*). Seripta math. 19, 88—90 (1953). 

Horner, Walter W.: Addition-multiplication magie squares. Scripta math. 
18, 300—303 (1953). 

Verf. konstruiert magische Quadrate ungerader Ordnung, in denen nicht nur die 
Summe, sondern auch das Produkt der Glieder für die Reihen und die Haupt- 
diagonale gleich ist. Als Hilfsmittel dienen quadratische Matrizen mit konstanter 
Summe für ganze und gebrochene Diagonalen. In den numerischen Beispielen 
können die Glieder als paarweis verschiedene Zahlen bestimmt werden. R. Sprague. 

Kontorovit, P. G. und D. I. Mil'man : Über eine Methode N. I. Lobatevskijs 
zum Aufsuchen ganzzahliger Lösungen ganzzahliger linearer homogener Gleichungen. 
Uspechi mat. Nauk 8, Nr. 1 (53), 145—149 (1953) [Russisch ]. 

The general solution of the Diophantine equation 42%, ++: ta, 2,=0 
given by Skolem in „Diophantische Gleichungen‘ and aseribed to Betti (1862) 
is to be found in Lobaßevskij's „Algebra‘‘ (1843, reprinted Moscow 1948 as vol. 4 
of his eolleeted works). "This priority has not, apparently been noted before. It 
is shown that the method can be extended to deal with a set of simultaneous homo- 
geneous Diophantine equations. J.W.S. Cassels. 

Mills, W. H.: A system of quadratie diophantine equations. Pacific J. Math. 3, 
509-220 (1953). 

The author gives the complete solution in rational integers x, y of the diophan- 
tine system (1) 2|yP +ay+1, yla®+ax-+1, where a is a fixed integer. If 


I 


a=# + 2, then there exists a finite number of sequences (a-chains) such that x, Yy 
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satisfy (1) if and only if they are consecutive terms of one of these sequences. T'hese 
sequences are similar to the Fibonacei sequence in that there is a linear relation eon- 
necting any three consecutive terms. For a— +2, there is an infinite number of 
. sequences, and 0 can be a term of a sequence. A procedure for determining all 
possible a-chaines for a fixed value of a is given. For a >0 (1) has an infinite 
number of positive solutions. There exist values of a < 0, for which (1) has only 
a finite number of positive solutions. It is easy to show that the complete solution 
of (1) is equivalent to the problem of finding all integers «such that 2) —-axry+ 
Y”+axz+ay+1i=0. Asa corrollary is found that (2) has integral solutions 
for only a finite number of integral values of x, a + -- 2. The reviewer has found 
that the authors results can be proved by means of the general theory of quadratie 
diophantine equations in two unknowns, writing (2) in the form 
(a2) (+ Y) 2a (4) (MAR +n— 2,42 


W. Ljunggren. 


Barnes, E. S.: On the diophantine equation @+y?+c=xyz. J. London 
math. Soc. 28, 242—244 (1953). 

In this paper the complete solution in rational integers x, %, 2 of the diophantine 
equation (1) @ + +c=xyz, (z,y) =1 and ca fixed integer, is given. If 
the trivial case c= 0 is neglected, any solution of (1) is called a fundamental 
solution if it satisfies 2 <y and O<r<sc for e>0, 0<rs Viel Ko a We 
The following theorem is proved: Any solution of (1), after trivial changes of order 
and sign, is either a fundamental solution or of the form = u, y=Uu,n ?= 


Bine), where a. , tu u, (r=1,2,5,..)and su, yeu,2-d 
is a fundamental solution. The equation (1) always has an infinite number of solu- 
tions unless c=—2 or —3. Forany c#+—1 there is only a finite number of 


fundamental solutions. The method of attack is based on one used by L. J. Mordell 
(this Zbl. 47, 41). A similar method is also used by W.H. Mills (this Zbl., preced. 
rev.). W. Ljunggren. 


Hall jr., Marshall: Some equations y’= rn k without integer solutions. 
J. London math. Soc. 28, 379—383 (1953). “ 

In this paper the author gives two new methods for obtaining equations of the 
type mentioned in the title. In the first method he uses factorisation in K(y- k) 
in certain cases when h(Y—k) —= (0 (mod 3). In the second case use is made ofa 
representation k=3a?+ rb?, applying cubie reciproeity to the equation in the 
form 23 — rb® = r? + 3a?2. Three theorems are proved, and applications of these 
theorems are given. The equation is impossible for k — 24, 31 and 77. The same 


principles can be used to determine other insoluble equations (k= 9, — 60). 
W. Ljunggren. 


Cassels, J. W. S.: On the equation a —bY= 1. Amer. J. Math. 75, 159—162 
(1953). 

The author proves the following stronger form of a theorem of W. J. Le Veque 
(this Zbl. 47, 41): Let — 5% =1, where, yya>1,b>1 are positive integers 
and the equation is not 32? — 2? = 1. Suppose that &, 7 are the least positive s0- 
lutions of a®=1 (mod B), b" = —1 (mod A), where A, B are the products of 
the odd’primes dividing a, b respectively. Then x = Eyen; except that x = 2, 
y=1 may ocuif&=1,n=1 anda-1 is a power of 2. The author proves 
that yis oddif & >1, and that any prime divisor of y which is less than x divides a, 
and vice versa. The reviewer remarks that the first of these statements was proved 
by F.V.A. Le Besgue [Nouvelles Annales de Mathematiques, Ik Serie, t. Ip. 176 
(1850)]. W. Ljunggren. 
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Georgiev, G.: Über die Lösung der diophantischen Gleichung > Ay I, ee 


— Ao in rationalen Zahlen. Uspechi mat. Nauk 8, Nr. 2 (54), er 118 (1953) 


| Russisch ]. 
This is a shortened form of an earlier paper of the author (this Zbl. 44, 269). 
P. T. Bateman. 


n 
Georgiev, G.: Über die Lösung der diophantischen Gleichung ’ S A, = 0 
in rationalen Zahlen. Uspechi mat. Nauk 8, Nr. 1 (53), 127—130 (1953) er; 


By means of a birational transformation of the form x, - u Xri 
y = 


(= 1,2,...,n) the equation 53 A,x7* = (0 (A,,m, integers #0) can immediately 
k=1 


be solved in rational numbers if the following condition is satisfied: The n expo- 
nents m, can be groupped into two non-empty classes such that elements of diffe- 
rent classes are relatively prime. K. Mahler. 


Georgiev, G.: Über die diophantische Gleichung > E An u x — Ao. Uspechi 


mat. Nauk 8, Nr. 1 (53), 131—134 (1953) [Russisch]. 


._—_N and sufficient conditions are established under which the equation 
Sr 


n 
PER Il zur — A, (a,,; integers) can be changed into = A, % =4 %y 
1 i= k= 


= 

means of a birational transformation of the form +, 7 Kit (di = 1,2,...,0). 
Trut 

These conditions are refined in the three special cases when A, = 0, or ” =(, 

or 4,=0 and a, #0, bt, = if ki. K. Mahler. 


Palamä, G.: On a theorem of D. H. Lehmer concerning the Tarry-Eseott pro- 
blem. Seripta math. 19, 19—23 (1953). 

Der Satz von D.H. Lehmer (dies. Zbl. 29, 110) enthält ein Verfahren, um 
b Mengen von je b” Zahlen zu finden, so daß die k-ten Potenzsummen für k = 
0,1,...,m bei allen Mengen ebich sind. L. Mirsky (dies. Zbl. 33, 351) gab einen 
zweiten Beweis für den Satz von Lehmer. Verf. teilt nun einen weiteren einfachen 
Beweis mit. W. Schulz. 


Carlitz, L.: Some theorems on the Schur derivative. Pacifie J. Math. 3, 321— 
332 (1953). 


In 1933 Schur defined the.derivatives of a sequence @,, @y, ... by Ja, = (ay4 — a), p**} 
m 
and Ma„=4A(A4’'a„). He examined a„=a” and Zorn (1937) the case m 
N . > „m . i 
yasni, 1)/p”"". Author considers also the case a,„— a*” „ His most general result is: 
m 
Epr>2d,isrspa md, kai sk 1)/p"*', then 
r kp” kp" r m 
4 ara" Im k BR -1) rt(p— 1)" (mod pP"), 
. | pm 
if r << p— 1, the congruence is valid mod p”"", Therefore 1’ a*? is integral fr —1, —1. 
The Droofa are elementary but require many caleulations. — This theorem is extended ko al- 


gebraie integers. The case k = p— 1 is extended to prime ideals of arbitrary degree and for 
arbitrary k to prime ideals of first degree. — Author also introduces A, a, = (Amp — an)/p*", 
where 7 designes the number of factors p of m. It is proved if (a, k)—=1,k = pf!+ +» pfandr,<p,, 
that AU.» - in a“ is integral for all k > 1.— Finally the main result is applied E polynomials 
Sea ly to W klab and Bernouillian polynomials for integral (mod p) values of the argument. 
W. Verdenius. 

Carlitz, L.: Congruences eonneeted with three-line latin reetangles. Proc. Amer. 

math. Soc. 4, 9—11 (1953). 
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Im Zusammenhang mit seiner Rekursionsformel K, = n? Koıt? ( + 
12 ( BE +%k, wok,tnk,a=—(n—1)2 ist, hatte Riordan (dies. Zbl. 
46, 8) die Kongruenzen K,4n = 2K,, Knın = 2k, (mod. p) für jede Primzahl p > 2 
gezeigt. Dies wird zu AK... = 2” K,, kyım = 2”k, (mod m) mit beliebigem m 
und dann noch weiter verallgemeinert. R. Sprague. 

Carlitz, L.: Congruences connected with the power series expansions of the 
Jacobi elliptie funetions. Duke math. J. 20, 1—12 (1953). 

In der Jacobischen Funktion [s. Fricke, Die elliptischen Funktionen und ihre 


Anwendungen, Bd. 1 (Leipzig 1916), S. 399] f(x) =sn x = 5 A,(2) z®im!, 
1 


wobei die A,(k?) ganzzahlige Polynome in k2 sind (4, = 1), wird k® durch eine 
Unbestimmte ersetzt. Ist dann p (> 2) eine Primzahl, so gelten die Kongruenzen 


a) ZW) m Anzen-n (u) = 0 (mod (P"1, PN), 
(2) = {= BR 2 Kai a) (u) en (u) = 0 (mod (p", pe) 


oo 
wird ferner z/snx = N Pß,(u) 2” /m! und r,(u) = ß,„(u)/m gesetzt, so gilt 
0 


(3) = (— 1° (7) Bee U/p—1) (u) nn (u) — ff) (mod ( Dan 


dabei ist in (2), (3) 2=!(p—1)|t und in (3) p—1#fm. Diese Kongruenzen sind 
weitgehende Verschärfungen früherer Kongruenzen (Kummerscher Art) des Verf. 
(dies. Zbl. 38, 179), die sich auf den Fall einer Konstanten u = I ganz mod p be- 
ziehen. Verf. gewinnt noch eine Fülle ähnlicher Sätze. L. Redei. 

Carlitz, L.: Some congruences for the Bernoulli numbers. Amer. J. Math. 75, 
163—172 (1953). 

Kongruenzrelationen Bernoullischer Zahlen sind seit Kummer mehrfach a uf- 
gestellt und untersucht worden. Nach Vandiver gilt z. B.: Bee-D (Berl _ 1 =, 
O(pt),(a>0,r >0,a+r<p-—1). Setzt man abkürzend om = (By@p-1) + 1/p—1)/m, 
so zeigt Verf. (co — 1) =0(p), wenn a>21, r>21, a+rsp-—1. Femer 
wird Br(BPA_iy=0(pr) (m=(hp+k)(p—1, h>0, kl, r>1, 
k+r<p-1] hergeleitet. Es seien noch die folgenden beiden Sätze hervorgehoben : 


Fe (p— 1)b, c=(p-1l)u>r folgt Be (BP —-1r=0(mod pt, 97, pr), 


jenachdem r< p—1, r=p-—1, r>p ist, wobei ( +1) pSh<(r+1)/p+1 

sei. — Es sei (p—1)b, r>1, m=(s+1)b, rpsh’<r/p+1; dann gilt 
s A) N (mod p®%, (r + 1)-t prH!%). — Beide Sätze werden 

= 8 271 

noch auf (p — 1) p!|b verallgemeinert. H.H.Ostmann. 

Cohen, Eckford: Representations by cubic congruences. Proc. nat. Acad. Sci. 
USA 39, 119—121 (1953). 

Mittels kubischer Exponentialsummen und Gaußscher Summen werden in 
geläufiger Weise folgende beiden Kongruenzlösungszahlen mod. p für eine Primzahl 
p == 1 mod. 3 berechnet. Für die Kongruenz x)? + x? + 23? = 0 bzw. & mit einem 
festen kubischen Rest x mod. pist die Lösungszahl p® + (p— 1)a bzw. p? + 6p—a, 
wo a durch die Zerlegung 4p = a? + 275? mit a = 1 mod. 3 bestimmt ist. 

% H. Hasse. 

Thöbault, Vietor: A note on number theory. Amer. math. Monthly 60, 322— 
323 (1953). 

Gri$elle, Thomas: Proof of Fermat’s last theorem forn =? (8a + 1). Math. 
Mag. 26, 263 (1953). 
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Moser, Leo: On non-averaging sets of integers. Canadian J. Math. 5, 245— 
252 (1953). \ 
A non-averaging set is a set of positive integers no three of which are in arith- 
metical progression. v(n) denote the maximum number of elements <n in any 
non-averaging set. The paper deals with the problem of finding suffieient lower and 


upper bounds for v(n). The author proves that v(n) > n!=elVlogen where c is | 
a fixed constant and n sufficiently large [this is a sharpening of previous results 
by Salem and Spencer, Proc. nat. Acad. Sci. USA 28, 561-563 (1942), and 
Behrend, Proc. nat. Acad. Sci. USA 32, 331—332 (1946)] and (x) »(n) <2n/5 +3, 
and in a similar but more complicated way (ß)v(n) <4n/11 +5. (x) and (P)are 
improvements of results due to Erdös and Turan (this Zbl. 15, 152). 

S. Selberg. 

Roth, K. F.: On certain sets of integers. .J. London math. Soc. 28, 104—109 

1953). 
x set U <Uy< Ug +: of positive integers where no three of the numbers are 
in arithmetie progression is here called an A-set, A(x) denotes the greatest number 
ofintegers < x forming a such set, and a(x) = =! A(zx). In a recent note (this 
Zbl. 46, 43) the author has proved that a(z) —0 as x — oo. In the present paper 
he gives a more detailed account of the method, and proves that a(x) =O (1/loglogx). 
S. Selberg. 

Prachar, K.: Über ein Problem vom Waring-Goldbachschen Typ. Monatsh. 
Math. 57, 66—74 (1953). 

Sind die p, Primzahlen, so beweist Verf., daß die Menge aller geraden Zahlen 2 n, 
die sich in der Form 2n = p/? + P° + p3* + p,? darstellen lassen, die natürliche 
Dichte 1/2 besitzen. Der Beweis verwendet die auf Hardy-Littlewood und 
Vinogradov zurückgehenden Methoden der Behandlung Weylscher Summen. Am 
Schluß hebt Verf. noch hervor, daß sich der Beweis dahingehend verallgemeinern 
läßt, daß sich auch fast alle geraden Zahlen 2 in der Gestalt 2n = p?+p%,+Ppg'+p4",- 
k ungerade, darstellen lassen. Ist k gerade, so gilt dies noch für fast alle 2n = 
0 (mod 3). H.-H. Ostmann. 

Gustin, William: Partitioning an arithmetie interval. Canadian .J. Math. 
5, 81—85 (1953). 

Sei d eine natürliche Zahl und .‚J (d) die Menge der Zahlen 0,1,..., d — 1. Seien 

disdg, ...,d, natürliche Zahlen > 1 und d=d,d,.»-d,. Die Darstellung einer 
Zahl zC J(d)inderForm zen +dhn +dhdrs ++: +d,::+d,„ ru, rc Id), 
bezeichnet Verf. als Partition und schreibt 
(1) J(d) = J(d)) +d,J(d) + +d,:-d,,J(d,). 
Die Menge d,J(d,) hat dann nur die Zahl 0 mit ./(d,) gemeinsam. Allgemeiner 
werden Zerlegungen (2) J(d)=Z&X, betrachtet, wo X,nX,=(0, u&»; 
es wird gezeigt, daß zu jeder solchen eindeutig eine Partition (1) existiert, so daß (2) 
aus (1) durch passende Zusammenfassung der Summanden von (1) entsteht und zwei 
aufeinanderfolgende Glieder von (1) zu verschiedenen X, kommen. Wenn d= w, 
d.h. ./(d) aus allen ganzen Zahlen = 0 besteht, gilt das Analoge. K. Prachar. 

Pennington, W. B.: On Mahler’s partition problem. Ann. of Math., II. Ser. 
57, 531—546 (1953). 

The author generalizes an asymptotie formula for the number of integral solu- 


on 


tions NR. mtr tngr +. <u (r>1 constant) due to deBruijn 
(this Zbl. 30, 345). He considers instead the number P(u) of partitions 
NAH NgAg + NA; + <u wher Oo <A, <A, <-.--and FE l=alogu+ 


Yy<zu 
b + R(u), while 


? 


Ns R i 4 
| nd dvv=c+V (E*) Ho(l) as u> oo. 


4 


Here a >0,b,c,0o>0 are constants, and V (x) is of period 1, bounded and integrable. 
His result ist that P(u), except for an error o(1), is equal to a simple elementary 
function in u plus a function of period o taken with argument log u — log log u —log a. 
The proof uses a Tauberian theorem by A. E. Ingham [Ann. of’Math., II. Ser. 42, 
1075—1090 (1941)], as well as the theories of Fourier series and analytic functions. 
K. Mahler. 

Szekeres, @.: Some asymptotic formulae in the theory of partitions. II. Quart. 
J. Math., Oxford II. Ser. 4, 96—111 (1953). 

Teil I dies. Zbl. 42, 41. — Verf. beweist eine asymptotische Formel für die An- 
zahl P(n, k) der Zerlegungen der positiven ganzen Zahl » in eine Summe von höch- 
stens % positiven ganzen Summanden. Dabei darf k beliebig groß sein (die frühere 
Formel des Verf.’s im Teil I setzte 0,135? <n voraus). Die Formel lautet [zur 
Abkürzung ist @(v) — (e® — 1)-1 gesetzt, und die c„,C,„ sind von n und k unab- 
hängige Konstanten] : 


Pn, k) = (2x Bil? g2)-1 .oxp|2R [ tpi) di — (k Rt 3) log (1 e”) + I (upfo) )) 
(I) E 


u= 
Dabei ist vorausgesetzt, daß n< c, k?; m ist beliebig ganz positiv; die Zahlen 2 
DD 


und v sind bestimmt durch vpß=k BP? fi top(t) dt + = Pepolw) — 1) + 
5 2 


f + > B,() Pr +0 |; 


= (5 +ow)—ve #0) =, ‚und ‚es Jet. Ds H. rent) di Balo))= Cr: 
.\e Ö 


V> 69; nl? SPS ic, n!!®. — Falls n k”2 nicht beschränkt ist, aber doch k > , 
so bleibt (I) gültig, wenn man nur [1-+ --:] durch [1l+0O(k-1)] ersetzt. — Verf. 
betrachtet auch die Anzahlen p(n, k) bzw. q(n, k) der Zerlegungen von n in genau k 
Summanden bzw. k ungleiche Summanden. Er beweist: Falls n genügend groß ist, 
so gibt es eine Zahl k, = k,(n) derart, daß p(n,k) <p(n,k+1) für k <k, und 
Pin,k) >p(n,k +1) für k>k,. Esist k, = cn? L+c2(3/2+3L/2 — L?j4) — 
Er 0O(n2Zlogn), wo L=logienli2), c=m Ve. Ein ähnliches Resultat 
wird auch für q (n, k) bewiesen. H.D. Kloosterman. 


Auluek, F. C.: On partitions of bipartite numbers. Proc. Cambridge philos. 
Soc. 49, 72—83 (1953). 

Verf. gibt für p(m, n), die Anzahl der Zerlegungen des Vektors g = (m, n) = 0 
(m,n ganze Zahlen > 0) in eine Summe von Vektoren gleicher Art, eine asym- 
ptotische Entwicklung, zunächst für festes m und n > oo. Unter Benützung einer 
asymptotischen Entwicklung für logZ(e”, e”*), [A, u positiv, Ze, y) erzeugende 
Funktionen von p(m,n)], gelingt es dem Verf., die asymptotische Entwicklung 
auch für den Fall, daß m, n von gleicher Größenordnung sind, aufzustellen. Metho- 


disch interessant ist die Auswertung des auftretenden zweifachen Integrals. Das 
‚7/4 


Resultat hat die Gestalt: p(m, n) m — va exp f(m, n), f(m,n) = 3c(m n)\® + 
an 

ee lt aypRnd = £(2)j30. E. Hlawka. 

2 (mn)"? 


Kanold, Hans-Joachim: Über befreundete Zahlen. I. Herrn Heinrich Grell 
zum 50. Geburtstag gewidmet. Math. Nachr. 9, 243 — 248 (1953). 

Two numbers m, and m, are called amicable if m, -+ m, = o(m,) = o(m,), 
where o (m) is the sum of the divisors (including 1 and m) of m. "The following theorem 


1 i 
is proved: If m, = p* and m, = El: ger are two amicable numbers, P, 9; 93, --: 4 
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different primes, then & m, m, — 1 (mod 2), 1> 300, & > 1400, m, > m, > 10159, 
— In the proof use is made of a theorem of the reviewer [Ljunggren, Norsk mat. 
Tidsskr. 25, 17—20 (1943)]. — In a second part the author will consider the case 
that m, contains two different prime factors. W. Ljunggren. 

Sali6, Hans: Über abundante Zahlen. Math. Nachr. 9, 217—220 (1953). 

Eine natürliche Zahl m heiße A- abundant, wenn für die Summe o(m) ihrer posi- 
tiven Teiler gilt: o(m)/m >, wobei A eine beliebige reelle Zahl > 1 ist. Verf. ver- 
schärft und verallgemeinert eine vom Ref. angegebene obere Grenze für den kleinsten 
in einer 2-abundanten Zahl enthaltenen Primteiler (dies. Zbl. 46, 271) zu: Ist/der 
kleinste in einer A-abundanten Zahl m enthaltene Primteiler und n die Anzahl der 
verschiedenen in m aufgehenden Primteiler, so ist 1 = 0 ((n lg n)!!?). Der Beweis 


wird geführt mit Hilfe einer von Landau stammenden Abschätzung für II (1 _ =) a 
<a 
Verf. weist noch auf die nahe Beziehung der Reihe der kleinsten }-abundanten Zahlen 
zu der Reihe der „highly composite numbers‘ von Ramanujan (Colleeted papers, 
Cambridge 1927, S. 78—128) hin. O.Grün. 
Richert, Hans-Egon: Verschärfung der Abschätzung beim Dirichletschen Teiler- 
problem. Math. Z. 58, 204—218 (1953). 
Für das Restglied A(xz) in N d(n) = zlege +(20° —1)x + A(x) [d(n) ist 


nsı 
die Anzahl der Teiler der natürlichen Zahl n] gibt Verf. die Abschätzung A(z) = 
O (x13/46 ]og?V!23 x). Diese Verschärfung beruht auf der Anwendung von zweifachen 
Exponentialsummen, und zwar in ähnlicher Weise, wie sie von Titehmarsh (dies. 
Zbl. 10, 104) beim Kreisproblem benutzt worden sind. H. D. Kloosterman. 
Richert, Hans-Egon: Ein Gitterpunktproblem. Math. Ann. 125. 467—471 
(1953). 
Let D(x;9,, A, 95, Ag) denote the number of sets of positive integers n,. N 
satisfying nn, <x, n,= h,(mod g,), © = 1,2. The author proves that 
& I” (hı\ I /h, x x \27/82 
DO ee ee -F& +5 (2) ı) +o(( a: 
(2 91 Rı> 9a: a) 9192 8 91 9a T \g/ IR 92/ £ 91 9a 91 92 ) 
It contains the following three interesting special cases: (i) D(z;1,1,1,1). 
(i)1+4(D(x;4,1,1,1)— D(x;4,3,1,1)) and (ii) (=) Dix: \x|.n, 1,1) 
” 


— 
<lal 


which are respectively Dirichlet’s divisor problem, Gauss’ eirele problem and prob- 
lem of the numbers of integral ideals Win a quadratie field with its diseriminant d 
with norm NA= x. L. K. Hua. 
Prachar, K.: On the sum RN o(f(p))- J. London math. Soc. 28, 236—239 
pP 


Ds 
(1953). 
Let w(n) denote the number of different prime divisors of n. The author proves 
that if f(x) is an irredueible polynomial with integral coeffieients and f(x) + a x, 


k x { re 
then I o(f(p)) > c, "7 loglog x, where p runs over primes < x. The result 
v « r w 


can be extended to the case that f(x) is not a monomial. In fact, if f(x) is not mono- 

mial, it contains a factor g(x), which is not the of form ax. Let f(x) = g(x) h(x), 

then I o(g(p) h(p))> N w(g(p)) >c, | ei 
zT pstr 


7: log log x. In case f(x) is monomial 
v 


4 3 5 j R R ö % E & 
say az”, then 3 o(f(p))< ec R (pP) < Cz Der The theorem is no more true. 
prSst x 


ySstr 
L. K. Hua. 
Anderson, Douglas R. and T. M. Apostol: The evaluation of Ramanujan’s sum 
and generalizations. Duke math. J. 20, 211-216 (1953) 


The authors eonsider S(n,k)= N f(d) (7): Besides some multiplicative 
d\(n, k) 
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properties the following theorems are proved: 1. Let (mn) = f(m) f(n) for all 
m and n, h(n) = g(n) u(n), where g(n) is multiplicative, Aiki= n f(d) h W. 
then S(n,k) = h(k|(n, R F(k)/F(k|(n, k)). 2. For any arithmetical hu fin 

and h(n) is S(n,k) = = exp (2rimn]k) Pr Mar: — End f(kld). The special case 
(n)=n, h(n) = u(n) gives ne results on RL sum. Also the Dirich- 


S 
let series SS S(n, k) n and Fa S(n, k)k® are treated in the same way as is 
n 


familiar for Ramanujan’s Eh "The proofs are elementary and simple. 


W. Verdenius. 

Korobov, N. M.: Die Verteilung von Nichtresten und Primitivwurzeln in re- 
kurrenten Reihen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 88, 603—606 (1953) [Rus- 
sisch ]. 

Let p be a prime. The paper contains the distributions of m-th power residue, 
non-residue, primitive roots, ete. in the recurrent sequence Dr 2a 
mod p. By recurrent sequence, we mean the coefficients y(l) of x! in the power 
series expansions of g(x)/f(x), where f(x) and g(x) are polynomials with integer 
coefficients of degree n and < n respectively, and f(0) = 1. Let r be the period of 
y(n), mod p. The essential part of the proof is to find an estimation of the exponential 


sum S, = >> exp {rni(p(z)[p + ax/r)}. The author proves that |S,| < prl?. 
= 
L. K. Hua. 


Davenport, H. and P. Erdös: The distribution of quadratic and higher residues. 
Publ. math., Debrecen 2, 252—265 (1953). 

Verff. beweisen: 1. Der kleinste positive quadratische Nichtrest d zur Prim- 
zahl p ist O((p!”? log pP), wo = et’. — 2. Der kleinste positive k-te Potenz- 
Nichtrest d, ist [falls p = 1 (mod k)] O (p***®), woebeliebig >0 und &,= (2u,)! 
ist, wo u, die eindeutig bestimmte Lösung der Gleichung o(u) = k! ist und o(u) 
die Funktion, die bestimmt ist durch o(u) =1-—logu für 1Su<s2; uo'(u) = 
—o(u—1) für u>2. Es ist &, < (log log k)/2logk + c/logk, wo c eine Kon- 
stante ist. — 3. Jede Klasse von kubischen Nichtresten enthält eine positive Zahl 
< p’+e, falls p genügend groß ist. Hier ist e beliebig > 0 und y = (2 u)! = 0,383..., 


2u—1 


log t 

1-+t7 
i 

hängige positive Zahl n derart, daß für jede genügend große Primzahl p= 1 

(mod k) jede der = — 1 Klassen von k-ten Potenz-Nichtresten eine positive Zahl 


dt =, ist. — 4. Es gibt eine nur von k ab- 


wo u die Lösung von log u + / 


< pll2= enthält. — 5. Es sei h eine Funktion von p, für die h > 0, log hllogp >0, 
z+h £ 
falls p— oo. Für Primzahlen p sei S,(x) = RER (>), und M,(A4) sei die 


Anzahl der positiven ganzen Zahlen x, für de 0<x<p, und $,(x) = Ahll2 ist. 


7 
Für jedes feste } ist dann lim p! M, (A) = (2,12 ferı2 dt. 
te H. D. Kloosterman. 
Romanov, N. P.: Asymptotik der Potenzreihen auf dem Rande des 2 NUNPERENZE 
kreises und Grenzwertsätze der Zahlentheorie. Uspechi mat. Nauk 8, Nr. 2 (54), 
160—162°11953) [Russisch]. 
Mitchell, Josephine: Correetion to the paper „On the spherical convergence 


of multiple Fourier series“. Amer. J. Math. 75, 57—53 (1953). | 
Let S(RJ= N _eilmetmW) . By a method known in the theory of lattice 


— 
m+nsSR 


44 
points in a eirele, the author obtaines that S(R) — O(R!3 + Rllt(a2 + y?)3lt 


Pu n 


Consequently [ S |S (R)|dxdy = O(R'). (Cf. this Zbl. 42, 301.) L. K. Hua. 


Lamprecht, Erich: Allgemeine Theorie der Gaußschen Summen in endliche 


kommutativen Ringen. Math. Nachr. 9, 149—196 (1953). L 

1. Grundlegende Begriffe und Tatsachen. Es sei R ein endlicher kommutativer | 

Ring mit Einselement, R+ seine Additionsgruppe, R” die Multiplikationsgruppe seiner regulären 

Elemente. Verf. beginnt mit der Untersuchung der allgemeinen Gaußschen Summen 

t(ge)= N x(®) e[x], wo x irgendein Charakter von R* und e irgendein Charakter von Rk+ 
ze RX 


| 


ist. Der eindeutigen direkten Summenzerlegung von R in primäre Ringe R, entspricht eine 
Produktzerlegung von r(z, e) in primäre Gaußsche Summen r;,(z,, e,). Im Hinblick hierauf 
wird weiterhin R als primär vorausgesetzt. — Für einen Charakter y von R” wird der Führer f(x) 
als der größte gemeinsame Teiler aller Ideale q von R mit der Eigenschaft y(2) =1 für 
x= 1mod.gq definiert; wenn f(y) =0 ist, heißt y eigentlich und r(z,e). eine eigentliche 
Gaußsche Summe. Für einen Charakter e von Rt liefert a — e[a x] = e,[x] einen Homomor- 
phismus von R*+ in die Charaktergruppe von R*; der Kern dieses Homomorphismus ist ein Ideal‘ 
w(e) von R; wenn tv(e) = 0 ist, oder — was gleichbedeutend — wenn e, alle Charaktere von R+ 
durchläuft, heißt e echtund r(y, e) eine echte Gaußsche Summe. — Die primären Gaußschen 
Summen r(z, e) werden durch folgende Feststellung auf echte Gaußsche Summen zurückgeführt: 
ist f(x) {w(e), so ist r(z, e) = 0; ist f(x) |mw(e), so ist r(z, e) das N (0)/N(w(e))-fache einer echten 
Gaußschen Summe im Restklassenring R/w(e); dabei bezeichnet N die Idealnorm (Restklassen- 
anzahl) in R, insbesondere N(0) die Elementanzahl von R. Die echten Gaußschen Summen 
t(x, e) werden durch folgende Feststellung auf echte eigentliche Gaußsche Summen nebst Angabe 
des absoluten Betrages zurückgeführt: ist y uneigentlich, so ist r(y, e) = 0; ist y eigentlich, so 
ist |r(x, e)® = N (0) = N(f(g)). — Die Ringe R, in denen es echte Additivcharaktere e gibt, 
sind genau die irreduziblen Ringe, d.h. die, in denen O) nicht als echter Idealdurchschnitt dar- 
stellbar ist; in diesen Ringen gibt es stets auch eigentliche Multiplikativcharaktere y, und somit 
echte eigentliche Gaußsche Summen r(z, e). — 

2. Berechnung der echten eigentlichen Gaußschen Summen. In einem Ring R 
der letztgenannten Art gibt es ein (nicht notwendig eindeutig bestimmtes) charakteristisches 
Idealpaar q,q’ mit q’ = 0:q, das sozusagen in der Mitte oder fast in der Mitte einer von R 
nach 0 laufenden Kompositionsreihe liegt, und das, genauer gesagt, folgende Eigenschaften hat. 


Es sei p das Primideal von R und zuerst p" = 0, ferner N(p) =gqg und N(0) = g”, also m 
der Rang von R (Gliederzahl einer Kompositionsreihe von R/0). Es ist dann zunächst in jedem 
Falle q|a|qp und q?=p"=0. Für ungerades m = 2m, + 1 ist ferner N (ga) = g””, 
N(q) =g”""', q = p""" und q/q’» R/p. Für gerades m — 2m, ist dagegen entweder 
q=g, also N(g= N (a) = g”,q =p" —( (dies stets, wenn R/p die Charakteristik 2 hat), 
oder N(a) = g"",N(a)=q""",q = pP"! und a/g’= R/p ® R/p. — Durch Aufspaltung 
der Summation in einer echten eigentlichen Gaußschen Summe t(z,e) nach einem solchen 
charakteristischen Idealpaar q, q’ gelingt es Verf., den Wert von r(z, e) in den höheren Fällen 
m > 1 explizit zu berechnen. Es beruht dies darauf, daß in der Untergruppe x’ = 1 mod. q’ 
von A*, also x’ 1+z mit z2= Omod.gq’, wegen q’?—0 die Multiplikation gemäß 
= 1+2 +2, auf die Addition in der Gruppe z= (0 mod.q’ zurückläuft. Daher be- 
stimmt der eigentliche Charakter x von RX zusammen mit dem echten Charakter e von R* ein 
mod q eindeutig festliegendes Element e, aus RX derart, daß durchweg y(z’) = e[—eyz] gilt. 
Durch Ausnutzung der einfachen Struktur von q/q’ (oben nicht ganz vollständig beschrieben) 
stellt sich dann für den Quotienten r(x, e)/(x(#x) e [ex] Y N (f(z))) der Gaußschen Summe durch 
ihren mit zwei einfach gebildeten Charakterwerten multiplizierten Betrag ein elementar-arith- 
metischer Ausdruck heraus. Für gerades m > 1 ist dieser Ausdruck eine durch y, e explizit 
angebbare 2 p-te Einheitswurzel, wo p die Charakteristik von R/p ist, speziell gleich 1, wenn der 
einfachere Fall q’ = q vorliegt, während in komplizierteren Falle q’ + q nach obigem not- 
wendig p + 2 ist. Fürungerades m > 1 ist er, falls p + 2 ist, das Produkt einer ähnlich ge- 
bildeten 2p-ten Einheitswurzel mit dem Quotienten ro(y)/VN(p) zu der quadratischen Gauß- 
schen Summe rp(y) im endlichen Körper R/p; falls p=2 ist, tritt an die Stelle von rp(y) — 


5 y(®) ep(z) N ey(a?) die Bildung oy 5 € (2/2). Hierbei bezeichnet ey den 
zmod.p mod.» zmod.p . 
normierten Additivcharakter in R/p, gegeben durch &p(x) = e "My, wo Sp die Spur in 
K/p ist; für p = 2 hängt ey (x*/2) nur von x mod. p ab. — Nimmt man hinzu, daß t(x, e) im 


trivialen Falle m = 0 den Wert 1 hat und im Falle m = 1 eine Gaußsche Summe in Rp ist, 
so sind damit die allgemeineren Gaußschen Summen in endlichen kommutativen 
Ringen vollständig auf Gaußsche Summenin endlichen Körpern zurückgeführt 
die man ja weitgehend beherrscht (siehe etwa Davenport-Hasse, dies. Zbl. 10, 338). Von 


| 
| 
| 
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dieser Zurückführung sind vielfältige Anwendungen zu erwarten, von denen sich einige schon 
abzeichnen [siehe die weiteren Ausführungen dieses Referats, sowie beispielsweise H asse, Abh. 
Deutsch. Akad. Wiss. Berlin, math.-naturw. Kl. 1952, Nr. 1,19 8. (1952)]. 

3. Gaußsche Summen in speziellen Ringtypen. Verf. führt die erhaltenen all- 
gemeinen Ergebnisse zunächst im einzelnen für die Gaußschen Summen in algebraischen Zahl- 
körpern K und in algebraischen Funktionenkörpern K einer Unbestimmten mit endlichem Kon- 
stantenkörper durch. Die Reduktion auf primäre Gaußsche Summen: wird hier durch Kompo- 
nentenzerlegung nach den im Führer f(x) des Multiplikativcharakters y steckenden Primdivisor- 


potenzen p” geliefert. Für die primären echten eigentlichen Gaußschen Summen von Prim- 
divisorpotenzführern jp(xy) = pP" mit m>1 vereinfachen sich die allgemeinen expliziten 


Formeln im Hinblick auf die einfache Struktur der Restklassenringe mod. p”. Eine weitere for- 
male Vereinfachung der Komponentenzerlegung und der expliziten Formeln ergibt sich, wenn man 
den Kongruenzcharakter y vom Führer f(x) als Idelcharakter von K und seine Komponenten Xp 


von den Führern f(x») = fp(x) als Charaktere der p-adischen Hülle Kh auffaßt, wie das im 
Zahlkörperfall bereits in der oben zitierten Arbeit des Ref. durchgeführt ist. Die expliziten 
Formeln des Verf. stellen dann eine abschließende, wesentliche Ergänzung der vom Ref. ent- 
wickelten Theorie der Gaußschen Summen in Zahlkörpern dar (siehe Hasse, dies. 7bl. 44, 28). 
Im Funktionenkörperfall handelt es sich um eine entsprechend formal vereinfachte Begründung 
und wesentliche Ergänzung der Ergebnisse von H.L. Schmid-Teichmüller (dies. Zbl. 27, 
13). Der Unterschied beider Fälle liegt hauptsächlich in der Normierung des Additivcharakters e, 
die für Zahlkörper mittels der Differente, für Funktionenkörper mittels eines geeigneten Diffe- 
rentials erfolgt. — Verf. behandelt weiter auch noch den Fall des rationalen Funktionenkörpers 
mehrerer Unbestimmten mit endlichem Konstantenkörper. Er zeigt an Beispielen, im Gegen- 
satz zu den vorher behandelten Ringtypen, daß hier neben irreduziblen auch reduzible primäre 
Restklassenringe nach nulldimensionalen Idealen auftreten können, und daß bei geradem Rang 
m für ein charakteristisches Idealpaar q, q’ neben dem einfacheren Fall q = q’ auch der kompli- 
zierttere qg= q’ vorkommen kann. Dann definiert er die allgemeinen Gaußschen Summen im 
Restklassenring nach einem nulldimensionalen Ideal und gibt an, wie sich die Reduktion auf 
Gaußsche Summen in endlichen Körpern für diesen Ringtypus darstellt. Verallgemeinerungen 
auf algebraische Funktionenkörper mehrerer Unbestimmten mit endlichem Konstantenkörper 
und Polynomringe in mehreren Unbestimmten über endlichen Restklassenringen in Zahlkörpern 
werden als weitere erstrebenswerte Ziele hingestellt. — Schließlich behandelt Verf. noch die von 
H.L. Schmid (dies. Zbl. 26, 387) eingeführten Gaußschen Summen in endlichen Wittschen 
Vektorringen über einem endlichen Körper. Da diese Vektorringe identisch mit den Restklassen- 
ringen algebraischer Zahlkörper nach Potenzen unverzweigter Primdivisoren sind, handelt es 
sich dabei nur um eine andere Schreibweise gewisser primärer Gaußscher Summen in algebraischen 
Zahlkörpern. Diese andere Auffassung führt aber, neben ihrer selbständigen Bedeutung für die 
Funktionalgleichung der von H.L. Schmid eingeführten Kongruenzzetafunktionen und Kon- 
gruenz-L-Funktionen über solchen Vektorringen, zur Bestimmung des in der allgemeinen Theorie 
des Verf. auftretenden Ersatzes o» für die quadratische Gaußsche Summe zp(y) im Falle eines 
endlichen Körpers R/p der Charakteristik p = 2. Es findet sich op = (-1)’"' (1 + i)’, wenn 
N(p) = p’. Im Gegensatz zu der nur auf analytischer Grundlage möglichen genauen Bestim- 
mung des Wertes von zp(y) für p= 2 läßt sich dieser genaue Wert von oy rein-algebraisch ge- 
winnen. H. Hasse. 


Koecher, Max: Über Thetareihen indefiniter quadratischer Formen. Math. 
Nachr. 9, 51—85 (1953). 

Verf. verallgemeinert die Untersuchungen Siegels über die Thetareihen indefiniter qua- 
dratischer Formen (s. dies. Zbl. 43, 274) auf den Fall der Darstellung von Formen n-ten Grades 
durch solche m-ten Grades. Es bezeichne © = ©”) eine halbganze indefinite symmetrische 
Matrix der Signatur (u, m-— u) und X = W””) eine rationale Matrix, für welche 25% ganz 
ist. Ferner seien 3, = 3” (v =1,2) komplexe symmetrische Matrizen und ® = ®”) eine 
Majorante von ©, d. h. eine-Lösung von BP ET!P=-65%P—-PB>0. Schließlich werden die 
für alle zulässigen A gebildeten Thetareihen n-ten Grades: 

ML eris STB] 8ı+ 82) + PLB (31 3:)) (o = Spur) 
B=W(l) 
zu einem Spaltenvektor f(3,, 3., B) zusammengefaßt. Die Komponenten von [(31, 3, ®) sind im 
Bereich Im (3,) > 0, Im (— 3,) > O linear unabhängig und hängen von den Elementen der Matrizen 
31; 3, analytisch ab. Zu jeder Modulsubstitution n-ten Grades: MH» = (ZI +G) (EZ + DT 
gibt es eine unitäre Matrix 2 — L{M, ©), so daß 
EB. + ap? EB, + le - FM KB MB P) = L (dr 3 P) 

wird. Die Matrizen & definieren, wenn m, u gerade sind, eine endliche Darstellung der 
Moduleruppe n-ten Grades. Die Abhängigkeit von ® wird ähnlich wie im Fall n — 1 beseitigt, 
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indem Verf. mit geeignetem Volumenelement dv das Integral S Br Bo P) dv = g(dn 3. SI! 
bildet. Die Integration wird über einen Fundamentalbereich der Gruppe derjenigen reellen 
Substitutionen PB — P[X], welche © festlassen, erstreckt. Um ‚die Existenz. des Integrals 
unter der Voraussetzung ns , ns m— m2n<m-— 2 zu gewährleisten, müssen umfang- | 
reiche Hilfsmittel bereitgestellt werden. Der Formenvektor g(3,, 32, ©) zeigt gegenüber den 
Modulsubstitutionen n-ten Grades dasselbe Verhalten wie (3, 3» ®P)- In der Fourierent- 
wicklung, welche die Invarianz von g(B,, 3, &) gegenüber den Translationen n-ten Grades 
in Evidenz setzt, erscheinen als Koeffizienten die Darstellungsmaße von T = T” durch ©. 
Außerdem treten die Integrale | 
AD 3 Serial D-0-D) 5 ei enge | 
ae 9+T>0 | 
auf, die als Verallgemeinerungen der konfluenten hypergeometrischen Funktion angesehen 
werden können. Für diese Integrale werden partielle Differentialgleichungen 2 n-ter Ordnung | 
angegeben. Damit erhält man Ansatzpunkte für eine allgemeine Theorie „nicht-analytischer 
Modulformen n-ten Grades“. Verf. beabsichtigt, hierüber wie auch über die Frage der Partial- 
bruchzerlegung von g(3 3, S) an anderer Stelle zu berichten. H. Maaß. 
Specht, Wilhelm: Zur Zahlentheorie der Polynome. IV. Math. Z. 57, 291—335 
(1953). 


Eine nicht identisch verschwindende Form f(z, a) = m Gyupıı+- am Zur Arno Dh 
#) 


0 


(Wo +1 +::'+4.= m) mit ganzen rationalen Koeffizienten und m >21, k21 

heißt primitiv, falls der g. g. T. der Koeffizienten = 1 und der letzte nicht verschwin- 

dende Koeffizient (bei lexikographischer Anordnung der z4» z#ı .. .2%*) positiv ist. 

Die Norm N(f) von f sei durch = eh “)” definiert. Bei festen m und % sei 
u 


K=K,„..(%) die Anzahl der primitiven fmit 0O<N(f)szxund /=[,,(x) bzw. 
R= R,..(?%) sei die Anzahl der irreduziblen bzw. reduziblen unter diesen Formen. 
Es ist also XK= I + R. Verf. beweist asymptotische Formeln für K, I und R, falls 
z>o. Fürk>22, mZ22ist I=14e, [ö(n)]"x* +0(2"2), R= O(a"2), wo 


o=ÄAr(T(4n + 1))-' und SE Für k=1, m25 u Zu 


3 &y41 [Elm + 1)] amHl + O(amıt), R= 4a, nm) [C(m)]? zm + 0 (am), wo 
n(m) = 2 (w?” + um? 02 +». » u? v2m72 + v?m)-1U2 (Summation über alle ganzen 
u,v mit w®-+v2>0). Diese Resultate sind bestmöglich. Die Fälle k=1, 
2=m=4 sind komplizierter und schwieriger. Es ist z.B. R,=Arlogx + 
Bx2 +0 (#°?), wo A und B gewisse Konstanten sind. Verf. gibt Formeln für 
alle diese Fälle. Sie sind wahrscheinlich für m = 2,3 nicht mehr bestmöglich, 
weil sogar die Gitterpunktsabschätzungen in der drei- und vier-dimensionalen Kugel 
noch nicht endgültig sind. Verf. gibt schließlich noch entsprechende asymptotische 
Formeln für die Anzahl A (x) der Polynome a, +4, 2+ +: + a, 2” mit ganzen 
rationalen Koeffizienten, welche den Bedingungen on >I,8-8-T. (ayayı-„a,)=l, 
0 <a +a% +++ a, S x? genügen, sowie für die Anzahl (x) bzw. R,„(x) 
der irreduziblen bzw. reduziblen unter diesen Polynomen. (Teile I—-III, dies. Zbl. 
47, 47.) . H. D. Kloosterman. 

Brandt, Heinrich: Über die Reduktion der positiven ternären quadratischen 
Formen. Math. Nachr. 9, 249—254 (1953). 

Bekanntlich kann man einer positiven quadratischen Form ein Parallelgitter 
und umgekehrt und einer Klasse von äquivalenten positiven quadratischen Formen 
ein Punktgitter und umgekehrt zuordnen. Man nennt vielfach eine positive ternäre 
quadratische Form reduziert, wenn das zugehörige Parallelgitter durch die ersten 
drei Minima erzeugt wird. Diese geometrische Forderung kann auch leicht arith- 
metisch durch die Koeffizienten der quadratischen Form ausgedrückt werden. 
Verf. nennt solche Formen halbreduziert, weil sie nicht eindeutig bestimmt zu sein 
brauchen. Unter den endlich vielen äquivalenten halbreduzierten Formen wählt 
Verf. genau eine aus, die er reduziert nennt. Die Auswahl erfolgt dadurch, daß den 
Koeffizienten 4,3, Ag; @3 Minimumsforderungen auferlegt und Festsetzungen über 


| 
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die Vorzeichen getroffen werden. Ein Vorteil dieser Reduktionsbedingungen be- 


steht darin, daß sich die Anzahlen der eigentlichen automorphen Transformationen 


leicht als Produkte gewisser Kennzahlen ergeben. N. Hofreiter. 

Jones, B. W.: Correetion to „An extension of Meyer’s theorem on indefinite 
ternary quadratic forms“. Canadian J. Math. 5, 271—272 (1953). 

G.L. Watson zeigte an einem Gegenbeispiel, daß die Arbeit des Verf. (dies. 
Zbl. 46, 44) nicht einwandfrei ist. Verf. hat nun sein Theorem 2 korrigiert und ge- 
zeigt, welche Folgerungen dies für die weiteren Sätze hat. N. Hofreiter. 

Watson, G. L.: On indefinite quadratic forms in three and four variables. J. 
London math. Soc. 28, 239—242 (1953). 

Die Arbeit liefert einen Beitrag zu folgender Frage: „Ist die Ungleichung 
0,2% ++--+0,2,21<e für jedese>0 in ganzen Zahlen + (0,...,0) lösbar, 
wenn die 6 nicht alle gleiches Zeichen haben und die Verhältnisse 9,/9, nicht alle 
rational sind!“ Während der Fall n=5 von Davenport und Heilbronn im 
J. London math. Soc. 21, 185—193 (1946) erledigt werden konnte, machen die 
Fälle n=3 und 4 erhebliche Schwierigkeiten. Verf. leitet einen Satz für n=3 
und einen Satz für n— 4 ab, wobei die Koeffizienten spezielle quadratische Irra- 
tionalzahlen sind, und beweist die Sätze mit Hilfe von Kettenbrüchen. 

N. Hofreiter. 

Oppenheim, A.: One-sided inequalities for hermitian quadratie forms. Monatsh. 
Math. 57, 1—5 (1953). 

Es sei ®(x, y) eine indefinite hermitesche binäre quadratische ‚Form mit der 
Determinante A, deren Variable die ganzen Zahlen eines quadratischen Körpers 


K(ym ) durchlaufen. Gesucht wird die kleinste Konstante C, so daß 0 < ®(x, y) < 


© |A|V? in ganzen Zahlen aus K(Ym) lösbar ist. Durch Übergang von ®(x, y) zu 
einer reellen indefiniten quaternären quadratischen Form f(x, %, 4, Y) mit der 
Signatur 0 in ganzen rationalen Variablen wird das gegebene Problem auf das ent- 
sprechende Problem über reelle quadratische Formen zurückgeführt. Es wird also 
die kleinste Konstante %k gesucht, so daß (1) 0< f(x, &, 4, 4) Sk |D|V* in 
ganzen rationalen Zahlen lösbar ist. Dabei ist D die Determinante der Form und 
D= wm?2? mit u=1/2 für m=1; u=1 für m = 1 (mod 4). Verf..gibt zu 
diesem Problem unveröffentlichte Ergebnisse an. Die kleinstmögliche Konstante 
ist k=2. Das Gleichheitszeichen in (1) wird nur für die mit c(xy-+ zt) äqui- 
valenten Formen erreicht. Schließt man diese aus, so ergibt sich 3/2, dann v. usw. 
Aus diesen Ergebnissen wird sodann auf die binären hermiteschen Formen zurück - 
geschlossen. N. Hofreiter. 

Watson, G. L.: On indefinite quadratie forms in five variables. Proc. London 
math. Soc., III. Ser. 3, 170—181 (1953). 

By a theorem by Davenport and Heilbronn [J. London math. Soe. 21, 
185—193 (1946)], if AA] +: --+4,25 is indefinite, with real coefficients + 0 
such that e. g. A,/A, is irrational, then this form assumes values arbitrary near to 0 
for integers &,,...,x, not all zero. The author extends this result to the more 
general indefinite form Q(a)= A, +::'+4%+%% % where A, Ay A, 


+ (Ay A, — Ag/4) = 0 and where at least one ratio A,/A,(h = k) is irrational. He shows 


the existence of a constant y(A],--.,4,) >0 for which there exist arbitrarily 
large integers P for which the inqualities 1I<,<sP =1,2,3); || sP 
=4,5; |Q(x)| <1 have more than y P3 integral solutions. K. Mahler. 

Watson, G. L.: Minkowski’s conjeetures on the eritical lattices of the region 
|x|e+|yje<i1. I. J. London math. Soc. 28, 305—309 (1953). 

In considering the lattice constant of the title region Minkowski made a 
conjecture as to which of two admissible lattices has smaller determinant (Diophan- 
tische Approximationen, Berlin 1907, pp. 51—58). This was disproved by C.S. 
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Davis (this Zbl. 34, 26). The present paper reports a long numerical verification of 
an amended ceonjeceture by Davis. J. W.S. Cassels. 
Barnes, E. $.: Isolated minima of the produet of n linear forms. Proc. Caml 


bridge philos. Rn 49, 59—62 (1953). | 
. | 
Let X, - & «du, (=1,2,...,n), where %,%%...%, areina totally 


real algebraie field of degree n and have a, ald,...,a{) as their Be | 
Let M>0 be the minimum of |X,Xg--X,| extended over the integers 
Ups ÜUg...,%, mot all zero; assume that dis minimum can be attained for values | 
of the w’s which give XN,Xy...,X, arbitrary preseribed signs. Then there 


exists a number M* for which v <M’<M as, the following property: 
If e > 0 is sufficiently small, and if ß,, (i,j = im ...,2) are real numbers such 


that |ß,,| <e and that the new forms Y,= I (a +P,)u (d=1,2,...n) | 
a 


are not all constant multiples of the Eu er forms X,, then integers 
Usdüy,..., u, not all zero exist for which |Y, Y, Y„|< M*. K. Mahler. 
Öllenrenshaw, Kathleen: On the region defined hy yı sl, +2 <sW 
Proc. Cambridge philos. Soc. 49, 63—71 (1953). 
I t>2, let X, be the star domain |ey|<1, = -+fy? st. By means of a 
ar - discussion, the author determines the eritical determinant of Ky 


viz:; A(K,) = — Yat-1, 2, y2t —4, or v5 according as to whether 2 <t< 5j2, 
5/2 a & 4, 4 <t<9/2, or t>9/2. This result implies an upper bound for 
max (|f}|, fs) where the variables run over all integers exeluding 2 —= y=0. Here 
f, and f, are a pair of harmonically related binary quadratie forms, f, being indefinite 
and f, positive definite. K. Mahler. 

Korobov, N. M.: Über einige Probleme vom Cebysevschen Typus. Doklady 
Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 89, 397—400 (1953) [Russisch ]. 

Let qg 22 be a fixed integer and & a real number. The author obtains a ne- 
cessary and sufficient condition for x such that there exists a constant Ü > 0 as 
follows : Whatever the real numbers fand £ 1, the inequalities | x" — y—- B\<1jt, 
0 Sxz<(t can be solved in integers tr, y. K. Mahler. 

Sawyer, D. B.: The number of non-homogeneous lattice points in n-dimensional 
point sets. Proc. Cambridge philos. Soc. 49, 156—157 (1953). 

Let A be a set of points in n-dimensional space and suppose that the lower 
bound A’ of the determinants of the non-homogeneous lattices having no point 
in A is positive. It is shown that, if m > 2is an integer and A is a non-homogeneous 
lattice with determinant d(/) < A’/m, then there are at least m + n — 1 points 
of Ain AR. C. A. Rogers. 


Swinnerton-Dyer, H. P. F.; Extremal lattices of convex bodies. Proc. Cam- 
bridge philos. Soc. 49, 161—162 (1953). 

Let © be a bounded n-dimensional convex body symmetrie about the origin O. 
A lattice A with determinant d(A) is called extremal for €, if it is admissible for C 
(1.e. has no point other than O in the interior of ©), and if in a sufficiently small 
neighbourhood of A there are no lattices A’ admissible for C with d(A') < d(A). 
It is shown that, if a lattice is extremal for € (and in partieular if it is eritical for ©), 
then it has at least In (n + 1) point pairs 4- P on tthe boundary of. 0.A. Rogers. 

Cassels, J. W. 8.: A short proof of the Minkowski-Hlawka theorem. Proc. 
Cambridge philos. Soc. 49, 165-166 (1953). 

Verf. gibt im Falle des Sternkörpers einen sehr eleganten direkten Beweis des 
Satzes. E. Hlawka. 

e Minkowski, H.: Geometrie der Zahlen. I. Reprint. New York: Chelsea Co. 
1953. 256.p. $ 4,50. 
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Spiegel, M. R.: On a class of irrational numbers. Amer. math. Monthly 60, 
27—28 (1953). B 


Mit der vom Irrationalitätsnachweis für e her bekannten indirekten Schluß- 
[0,0] 


weise wird gezeigt, daß die Reihe Rn TEL unter geeigneten Voraussetzungen über 
n=1 i 
die ganzrationalen Zahlen a,. r und b eine irrationale Zahl darstellt. F. Kasch. 


Redheffer, R. M.: Power series and algebraic numbers. Amer. math. Monthly 
60, 25—27 (1953). 

Mit Hilfe des Lindemannschen Satzes wird gezeigt: Es sei f(z) eine rationale 
Funktion mit algebraischen Koeffizienten, f(z) sei kein Polynom, und es gelte f(0)<oo. 
Bezeichnet m die Vielfachheit des Pols maximaler Vielfachheit von f(z) und besitzt 
f(=) die Potenzreihenentwicklung f(z) — 22 a, 2”, sonimmt die Reihe g(z2) = > er 
für algebraische Argumente + 0 mit höchstens m Ausnahmen transzendente Funk- 
tionswerte an. — Aus diesem Ergebnis folgt umgekehrt wieder der Satz von Linde- 
mann. F. Kasch. 


Analysis. 
Mengenlehre: 


e Fraenkel, Abraham A.: Abstract set theory. (Studies in Logic and the 
Foundations of Mathematics.) Amsterdam: North-Holland Publishing Company 1953. 
XII, 479 p. f38.—. 

The book consists of: Preface (I—XIl), Introduction (1—5), Chapter IL: Elements. Con- 
cept of cardinal number (6—88; 4 $$), chapter II: Equivalence and cardinals (89—170; 7 88); 
chapter III: Order, similarity. Ordinal numbers (171—331; 12 $$); Index of authors (333 — 
338), index of terms and signs (339—341), bibliography (343—474) and a supplementary index 
of authors (475—479). It is related to author’s Einleitung in die Mengenlehre (3. Auflage, Ber- 
lin 1928) and constitutes a completed exposition of the lirst part of that work [the second 
one being reserved ior the fortheoming book Foundations of Set Theory (to appear 
in the same collection by 1955)]. The aim and exposition are in both cases similar: to give 
the classical material with some important new additions in a quite elementary way paying 
special attention to clearness of exposition of original Cantor’s work and to interconnection 
of set theory with logical and philosophical questions. The book is intended for under- 
graduates in mathematics, graduates in philosophy and high school teachers. Major part 
is readable without any preliminary training, especially if one does not consider numerous and 
very usefull footnotes occurring at almost each page. On the contrary, that notes are of special 
interest for advanced scholars, because they contain many names, hints and interconnections. 
The matter covered is not extensive, as is visible from the above subdivision (the more as 
author uses ordered sets in Cantor’s sense and avoids almost completely ordered sets in new 
sense: partially ordered sets). What is characteristic for the exposition it is a consequent delimi- 
tation (this is hinted at also by the title of the book) of ‚abstract set theory“ from ‚theory of 
sets of points‘ (meaning sets extracted from a space). T'herefore, even Cantor’s classical investi- 
gations on order types n, 6 etc. are considered not thoroughly and the notion and term of space 
and that of structure are avoided almost completely. Element and point of a set do not mean 
the same, the point being reserved for elements of sets extracted from a space. The method 
of exposition is a succeeded combination of inductive one and axiomatic one. "The system of 
axioms contains the following 7 axioms (printed in bold characters; how is it that theorems are 
printed in ordinary letters and not in italics or otherwise): L Principle of extensionality (Be- 
stimmtheitsaxiom) (p. 21), IL Principle of subsets (Aussonderungsaxiom) (p. 22), III Principle 
of pairing (p. 24), IV Principle of sum-set (p. 28), V Principle of infinity (p. 42), VI Principle 
of power-set (p. 97); VIL Multiplicative principle and choice principle respectively (p. 123, 309 
respectively). Consciously, each time a principle is to be formulated, some reasoning implying 
it takes place previously, in order that the reader becomes aware of the naturality of the in- 
volved prineiple. The natural numbers as well as the principle of complete induction are pre- 
supposed. "Finite sets are introduced by means of natural numbers (the null-set too is called finite, 
p. 37): „It is not a purpose of the present book to develop a theory of natural numbers and 
finite setss Still less is it intended to present the theory of sets independently of the concept of na- 
tural number“ (p. 270). The Dedekind’s definition of finite sets is given too (p. 40). [Reviewer's 
note: Its apparently negative character (ef. p. 271, note 2) is rather of a formal nature and could 
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be removed; at first, it should be better to elassify sets into: void, finite and infinite ones (this 
is in accordance with (p. 386f.) the classification of ordinals into: O0, isolated and limit-numbers; 
cf. also p. 182 where null-set is considered both as initial and remainder portion for each orde | 
set); then one may say that a nonvoid set $ is finite if each one-to-one mapping f of it into itself 
is a mapping onto the set $: () (fSC 8) > fS = 8.] Throughout the book a special stress a 
given to order and comparability conception. The eomparability of ordinals (254, 280) and tha 
of cardinals (315) are proved directly; the proof of the last one is an interesting combination 
of the second Zermelo’s proof of well-ordering theorem and of Zorn’s lemma. The distinetion 
(due to. J.v. Neumann) between transfiniteinduction and definitions by it is presented thoroughly 
(247—253). As to Perron’s induction inside continuum (p. 267, note 1)Chintin has priority 
[v. Fundamenta Math. 4, 164—166 (1924)]; as to principle of complete induetion, it is hard 
to accept (p. 247, note 2) that in Euclid’s book 9 prop. 8 one deals more than with a certain 
analogy and not with the induction prineiple in which the totality of all natural numbers should“ 
be involved. The author gives an importance to the new notion (p. 281) of sequent of a set S 
of ordinals: it is the supremum of S or that number augmented by 1, according as sup S is limit- 
number or not; the introduction of that operator simplifies considerably the exposition. As to 
notations, it is used: + (and not U), - (and not N), $ (and not For U for join), // (and not P 
for multiplication of cardinals), & (for ordered summation), P (for outer multiplication), mu- 
tually exclusive (instead of disjoint), disjointed set = set of pairwise disjoint sets. — The biblio- 
graphy (pp. 343—474) is prineipally dealing with papers of time-span 1918—1950 doing so a 
whole with C. I. Lewis’, Bull. Sei. math., II. Ser. 44, 154—155 (1920) (a certain disproportion 
of quotation of certain names is to be notified in the present author’s work relatively to some 
preceeding ones). The bibliography and numerous footnotes... „are intended to provide mathe- 
maticians and philosophers, concerned with research on a certain topic, with a comprehensive 
survey of whatever has been published on topie in the last thirty years, thus enabling them 
to find a suitable starting point for further investigations‘“ (IX). But, no connection was 
done between Suslin’s problem [p. 228; at p. 337 it is to be added after the name of Souslin 
(or still better Suslin): (1894—1919)] and quoted litterature. although e. g. Reviewer's Thesis 
and ramified sets are quoted else in the book. Itisa pity also that following statements are not 
quoted: 1. Banach’s theorem concerning ordered sets of equal (although not necessarily identical) 
type order, because of ıts generality and close relationship with König’s proof of equivalence 
theorem and of its validity for Frechet’s dimension types related to Cantor's ideas; 2. The 
general continuum hypothesis (between a and 2° there is no cardinal, if a is any transfinite 
cardinal) implies the choice axiom announced by Lindenbaum-Tarski [Soe. Sci. Lett. Varsovie, 
C.r.C1. 111 19, 299—330 (1926), th. 94] and proved by Sierpinski (this Zbl. 32, 53). 3. Direct 
definition of exponentiation of ordinals (at least as exercice). — The present work is the first 
volume in the collection Studies in Logic and the Foundations of Mathematics (editors: Brou- 
wer, Beth, Heyting). It is a valuable work causing the reader to push further the study of 
matter. Together with the fortheoming volume Foundations of Set Theory it will largely con- 
tribute to dissemination of the new ideas brought by set theory not only in mathematics but 
also in other fields of human mind activities. From the technical point of view, the book is 
of a very high level. @. Kurepa. 

e Wang, Hao et Robert MeNaughton: Les systömes axiomatiques de la th6orie 
des ensembles. (Collection de Logique Mathömatique. Ser. A. IV.) Paris: Gauthier- 
Villars 1953. 54p. 

This is a very clear summary of the development of axiomatie set-theory. 
The authors define and compare the various systems of axiomatie set-theory which 
have been eonstructed during this century with the aim of avoiding the econtradietions 
of the „naive“ theory of sets. Their chapter headings are: I. Cantor and the theory 
of sets from the naive point of view, IT. The theory of types, III. Zermelo’s set- 
theory, IV. The theory of v. Neumann-Bernays, V. Quine’s systems, VI. Some 
weaker systems, VII. The strengths of the systems. The book contains recent 
theorems on the relations between the systems which have not previously been 
treated in a single volume. "There is a useful bibliography. Part of the contents were 
the subjeet ofa leeture by Wangat the Henri Poincar6 Institute in Paris in April 1951. 

J.C. Shepherdson. 

Schmidt, Jürgen: Über die Minimalbedingung. Arch. der Math. 4, 172-181 
(1953): 

Hauptzweck der Arbeit ist, den Dedekindschen Satz von der Möglichkeit, 
A bbildungen der Menge der natürlichen Zahlen rekursiv zu definieren, zu übertragen 
auf (möglicherweise mehrdeutige) Abbildungen aus einer die Minimalbedingung 
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(= U-Kettensatz) erfüllenden teilweise geordneten (SZ) Menge E in eine beliebige 
Menge W, wobei diese Abbildungen als Teilmengen von E x W aufgefaßt werden 
und Fx für FCEx W, xeE die Menge der ymit (x, y)€ F bedeutet. Fa wird 
durch Fr=Fx für <a und F@x=0 (= leere Menge) sonst erklärt. Eine 
Rekursion ist dann eine Teilmenge R von (Ex PB(E x W)) x W (8 bedeutet 
„Menge der Teilmengen von“), und FCE x W heißt Erfüllung von Rin A (CE), 
wenn Fx=N(x, F*) für alle x€E A und femer zE A im Fall Fr 0" gut. 
Rekursionssatz: Zu jeder Rekursion gibt es genau eine Erfüllung in Z. Diese Er- 
füllung wird gebildet als Vereinigungsmenge aller Abbildungen, welche die Rekursion 
in solchen Teilmengen von E erfüllen, die mit x auch alle y< x enthalten. Im 
Falle Rx, X) = Rx, X) füralle z, a’eE, XCE x W wird Rt als parameterfrei 
bezeichnet. F ist genau dann eine Erfüllung einer parameterfreien Rekursion, wenn 
aus F@=FV stets Fx=Fy folgt; falls E durch < wohlgeordnet wird, läßt: 
sich diese Bedingung ersetzen durch: Aus Fz=+#0 und y<x folgt Fy=#0. 
Erfüllt E nicht die Minimalbedingung, so ist der Rekursionssatz falsch. 

@. Pickert. 

Riguet, Jacques: Systemes de coordonn6es relationnels. ©. r. Acad. Sci., Paris 
236, 2369—2371 (1953). 

NR sei eine endliche Menge miteinander vertauschbarer Aquivalenzrelationen einer 
Menge E. Trägt E eine Struktur, so seien de RER verträglich mit ihr. Im Ver- 
band ® der Aquivalenzrelationen von E wird gesetzt: R= AS, VS 

y k SER—{R} SER—{R} 
Pr ale Ben gli: RAKR=A und’ RVR=eV (=Ex DB). genau "dann, 
wenn für alle SE® (die Menge der Rmit REN) gilt: SA S=AundSvS=%VP. 
Anwendungen auf Gruppen und die algebraischen Zerlegungssätze werden ange- 
kündigt. P. Lorenzen. 

Schützenberger, Marcel Paul: Sur l’extension d’un groupe de permutations 
d’un ensemble fini ä l’ensemble des parties de celui-ei. ©. r. Acad. Sci., Paris 236, 
449—450 (1953). 

Eine Permutationsgruppe ® einer endlichen Menge E, die als eine der Menge 
®(E) aller Teilmengen von E angesehen werden kann, bestimmt eine Einteilung von 
®B(E) in die äquivalenten Klassen X,. a} sei die Anzahl der Elemente (Teilmengen 
von E) in X,, die in einem Element von X, enthalten sind, d.h. jedes Element von 
X, umfaßt af; Elemente von X,. Verf. gibt ohne Beweis einige Resultate bezüglich 
der Zahlen a} mit einer Verallgemeinerung an. K. Asano. 

Mann, H. B. and H. J. Ryser: Systems of distinet representations. Amer. 
math. Monthly 60, 397—401 (1953). 

Die Arbeit betrifft folgenden Satz von P. Hall: Si M=A,+:-:+ 4, eine 
Einteilung der Menge M in nichtleere, paarweis fremde Klassen ; seien B,,..., B, 
nichtleere Teilmengen von M ;endlich enthalte die Vereinigungsmenge von beliebigen 
k der Klassen A, für jedes kmit 1<k= m höchstens k der Teilmengen B,. Dann 
gibt es für m passend gewählte Klassen A, ein gemeinsames Vertretersystem mit 
den B,. — Der Beweis wird vereinfacht, der Satz verallgemeinert und mannigfach 
angewandt. Rt. Sprague. 

Ginsburg, S.: Some remarks on a relation between sets and elements. Funda- 


menta Math. 39, 176—178 (1953). FR 

Sia Z un insieme non vuoto e H = {h} una famiglia non vuota di sottoinsiemi di #. Sia 
R una relazione tale che x R h sussista per un solo elemento x di h. Sia @, il sottoinsieme diE 
formato da quegli elementi x di E per cui x Rh sussista per almeno x, insiemi h di H. F od or 
e Ketskemety avevano, fra l’altro (questo Zbl. 39, 277) stabilito il seguente risultato: Se E 
& un insieme numerabile e infinito, e H & la famiglia di tutti i sottoinsiemi fnii dZea=0, 
& & = Xu: L’A. dopo avere osservato che questo risultato non © esatto, lo preeisa e lo estende 
dimostrando il Teorema I. Sia H = {h} la famiglia di tutti i sottoinsiemi finiti dell’insieme 
non numerabile # e sia x < E. Allora la potenza di @,& EB. Quando xx = E, G, pilı esser 
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vuoto. Viene stabilito poi il Teorema Il. Sia # un insieme e xx = E. SeH = ıh} ela la famiglia 


di quei sottoinsiemi di # che sono di potenza g,, «iascuno, © Se Na = BE, =E. 
#2 ‚. Giuliano. 


Sierpinski, W.: Coup d’oeil sur V’6tat actuel de l’hypothöse du continu. Elemente 
Math. 8, 1-4 (1953). 


En se servant d’un langage aussi simple que possible, ’A. donne un apergu dei | 


6 formes varides, deux & deux &quivalentes, de l’hypothese du continu. Il pose le 
probleme de savoir si l’egalite 28° = x, est non seulement suffisante mais aussi 
necessaire pour l’existence d’une fonetion f faisant correspondre A tout nombre 
reel x le nombre r6&el f(x) de maniere que le plan soit l’union de x, ensembles dont 
chacun est superposable Pay la courbe y=f(r). : G. Kurepa. 

Fodor, G.: Über eine mit der verallgemeinerten Kontinuumhypothese äquiva- 
lente Behauptung. Publ. math., Debrecen 2, 232—234 (1953). 

Es wird folgender Satz bewiesen: Sei M, eine Menge, deren Kardinalzahl 2*« 
ist; dann ist die Gleichung 2” — x,.ı gleichwertig mit der folgenden Behauptung: 
Es gibt eine Menge ECM,„x M,.so daß gilt: 1. Für jedes „€ M, gibt es höchstens 
N» Punkte zeM, mit (x,y)eE; 2. Ist A eine Teilmenge von M,, so daß 
A>N,, dann existiert mindestens ein Punkt ,,€ A, für welchen die Menge 
(A, y,) aller (a, y,) (aE A) A Elemente von E enthält. Der Fall «=0 zieht einen 
Satz von Sierpinski (dies. Zbl. 9, 302) nach sich. G. Kurepa. 

Ketskemety, I.: Eine Behauptung, die mit der verallgemeinerten Kontinuum- 
hypothese äquivalent ist. Publ. math., Debrecen 2, 235—236 (1953). 

Sei « eine beliebige Ordnungszahl und M, eine Menge der Mächtigkeit 2=, 


Es wird der folgende schöne Satz bewiesen: Die Aussage H, (a. h.esist 2N= — Narı) 
ist gleichbedeutend mit der Aussage B,: Es gibt eine Abbildung f, durch die jeder 
endlichen Teilmenge X CM, ein Punkt fX zugeordnet wird, so daß die inverse 
Abbildung f! höchstens g,-wertig ist. Der indirekte Beweis von B, = H, ver- 
läuft ven für jedes ze M,„ sei @(x) die Vereinigungsmenge aller 
X € f(x);sei N (x) die Menge aller ye M, mit xz€’ @(y). Dann gäbe es ein x, € M, 
mit =. L > 8; das ist aber unmöglich, wie man leicht bestätigt durch Betrach- 
tung von f({z}} VO Y), wo Y beliebige nichtleere endliche Untermenge von N (z,) 
-(Gr(x,) ist. Als Folge des Satzes wird ein Sierpinski-Sikorskischer Satz bewiesen 
(dies. Zbl. 44,273, Th. 8 bzw. Cor. 2): es ist hinreichend, den n-dimensionalen Raum 
(', und zu jedem Punkt (2. X.» .,2,)€ €, eine von dessen Koordinaten zu be- 
trachten. (Bemerkung des Ref.: Wenn #, für jedes « wahr ist, kann man daraus 
noch nicht die allgemeine Kontinuumhypothese beweisen, ohne das Auswahlaxiom 
vorauszusetzen.) @. Kurepa. 

Kurepa, Georges: Sur une hypothese de la theorie des ensembles. ©. r. Acad. 
Sci., Paris 236, 564—565 (1953). 

Zu den zwölf in seiner These (dies. Zbl. 14, 394) aufgestellten und paarweise 
äquivalenten Hypothesen bezüglich des verallgemeinerten Souslinschen Problems 
fügt Verf. eine dreizehnte hinzu: Sei E eine geordnete stetige Menge, F ein beliebiges 
System von disjunkten offenen „Rechtecken“ aus E x E; dann gibt es stets ein 
mit F' gleiehmächtiges System offener disjunkter Intervalle aus #. — Nimmt man 
speziell x, #15 Mächtigkeit von F, so ergibt sich aus vorstehender Hypothese eine 
bejahende Antwort auf das Souslinsche Problem. (Verallgemeinertes Souslinsches 
Problem: Sei k, # die kleinstmögliche Mächtigkeit für eine überall dichte Teilmenge 
von E, k, E die obere Grenze der Mächtigkeiten von Systemen disjunkter offener 
Intervalle aus &. Ist dann ,E=k,E) W. Neumer. 


Denjoy, Arnaud: Le probleme de Souslin. I, IL, IH. ©. r. Acad. Sei., Paris 
236, 435—439, 558—559, 641 (1953). 
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L’A. propose une demonstration de ’hypothöse de Kurepa-Souslin que voici: Chaque 
ensemble totalement ordonn& dense, E, dont chaque famille d’intervalles deux & deux disjoints 
est < No contient un ensemble < x, partout dense [ef. Fundamenta Math. 1, 223 (1920 et 1937, 
seconde €d.); v. ce Zbl. 9, 55, Yegalite m, E = m, E; 303; 14, 394; 15, 204, 396; 17, 158, 300; 
18, 55; 20, 108; 27, 97, 300, 386]. La methode suivie c’est celle de subdivisions successives de # 
en sections deux a deux disjointes. La preuve que le procede de subdivisions pareilles successives 
de plus en plus fines se termine necessairement aprös < No de pas (c’est-A-dire la preuve que 
v<o et non seulement ”< @,) n'est pas satisfaisante. Dans la troisieme Note on lit: „‚Certains 
points de la demonstration... demeurent obscurs et appellent une &tude plus approfondie“. A 
ce propos nous rappelons lexistence d’ensembles d’Aronszajn (v. Kurepa, Thöse, Paris 1935, 
1—138; en particulier p- 96 ot est esquisse l’exemple que N. Aronszajn, en 1934, nous a com- 
munique; v. aussi ce Zbl. 14, 394; 20, 108 oü le mot „announced“ doit ätre suivie de „by the 
author“, cf. H. Helson, ce Zbl. 40, 167, E. Specker, ce Zbl. 40, 167). Rappelons ceci: Quel 
que soit l’ensemble lineaire Z de puissance x,, on peut, en detruisant partiellement l’ordre 
dans Z, transformer Z en un ensemble ordonne (lire: partiellement), L,, compos& des points 
de L, et tel que, abstraction faite d’un Z,CZ, au plus denombrable, le reste = IL, N L, 
possede les deux proprietes suivantes: a) Quel que soit x € Z, le sous-ensemble ordonn& (-, x)r, 
de tous les predecesseurs de x dans L, est totalement bien ordonne, b) Quel que soit x < m, 
Vensemble R,L, des «€ L, verifiant (type =) t(-, 2)z, =x est < x. [ef. Kurepa, ce Zbl. 20, 
108, Th. 3er, Th. 3W du travail]. Il est vrai que Z, contient un ensemble de puissance x, 
sans points distinets comparables — consequence de ce que dans Z, il y a une fonction reelle 
strietement croissante (par exemple la transformation identique) [ef. Kurepa, Revista Ci. 42, 
827—846 (1940), 43, 483—500 (1941), Th. 2; Studia math. 9, 23—42 (1940), Th. 1; v. ce Zbl. 27, 
386]. Mais, dans le cas de decompositions successives de Z, on ne sait pas prouver que dans la 
famille, ordonnee par 2, des s(2,), (2, € ®,,x <v) [notations sont celles de P’A], il existe une 
fonction reelle strietement croissante (decroissante), justement parce qu’on ne sait passiv < ©. — 
Dans la Note II’A. enonce encore ce resultat: Quels que soient le nombre cardinal x et l’ensemble 
totalement ordonne E dont chaque famille de sections disjointes non vides est < r, E est sem- 
blable a un sous-ensemble de @G,,@, &tant la fermeture „d’une matrice des ordinations de la 
puissance x‘ (v. l’analyse suivante). @. Kurepa. 

Denjoy, Arnaud: Les matrices d’ordination de toutes puissances. C.r. Acad. 
Sci., Paris 236, 345—348 (1953). 

„Matrice d’ordination de la puissance‘‘ x: c’est chaque ensemble totalement 
ordonn& de puissance x: et verifiant la condition que voici: quels que soient les 
ensembles e, e’C 7: de puissance < x: et tels que e<e’ (e precede e’), 7: contient 
un point < e, l’un >e’ et l’un entre e et e’ [ef. Normaltypen: Hausdorff, Grund- 
züge der Mengenlehre, Leipzig 1914, p. 180; aussi W. Sierpinski, ce Zbl. 39, 278). 
L’A. red&montre le th. de Hausdorff que chaque chaine ( de puissance <xNs est 
semblable & un sous-ensemble H = H(C) de n: (Hausdorff n’exige pas que kns = Ns, 
et le probleme de l’existence de n: n’est pas alors difficile) et donne sa. preeision de 
regularit& [ef. L’Enume£ration transfinie Vol. I, Paris 1946, p. 31) que voiei:siaenz 
et k(V(a Am H)=x;, alors ae H; de meme si acn: (= fermeture de ne) et si 
tout voisinage V (a) de a contient x: points de H et si an’est pas limite bilaterale de H, 
alors a€&M. @. Kurepa. 

Denjoy, Arnaud: L’ordination des ensembles. ©. r. Acad. Sei., Paris 236, 

»981—983 (1953). 

Suite des Notes preeedentes (v. ci-dessus). L’A. essaie d’aboutir & une con- 
tradietion en supposant que le proced& de subdivisions successives d’un continu 
verifiant la condition de Souslin ne se termine qu’apres une infinite nondenombrable 
de pas (quant au cas general, v. ce Zbl. 9, 55). En particulier, ’A. voudrait tirer 
une contradietion en faisant correspondre aux tranches de subdivisions certaines 
suites d’entiers ne contenant qu’un nombre fini d’entiers + 1 de maniere qu’ä une 
tranche plus grande corresponde une suite-segment de celle attachee A une tranche 
plus petite (ä ce propos cf. $ 10.5 de notre These et les &nonc6s des „‚problemes 
miraculeax“ ; ibidem pp. 3, 100, 129; voir aussi ce Zbl. 34, 177). @. Kurepa. 


Noväk, Josef: On partition of an ordered continuum. Fundamenta Math. 39, 
LA 
53—64 (1953). rl 
The paper deals with complete bipartitions of continuous ordered chains and adds no new 
result to those already published by the Reviewer and concerning ramified sets and its applieations 
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for studying the complete subdivisions of chains (cf. in particular, Kurepa, Thöse, 1935; this 
Zbl. 14, 394: the consideration of partitions was just the origin for the study of such sets). So 
the number m (0) is = pC =infpX(XCC, X =(; p= power) (These, p. 59; also this 
Zbl. 9, 55); each partition BP is a special ramified set (and even table), its order x(%) is the same 
astherank y ® [v. Thöse, p. 74 and numerous other papers; let us remind that a partially ordered 
set is a ramified set (resp. table), if the predecessors of each of its points form a chain (resp. 
well-ordered chain)]. As to T.1,2,3, 4, respectively, v. These respectively: L. 12. C. 3, p. 130; 
$12. B.2; 8812. B,12C (also $$ 13.2 and 18. 2 in reviewer's book on Theory of Sets (Zagreb 
1951) written in 1949 and where bipartitions are used; this Zbl. 44, 272); and $12.B.2, 
L.8.11, L. 12.3 [tripartition used]. As to existence (p. 64) of an ordered continuum ( satis- 


fying pC = 2%, pC = x, and such that the set C,, of its points of denumerable character 


satisfies p(C — Cy) = 2N” that problem is connected with a reviewer’s problem concerning 
S-sets [Acta math. 75, 139—150 (1942), p. 143, second item; this Zbl. 27, 97] and on the basis 


of 28° —y, it is to be answered by affirmative; in particular, the „natural ordering‘“ (of) 
(v. These, $8. C. 2 p. 87, p. 127) of the set u (v. Acta math. 1. ce. $6. 3) and all maximal chains 
C u ordered „naturally‘‘ form together such a requested ordered set. @G. Kurepa. 

Novotny, Miroslav: Sur la reprösentation des ensembles ordonnes. Fundamenta 
Math. 39, 97—102 (1953). 

L’article se rattache ä l’article preeödent de J.Noväk. L’A. prouve (Th. 1) 
que chaque chaine (€ verifiant 7 Ü<x, est semblable ä un sous-ensemble de 
l’ensemble U,, des @,-suites dyadiques ordonnees lexicographiquement (pour le 
cas ou l’on y lit p au lieu de p,, v. Sierpinski, ce Zbl. 39, 278). Repondant & une 
question de J. Noväk (l. ce. p. 60 en note) l’A. prouve que chaque chaine ( verifiant 
?,C ZN, (pourquoi se limiter aux (’ continus!) admet une bipartition complete 

; pP comp 
d’ordre &, et non seulement d’un ordre < @,.ı, (Th.3). @. Kurepa. 

Sierpinski, Waclaw: Sur les types ordinaux dont tous les vrais restes sont 
egaux. Fundamenta Math. 39, 1—7 (1953). 

Sei ein Ordnungstypus; ein Ordnungstypus o+(0 heiße ein echter Rest von Q, 
wenn es einen Ordnungstypus &+#+0 mit g=&+o gibt. Verf. beweist folgende 
Sätze:1. Notwendig und hinreichend dafür, daß es zu einem Ordnungstypus g einen - 
Ördnungstypus gibt, dessen echte Reste alle gleich g sind, ist, daß @ = @* gilt, 
wo « eine beliebige Ordnungszahl #0 ist. — 2. Dafür, daß alle echten Reste des 
Ördnungstypus y gleich &* sind, ist notwendig und hinreichend, daß entweder 
y=o* oder y=:--+ß, +Pßs +Pı + w* gilt, wo die B„, (n=1,2,...) Ord- 
nungszahlen zwischen 0 und &* darstellen. — 3. Für I£&n<m gibtesnurn +1 
Ordnungstypen, deren echte Reste sämtlich gleich &” sind. Zu einer Ordnungszahl & 
mit => & <@, gibt es 20» Ördnungstypen, deren echte Reste alle gleich &* sind. 

4. Zu einer Ordnungszahl & mit @: = ©. < @g,, gibt es Nat Ordnungstypen, 
deren echte Reste gleich &* sind. W. Neumer. 
Aronszajn, N.; Uharacterization of types ol order satistying &o + aı = xı + %- 
Fundamenta Math. 39, 65-96 (1953). 

It is well-known that for order types x, &, the commutativity law (H x + = X + % 
does not hold generally. So if a,, x, are ordinal numbers, (*) is equivalent to the system x, = y N" 
YANG Mg N 1, (of. Cantors Ges. Abh., Berlin 1932, p. 344; this Zbl. 4, 54). As to 
real order types di. e. those < A = order type of all real numbers), at least one of which being 
enumerable or dispersed, Tarski proved (not published) that (*) is equivalent to (a) &, = öm, 
= ON, m, n natural numbers or to (b) vum +ö+no*t or y=nym+6HF+t x w* 
with some = ). Tarski’s hypothesis as (a), (b) would be the unique cases for general linear 
types with (*) was refuted by Lindenbaum (his counterexample is not published). In the 
present paper the author considers the question from general point of view and solves completely 
(*) if a, 8, = 4 in form ofthe T. 1: For ax, = A to satisfy (*) it is necessary and suffieient that 


’ 


either %, & be in case (b)ortht (I) =y+ 3 Y!OA+mnau=n+ 8 voty 
E<1 


2 Ä DEE mes 
where &,= (0,1) E (<E<1);Y,Y: areany< A;y’(£) is order typesuch that 1° y’(&,) =y’(&) 
if 5, — 5 = m + m, &, for some integers m, my; 2° y’(&£) = yı + yo for alE=m+ m, &n (M, My 
any integers) [in formula (1) p. 66 one reads £, &, respectively instead of £, &, respectively]. More 


generally, given an ordered triplet [I, <, <] of aset I(of indices) and 2totalorderrelations <, 
in I; to each i € Ione associates an order type x;; the question is to find nee. and suff. conditions 
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Kor (28) = 95 %. To attack that problem, a new notion is introduced viz. a semi-similarity 


Ve < VED< 
[s.s.] of an ordered set A onto an ordered set B in respect toan S<-partition N A,=4AofA. 
Ve 


The author calls so each one-to-one mapping fof A onto B which is a similarity on each element 
4A, of the given partition of A. If B= A one deals with an auto-s. s. [a. s. s.]. Obviously, such 
an f-transform of each partition of A is again a partition of A; in particular, an a. s. s. fof A 
is of type [S, <, <(] if there exists an I<-partition of A so that its /-transform be an I°-partition. 
In the simplest case, that in (*), the set JS is a 2-point-set and one deals with a bipartition A — 
A, + 4A, (4, left from A,). Foras.s. feither f A, <fA,orfA, < fAo; the induced partition 
f(A, + Aı) is the same as A, + A, just for the case that fisa.s.s. OnehasT. 3.1: Given 
IS; = <] realand X a linear set admitting an a.s.s. T’oftype [I, <,<] in respect to some parti- 
von I X; = X. Let y(£) (£E X) be any function such that 1° y(£) is order type, 2° y(£) does 
ı 
not vanish identically on any X,; y(&) = y(&,) for all &, &, for which there exists an integer m 
with & = 7” (&,); then the types a, — ES y(S) WED) give the most general solution of (2) for 
seAi 
all types < 7. The proof of T. 3. 1 is not difficult, in contrast to that one of T. 1 which is rather 
complicated and takes 16 pages (77—92). On p. 93 a method is indicated as to how construct 
solutions of (*) that are not of form (a) or (b) but are (and still in a unique.way) representable 
in form (1). The question concerning the variety of all distinet solutions of (*) remains open. 
@. Kurepa. 


Bloch, Görard: Sur les ensembles stationnaires de nombres ordinaux et les 
suites distinguees de fonctions regressives. C. r. Acad. Sci., Paris 236, 265 —268 
(1953). 

D bedeute die Menge aller endlichen oder abzählbaren Ordnungszahlen, A eine Teilmenge 
von D. Eine auf A definierte Funktion f(£) € DO heißt regressiv, wenn f(&) <E£ für alle &€ A 
gilt (die kleinste Zahl aus D, also 0 oder 1, denke man sich in A fortgelassen). A heißt stationär, 
wenn sie unabzählbar ist und für jede regressive Funktion auf A gilt: lim f(&) < @(EE€ A) oder, 
was dasselbe ist, wenn es mindestens einen Funktionswert gibt, der an x, Stellen angenommen 
wird. [Es bedeutet lim f(£) die kleinste Zahl x, zu der es eine unabzählbare Teilmenge M von A 
gibt mit f($) <a für &€EM]. — Satz: Eine Teilmenge von O ist genau dann stationär, wenn 
jede abgeschlossene Teilmenge ihres Komplementes höchstens abzählbar ist. (Vgl. Ref., dies. 
Zbl. 42, 281). — OD’ bezeichne die Menge aller Limeszahlen < Q, und es sei AC OD’. Eine auf 


4 definierte Folge regressiver Funktionen f,(£) < fs(£)< --: heiße ausgezeichnet, wenn sie 
die Eigenschaft hat, daß lim f,(£) = & ist für &= A. — Satz: Zu jeder ausgezeichneten Folge 
Nn<w 


auf ACD’, A stationär, gibt es eine natürliche Zahl n,, so daß für n > n, und jede Zerlegung 
A=B,„vC,(B,n 0, =0) mit f(£) < us, <2 für &eE B, die Menge (,, stationär wird. — 
Hieraus schließt man, daß jedes f,(&), n > n,, die Menge A in einen nicht stationären Teil N 
und in x, zu N sowie untereinander disjunkte stationäre Teile B, zerlegt, so daß f, auf allen 5, 
konstant ist und f,(£&) < f,(£) gilt für ££ B,,& € By,v <v’. — Daraus folgt sofort, daß jede 
stationäre Menge die Vereinigung zweier disjunkter stationärer Mengen ist, insbesondere jede 
unabzählbare abgeschlossene Teilmenge von DO (also auch © selbst) in zwei disjunkte Teilmengen 
zerlegt werden kann, von denen keine eine unabzählbare abgeschlossene Teilmenge enthält. 
(Damit ist eine in der obengenannten Abhandlung des Ref. offen gebliebene Frage beantwortet. 
Ref.) Die letztere Aussage stellt einen Spezialfall des folgenden allgemeinen Satzes dar: Ist E 
eine Menge, die höchstens die Mächtigkeit des Kontinuums hat, und bedeutet F ein System von 
Teilmengen von E mit der Eigenschaft, daß der Durchschnitt höchstens abzählbar vieler Mengen 
aus F wieder zu F gehört, dann läßt sich # in zwei komplementäre Summanden zerlegen, von 
denen keiner eine Menge aus F umfaßt. (In O wird ein solches System F durch die unabzähl- 
baren abgeschlossenen Teilmengen gebildet). — Verf. führt noch einige weitere Ergebnisse an, 
die sich auf ausgezeichnete Folgen beziehen. W. Neumer. 


Keldys, L. V. und P. S. Novikov: N. N. Luzins Arbeiten auf dem Gebiet der 
deskriptiven Mengenlehre. Uspechimat. Nauk 8, Nr. 2 (54), 93— 104 (1953) [Russisch ]. 

Mit Schriftenverzeichnis. 

Ljapunov, A. A.: Über die Klassifikation der R-Mengen. Mat. Sbornik, n. 
Ser. 327 255—262 (1953) [Russisch ]. 

Continuation of a previous artiele of the author’s [v. Trudy mat. Inst. Steklov, 
Nr. 46 (1953)] ; the notation and terminology are the same as in that article. In parti- 
cular, R:sets as intermediary sets between C-sets and projective sets are studied and 
several propositions established corresponding to Novikov, Lusin, Suslin’s 
theorems concerning A- and C-sets. The analogous of Suslin’s eriterium for B-sets 


56 4 


does not hold for R-sets, since the system A,,,; contains a set as well as its com- 
plement and which is not obtainable from @-sets using transfinite operations R* of 


R&; the BR,,ı-system is positively more extensive than the ®A,-system. The 
B.A,-system is identical with the family of sets resulting from @-sets by applica- 
tions of R°*!-operations of bounded indices (T.1). For each «< w, there is in 
BR,.ı a set which is universal just for ®R-sets (T. 2). The analogous statement 
for subelasses holds too (T.3); eonsequently, the Kunugui-Novikov theorem 
(ef. this Zbl. 17,345) holds for subelasses R,z.1, since R,;.ı contains 2 complementary 
sets not contained in BR,z. The author constructs x, many ®H,-sets of different 
subeclasses. @. Kurepa. 

Straszewiez, 8.: Sur les direetions singulieres par rapport & un ensemble de 
points. Fundamenta Math. 39, 128—130 (1953). 

Dans l’espace cartesien Ü,ä& n dimensions, soient E et A un ensemble de points 
et une direction donn6e, respectivement; la direetion / est singuliere par rapport & 
E s’iln’y a aucune droite CC, ayant la direction A et coupant E en un seul point. 
Dans l’ordre d’idees de ses recherches ant6erieurs (ce Zbl. 11,130; aussi Sierpinski, 
ce Zbl. 44, 46) l’A. prouve ce theoreme: Dans (', l’ensemble des direetions singu- 
lieres relativement ä& un ensemble ferm& et born& de l’espace est au plus denombrable. 
Le th&or&me s’6ötend aussi aux espaces (/, (n = 3). G. Kurepa. 

Taylor, S. J.: On the volume of a topological eube. .J. London math. Soc. 28, 
214—220 (1953). 

Das topologische Bild W eines 3-dimensionalen Würfels W’ mit den Gegen- 
seitenflächenpaaren S; und S,,..., S; und $;, heißt ein topologischer Würfel. Ab- 
stand zweier Punkte von W ist das Infimum der Längen der die beiden Punkte 
innerhalb W verbindenden Wege, „Ausmaß a‘ von W ist die (zu diesem Punktab- 
stand üblicherweise gehörige) Entfernung der beiden (abgeschlossenen) Bilder von 

ı und S;, (Analoges für die Ausmaße b und c). Verf. beweist, daß das Volumen von W 
> abc ist, und verallgemeinert damit einen 2-dimensionalen Satz von A. S. Besi- 
covitch (dies. Zbl. 46, 53) auf 3 Dimensionen. @. Aumann. 


Differentiation und Integration reeller Funktionen: 


e Munroe, M. E.: Introduction to measure and integration. (Addison-Wesley 
Mathematics Series.) Cambridge/Mass.: Addison-Wesley Publishing Company, Inc. 
1963. X, 810p. $ 7,50. 

L’A. donne dans ce manuel un expose clair, coneis et d’une simplieite de bon aloi de la 
theorie de la mesure et de l'integration. Bien que la theorie de la mesure soit faite en toute 
generalite, lintögration n'est etudice que pour des fonctions reelles d’une ou de plusieurs variables 
r6elles, restrietion trös sage si l’on songe que le livre s’adresse A des etudiants qui prennent un 
premier contact avec la theorie generale de lintögrale. Le souei pedagogique est sans cesse 
visible et toujours tres heureusement: des graphiques suggestifs 6elairent les passages delicats 
(p. ex. les relations entre les divers modes de convergence), le lecteur est mis explieitement en 
garde contre les enonoes seduisants, mais faux que chacun a formule A son premier contact avec 
la theorie, Yimportance des theoremes est discutde et mise en valeur, l’A. fait trös fr&equemment 
le point au cours de l’expose et fait preeeder tout nouveau developpement de l’enonce explieite 
des questions auxquelles il r&epond, enfin les exereices, au lieu d’ötre rassembles & la fin des chapitres 
sont inseres par petits groupes dans le texte lui-meme, & l’endroit oü ils auraient &te developpes 
s’ils avaient fait partie du cours. Des apergus sont donnds au moment opportun sur les applica- 
tions les plus importantes de la theorie: calcul des probabilites, espaces L?, developpement en 
series de fonctions orthogonales, thöoreme ergodique. — Resume de la table des matieres: Ch. I. 
Theorie des ensembles. Ch. II. Mesure: theorie generale. Ch. III. Mesure: exemples (Lebesgue- 
Stieltjes, Hausdorff, Haar, probabilite). Ch. IV. Fonctions mesurables. Ch. V. Integration. 
Ch. VI. Theoremes sur la convergence. Ch. VII. Differentiation. A. Revuz. 

Aumann, Georg: Über Hüllen- und Kernbildungen auf Verbänden. J. reine 
angew. Math. 191, 50-53 (1953). 

F und @ seien zwei Teilmengen eines vollständigen Verbandes A, von denen die 
erste das Infimum, die zweite das Supremum jeder ihrer Teilmengen enthält, beides 
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in 4 gebildet. Das Infimum 7 aller fEF mit h = f heißt die F-Hülle von h; 
entsprechend ist der @-Kern hi von herklärt. Ist ge@, J[eR, g=fundfi= g; 


so wird (g, f) ein assoziiertes Paar genannt. Die Menge Ö der als „Unterteile‘ eines 
assoziierten Paares auftretenden Elemente g, die übrigens durch g — g charakteri- 
siert sind, bildet einen vollständigen Verband, der durch g — g° isomorph auf den 


vollständigen Verband F aller ‚Oberteile‘ abgebildet wird. — Eine Anwendung auf 
den vollständigen Verband 4 aller Teilmengen eines topologischen Raumes oder 
aller in einem topologischen Raum definierten reellen Funktionen führt zu den 
minimal begrenzten Mengen oder den minimal unstetigen Funktionen. Ist ® ein 
Boolescher Verband, 4 die Menge aller in 8 — {0} definierten reellen Funktionen, 
F die Menge der monoton wachsenden und @ die Menge der monoton fallenden Funk- 
tionen aus A, so liefern die assoziierten Paare die Carath6odoryschen Ortsfunktionen. 
Ihre Oberteile f lassen sich folgendermaßen charakterisieren: f (sup &) = sup f(€) 
für jedes nicht leere CC 8 — {0}, für das sup@ in B existiert. K. Krickeberg. 

Kappos, Demetrios A.: Erweiterung von Maßverbänden. J. reine angew. Math. 
191, 97—109 (1953). 

Ein Maßverband (o-Maßverband) ist eine Boolesche Algebra (o-Algebra) mit 
einem additiven (o-additiven) normierten Maß u, das reduziert ist, d.h. u(a) = 0 
dann und nur dann, wenn « = (0. Die Arbeit enthält einen Beweis des bekannten 
Satzes [(siehe z. B. A. Kolmogoroff, Doclatek Rocznika polsk Towarz. Mat. 22, 
21—30 (1951)], daß jeder Maßverband zu einem o-Maßverband eindeutig erweitert 
werden kann, und eine sehr naheliegende Definition des Produktes und des o-Pro- 
duktes der Maßverbände. R. Sikorski. 


Edwards, R. E.: A theory of Radon measures on locally compaet spaces. Acta 
math. 89, 133—164 (1953). 


Unter Verwendung entsprechender Begriffe, wie bei Bourbaki, Integration [Actual. Sci. In- 
dustr. 1175 (1952)] wird zunächst die von einem positiven Radonschen Maß „in einem lokalkom- 
pakten Raum X erzeugte Maßfunktion konstruiert und untersucht. Anders als bei Bourbaki ge- 
schieht die Ausdehnung des Radonschen Maßes von seinem ursprünglichen Definitionsbereich 
C aller stetigen Funktionen mit kompaktem Träger auf einen umfassenderen Funktionenraum 
nicht durch einen Abschließungsprozeß mittels einer durch ein oberes Integral definierten Halb- 
norm, sondern durch die Betrachtung der ‚im weiteren Sinne summierbaren“ Funktionen, d.h. 
derjenigen, deren mit Hilfe halbstetiger Funktionen definiertes oberes und unteres Integral 
zusammenfallen. Summierbar bedeutet jetzt suinmierbar im weiteren Sinne mit endlichem 
Integral. — Da X nicht abzählbar im Unendlichen zu sein braucht, muß zwischen dem klein- 
sten alle kompakten Mengen enthaltenden o-Ring B und dem kleinsten alle abgeschlossenen 
Mengen enthaltenden o-Ring B* unterschieden werden. Die Menge E heißt meßbar, wenn die 
charakteristische Funktion 45x für jede kompakte Menge K summierbar ist; das Maß von 
E sei dann u(E) = sup (u(Xz-x); K kompakt). Das System der meßbaren Mengen wird ein 
o-Ring, und die Maßfunktion u ist lokal beschränkt, d.h. endlich auf jeder Menge mit kom- 
pakter abgeschlossener Hülle. Inneres und äußeres Maß einer beliebigen Menge E werden durch 
w(E)=sup( (K); KCE, K kompakt) und u.,(E) = inf (u(@); ı2E,G ‚offen) definiert. 
Jede im Caratheodoryschen Sinne bezüglich u, meßbare Menge ist meßbar, insbesondere also 
jede Menge aus B* und jede analytische Menge. Die durch H(E) A) erklärte Regularität 
meßbarer Mengen wird eingehend untersucht: jede offene und jede zu B gehörige Menge ist 
regulär. Ist X die Vereinigung von abzählbar vielen offenen Mengen endlichen Maßes, so wird 
sogar jede meßbare Menge regulär und außerdem meßbar bezüglich Hi. nach Caratheodory. 
Ohne diese Voraussetzung kann E dagegen eine „lokale Nullmenge‘‘ bilden, d.h. meßbar mit 
u(E) = 0 sein, ohne eine Nullmenge darzustellen, d.h. der Gleichung u (E) = 0 zu genügen, 
wie ein Beispiel zeigt, in dem u das Haarsche Maß einer topologischen Gruppe ist. — Die Ein- 
schränkung von u auf B ist lokal beschränkt und regulär. Umgekehrt stellt das in & wie üblich 
definierte Integral einer in B erklärten lokal beschränkten und regulären Maßfunktion m ein 
positives Radonsches Maß dar, und die hieraus wie oben abgeleitete Maßfunktion fällt inner- 
halb von B mit m zusammen. Schließlich finden sich in der Arbeit ein Beweis des Fubinischen 
Satzes für das Produkt zweier Radonscher Maße, eine Charakterisierung der feinsten unter den 
Topologien in €, die den in der Definition eines Radonschen Maßes auftretenden Konvergenz- 
begriff erzeugen und bezüglich derer C ein lokal konvexer Vektorraum wird, und einige Bei- 
spiele für die dualen Räume gewisser topologischer Vektorräume, die aus reellen, in X stetigen 


Funktionen bestehen. K. Kriekeberg. 
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Eggleston, H. G.: On elosest packing by equilateral triangles. Proc. Cam brii 
philos. Soc. 49, 26-30 (1953). E 

Let A be a elosed domain bounded by an equilateral triangle of side 1. Let 
Ay Ay»... be open domains bounded by equilateral triangles situated in indireet 
similitude with A. Suppose that ADUA,, and that A, NA, is empty if r+s. 
It is shown that the set 9=A- UA, has dimension at least (log 3)/(log 2) and 
has measure at least 4 in that dimension. Further it is sbown that, if A,Ay... 
are chosen in turn to be as large as possible, then © has dimension (log 3)/(log 2) 
and measure not more than unity in this dimension. ©. A. Rogers. 

Eggleston, H. G.: A eorreetion to a paper on the dimension of Cartesian product 
sets. Proc. Cambridge philos. Soc. 49, 437—440 (1953). 

In einer früheren Arbeit (dies. Zbl. 38, 37) hatte Verf. für Produkte endlich 
vieler, etwa k, Mengen einen Satz aufgestellt, der für k = 2 so lautet: Ist M bzw. N 
eine beliebige, beschränkte Teilmenge eines euklidischen m- bzw. n-dimensionalen 
Raumes, so gilt die Beziehung (I) dim(M x N) 2dim W + er N, wobei a2 

B B 

die Besicovitch-Dimension (vgl. dies. Zbl.a. a. O.) bedeutet. Der seinerzeit gegebene 
Beweis für (I) enthält aber eine Lücke. Verf. gibt jetzt einen Beweis für (I) in 
dem Falle, daß M analytisch, N aber beliebig ist. — Ferner wird folgendes gezeigt: 
Es sei F Teilmenge eines r-dimensionalen euklidischen Raumes und dm fF=s. 


B 
Es sei feine reelle Funktion über dem System aller Teilmengen X von F, für welche 
gilt: (a) f(F) = 1; (b) es ist f(X) ein äußeres Maß im Sinne von Caratheodory. — 
Dann sind folgende beiden Aussagen gleichwertig: (ce) limd=*.f(F nn S(z;d)) ist 
d—0 
endlich für veF —Q, wo QCF mit f(Q) = 0, unter S(xz:d) die r-dimensio- 
nale offene Kugel um x vom Radius d verstanden. — (c’) Hat Y das s-dimensionale 
Hausdorffmaß Null, so ist f(Y) = 0. — Offen ist die Frage einerseits, ob für be- 
liebige N und M die Beziehung (I) gilt; andererseits ob zu beliebigem F aus einem 
euklidischen Raum mit dim # = s Funktionen f existieren, welehe gleichzeitig die 
B 
Eigenschaften (a), (b) und (ec) oder (c’) besitzen. Otto Haupt. 
Taylor, 8. J.: The Hausdorff x-dimensional measure of Brownian paths in 
n-space. Proc. Cambridge philos. Soc. 49, 31—39 (1953). 
Es sei W” bzw. W der Raum aller eindeutigen Abbildungen w der reellen Halb- 


geraden H = (0< t< + oo) in den euklidischen E, bzw. E,. Ferner sei x(t, w) = 
(2, (t, w),...,2,(6,w)) bzw. @(E,w) bzw. #(t,,t,, w) das durch wE€ W” vermittelte 
Bild des Punktes t€ H bzw. der Teilmenge EC H bzw. des Intervalles t, St <t,; 
im Falle n I schreiben wir x(t, ww) usw. statt a(f, w) usw. Unter Bezugnahme auf 


Arbeiten von J. L. Doob (dies. Zbl. 32. 34), N. Wiener [Acta Math. 55, 117—258 
(1930)] u. a. wird nun in W ein (Wahrscheinlichkeits-)Maß m erklärt und mit dessen 
Hilfe durch Produktbildung ein Maß in WI" = W x -.-x W. Für m gilt folgen- 
des: Es bezeichne allgemein [w;e] die Menge aller we W mit der Eigenschaft e. 
Dann ist (1) m([w;x(0,w) =0])) = 1. (2) m([w; x(t, + d,w) — zit, w) <LJ) = 


use 


(2r6)-1/2 f exp (— u2/20) du für 6 >0,,>0. (3) Ist A die Menge aller w mit 


Be 66) 


a, <eltl,w<sb,i 2. 3 HE DOE<Z  < R gk 
b, bj j 
m(A)=K ) da,:-- 1 dx, exp |2°(2:4,) 1 + 2 (2, — %,.,)° (21, —t,_,))=} 
a, a 2 


mit KR? (27) (till, — tb) (tl, — 1, 1)). (4) Ist B die Menge aller rationalen 
dyadischen Zahlen p/2" und Q = [w:sup x(t, w) <L für tEH], so gilt m(Q) = 
m (|w;sup x(t,w) <{fürte B. [a.5]]). (5) Für die Menge S der in H stetigen weW 
ist m(S) = 1. Es wird nun gezeigt: Die Brownschen Wege x (0. 00, w) besitzen für 
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m-fast alle we W” die (Besieovitch-) Dimension 2 und das 2-(Hausdorff-)Maß Null. 
(Betr. Dimension und 2-Maß vgl. Eggleston, dies. Zbl. 38, 37.) Otto Haupt. 
Buck, Creighton: Generalized asymptotie density. Amer. J. Math. 75, 335 — 
346 (1953). j 
. Es werden zwei allgemeine Sätze angegeben, durch deren Anwendung verschiedene Ergeb- 
nisse aus der Theorie der asymptotischen Dichte einheitlich abgeleitet werden können. — Verf. 
geht aus von einem beliebigen Raum X, in dem gewisse Teilmengen XK(1)C K(2)C--- mit 
U K(n) = X ausgezeichnet sind. Ein SC X heißt beschränkt, wenn 8 CK(n) ist für ein n. 
Durch u, sei eine Folge von Maßen gegeben mit (X) =1, u,(K(j)) >0 (n — ©, jfest). Die 
Menge W der durch alle «, meßbaren Mengen soll alle K(n) enthalten. Für jedes S CM 
wird eine obere und untere Dichte durch D(8) = lim u,(8), D(S$) = lim u„(S) erklärt. Ist 
D(8) = D(S), so heißt der gemeinsame Wert die Dichte D(S). Die Beziehung ACBbe- 
deutet, daß 4A = B beschränkt ist. Besitzt jedes Maß u, beschränkten Träger, so gilt: 
1. Ist 4,C4,C4A,C---und lim D(4,) =4, lim D(A,) =6, so gibt es A mit 4,CA und 
D(4) =, D(4) =6. 2.Istv ein Maß auf X, das auf beschränkten Mengen endlich ist und ist 


4,C4,C +» eine Folge mit endlichen Maßen, so gibt es zu jedem ö>0 ein A mit A, 4: 
»(A) < 6. — Für eine (reellwertige) Funktion F (x), die auf X erklärt, meßbar und auf beschränk- 
ten Mengen beschränkt ist, wird ein Konvergenzbegriff f(x)—L (x — ©) erklärt durch 
If(&) -— L|<e für ale zeR, n> n.(e) mit Ru, —= X — K(n). Ein Summierungsverfahren 
wird erklärt durch (u) -lim f(x) = lim /Fdu,. Das Verfahren ist regulär. Als Anwendung 


>00 
von 1. folgt, daß f(x) bis auf eine Ms der Dichte Null gegen Z strebt, wenn (u) - lim f(x) = 
lim f(x) =L ist. Aus 2. folgt entsprechend, daß aus /Ir! dv < oo die Konvergenz von f(x) 
gegen Null bis auf eine Menge A mit »(A) <6ö [A = A(6), ö6 > 0 beliebig] sich ergibt. — Es 
werden einige spezielle Anwendungen auf unendliche Reihen, Fourierreihen, C\-Summierbar- 
keit u.a. besprochen. Als Anwendung des letzten Satzes folgt z. B, daß für eine Reihe mit 
> Ic„| < oo die Folge nc,—0 strebt bis auf eine Menge der logarithmischen Dichte Null. 
A. Peyerimhoft. 

Dubrovskij,. V. M.: Vollständig additive Mengenfunktionen und einige ihrer 
Anwendungen. (Autoreferat der Doktor-Dissertation.) Uspechi mat. Nauk 8, 
Nr. 2 (54), 172—174 (1953) [Russisch]. 

Goffman, Casper: Definition of the Lebesgue integral. Amer. math. Monthly 
60, 251—252 (1953). 

Isaaes, G. L.: M. Riesz’s mean value theorem for infinite integrals. J. London 
math. Soc. 28, 171—176 (1953). 

Es wird bewiesen, daß 
ie (= a) f(i) | = 80p ER 1“ (| —w)*1f(t) dt\ 

was, sp |ren, oa 

falls O0 <a <1, u<o ist und die Lebesgue-Integrale existieren. Dies ist ein 
Analogon der Ungleichung von M. Riesz [Acta Litt. Sci. Szeged 1, 114—116 (1923), 
vgl. auch S. Verblunsky, dies. Zbl. 1, 207 und W.L.C. Sargent, Proc. London 
math. Soe., II. Ser. 49, 227—240 (1946)] für unendliche Intervalle. Zum Beweis 
wird von den folgenden Lemmata Gebrauch gemacht: 


T 


1 
176). 


7) 


1 = - _ : 
1. m,(?x) = T@a)rTi-o) % 2-1) pp a) dv <a < 17 Wo, tw) 


[2] 


wächst von 0 bis 1, und f (7-2! m) dv ehr u 


[0} 


[00] 
- 1 _& ‚\x-1 Pi DER 
m. ——- t— u)e1if(t) dt = o[a!” (x — vr!) (V< X, x — 00). 
ee A | 
Zum Schluß werden noch Bemerkungen bezüglich L. S. Bosanquet’s 1. Lemmas 
[Proc. London math. Soc., II. Ser. 49, 40-62 (1945)] gemacht. J. Aczel. 


Lorch, Lee: Asymptotic expressions for some integrals which include certain 
Lebesgue and Fejer constants. Duke math. J. 20, 89—103 (1953). 


1 
Let g(t) be Lebesgue integrable over (0, x), of period x and such that JS (g(t)/t) dt exis 


f ah. ei Mo 
[ d=z je dt 


in some sense. Let m — 4 / g(t) d. Then + m log — 


0) 0 


= 


[| 


1 2x +1)1 | 
»4 (m g)} du+0(2), where 0 < r(&) = od) (E> ao), (Vz fo +) a4 


sint 
0 | 
fi 1 
1 Aupn E39 r 
Mr 1og + "71002 + logtan + F | Da _ 1 ln smarof)uee 
0 1 
+ gle+1t] 1 m 1 m Im 
where Oo <b<n, (2) — Frmnar el Sin? di - er log x 3 etz 708° H 


l - [6e) 


i | AU di e | {m — g(t)} dt + 07.) ‚as 2— ©, where 0<b<n and ( is Euler’s 
x 


Ka u 
0 1 ’ 
[ exp(-22P)g[2z+DN 
t 


1 
constant. The same asymptotie expression is valid for = 


0 
(0 < b). More precise results are given for the case when g(t)iseven. If g(t) = |sin f|, x integer 
and 5b =x/2, the integrals (1) are the ordinary Lebesgue constants and the integrals (2) the 
„„Lebesgue-constants‘‘ corresponding to the (E, 1)-summation of Fourier series; if g(f) — |sin t]?, 
the integrals (1) are certain constants considered by Fejer [J. reine angew. Math. 138, 22—55 
(1910)]. The proofs depend on some lemmas of ar, the following is typical: If g(t) is as above 
b 


and if f(t) is an integral, then f ft) (xt) dt = m f fit) dt + O(1/x) as 2 — oo. J. Horväth. 
0) 


Korenbljum, B. I.: Ein allgemeiner Tauberscher or für das Verhältnis von 
Funktionen. Uspechi mat. Nauk 8, Nr. 3 (55), 171—172 (1953) [Russisch ]. 

Korenbljum, B. I.: Ein allgemeiner Tauberscher Satz für das Verhältnis von 
Funktionen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 88, 745— 748 (1953) [Russisch]. 

The following theorem is proved: Let k(x) (0 < x=<00) be a non-negative 
funetion such that: (1) k(+0) > 0; (2) k(z) = o(x”) for x >00 where y > 0; 


oo 
(3) F 'k’(a)| (1 + a®) de < 00; (4) there is no fünetion s(t) bounded on each finite 
0 


00 
interval, such that s(x) O(z?7) for zoo, and {} k'(xzt) sit) dt = 0 
) 


( 
(0 <x<00). Let p(x) and yp(x) (0 < x < 00) be two non-deereasing functions 
such that: (a) lim p(®) = 00; (b) ply)/p(x) < (ya for z>a, and y>a. 


yoße en, 
Let PN Ü l E &ı l u 5 & £ . (2) 
et f(x) ie ni ) and g(®) J k (--) dy (£). I a n (Fa) = =.E; 
then Um (m(z p(2)) = 1. This theorem is a generalization of a theorem of 
Ke 1dyä En 5 Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 77, 11-14 (1951); Trudy mat. Inst. 
Steklov 38, 77—86 (1951)]. R. Sikor ski. 


Sengupta, H. M.: On a certain definite integral. Math. Student 20, 122-123 
(1953). 
l 
Auswertung von SAP (2) de. 
Paue, Christian: Öontributions a une theorie de la differentiation de fonetions 
@’intervalle sans hypothöse de Vitali. ©.r. Acad. Sei., Paris 236, 1937-1939 (1953). 
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‘Verf. befreit die Differentiationstheorie für additive Mengenfunktionen von der bisher stets 

| gemachten Voraussetzung, daß die benützte Ableitungsbasis eine starke Vitalische sein soll. 

_ Erreicht wird dies unter anderem dadurch, daß die Ableitung nicht durch „punktalen‘““ Grenz- 

_ übergang [d. h. als Limes eindeutig in jedem Punkt (in dem sie existiert)] definiert wird, sondern 
durch Grenzübergang „im Mittel‘, so daß eindeutig nur die Klasse der Ableitung modulo der 
Nullfunktionen definiert ist und damit dann eindeutig das Integral der Klasse (falls letztere sum- 
mierbar ist). Im einzelnen handelt es sich um folgendes: Bezeichnungen: Es seien R die 
Grundmenge, t das System der Teilmengen von R, ferner 3Cr ein Boolescher o-Verband mit 
R€3 und m|3 ein endliches Maß mit der in rt vollständigen Erweiterung m’|3‘, schließlich sei 
n bzw. n’ das o-Ideal der m- bzw. m’-Nullmengen. Gegeben sind ferner Einteilungen T = 
I.) mit R=J +: ++N, NEn und paarweise fremden J,€ 3, m(J,) >0. 
Das System dieser Einteilungen sei t und i das System aller J, dieinden T €t auftreten. Unter 
einem Komplex K= (J,,...,J,) wird jedes System von (endlich vielen) paarweise fremden 
J €i verstanden; speziell ist jedes 7 @t ein Komplex. Das System t wird zu einen gerichteten, 
bei einer der beiden folgenden Festsetzungen: Es ist 7’< 7”, wenn T” Unterteilung von 7’ 
ist, d.h. wenn jedes J’’€ T’ in einem J’€ T’ enthalten ist, oder wenn die Norm INNEN 
Max [m(J”) für alle J’< 7”] < N(T’); je nachdem heiße t U-gerichtet bzw. N -gerichtet. 
Zu fordern ist dabei, daß zu beliebigen 7, T, € t eine gemeinsame Unterteilung in t existiert; 
ferner, fallsdieN-Richtungverwendetwird, daß es T €t von beliebig kleiner Norm gibt. 
Es werde hier vorausgesetzt, daß 3 der in r kleinste Boolesche o-Verband über i ist, was auf 
Verengerung von m|3 hinausläuft. Ist fi eine reelle endliche Funktion, so setze man f(K) = If(J,). 


wenn K = (Jj,.:-,J„), und bezeichnet mit (U) [} bzw. (N) ft bzw. (U) ji usw. oder als 
oberes (unteres) (U)- bzw. (N)-Integral von f über R den oberen bzw. unteren Limes der 
Summen /(T) (für 7 €t) bezüglich der U- bzw. N-Richtungen von t; entsprechend wird das 
obere usw. Integral über ein J €i erklärt. Weiter heiße das obere (U)- bzw. (N)-Integral von 
/f| die (U)- bzw. (N)-Totalvariation V(f) von f und f von beschränkter (U)- bzw. (N)-Variation, 
wenn V(f) endlich ist. Haben oberes und unteres Integral von f gleichen endlichen Wert, so 
heißt? (U)- bzw. (N)-summierbar. Es heißt ftotalstetig, wenn |f(K)| < g, falls m(K)<ö(e), 
ferner singulär, wenn zu beliebigen e>0 und n>0 ein K=(J,...,J„) existiert derart, 
daß m(K) <e und V(f\(K)<n für jedes K’=(J!,...,J,), dessen J, fremd sind zu den 
JEK. Schließlich heißt fadditiv, wennaus J,=J/ +: :+J„+N mit NEn und paar- 
iweise fremden J, € i folgt f(J,) = Z HJ,). Für T = (J,, : . 3) EtseiD(z; }; T) = F(J,):m(J,) 
für z€J,. Es heiße f (U)- bzw. (N)-derivierbar, wenn ein m-summierbares p(x) existiert 
mit Im f ID(x; f: T) — p(z)| dm = 0, wobei der Limes auf die (U)- bzw. die (N)-Richtung von 
t bezogen wird . (Es ist nur mod n eindeutig bestimmt.) _ heiße (U)- bzw. (N)-Derivierte 
von f. — (I) Ist fli totalstetig, so existiert eine m’-summierbare Punktfunktion y(x) mit (U) [= 
[y dm’; und entsprechend für (U) / f. — (I) Ist fadditiv und von beschränkter (U)-Variation, 
so gibt es genau eine Darstellung f= f, + f,, wobei f, bzw. f,. singulär bzw. totalstetig ist; 
dabei gilt f, = i y dm’. — (111) Ein totalstetiges fji ist (U )-summierbar genau dann, wenn f 
(U)-derivierbar ist; für die (U)-Derivierte 9 von f gilt dann (v)/} — [p dm’. — (IV) Ist fi 
totalstetig, so fallen die Begriffe des (U)- und (N)-Integrals sowie der (U)- und (N)-Derivierten 
zusammen, wenn für jedes J € i und m-fast jedes « € i ein ö(@; J) > 0 existiert derart, daß J’c J, 
falls x €. J’ und m (.J’) < ö. — Im eingangs erwähnten, bisher betrachteten Falle läßt sich die (U)- 
bzw, (N)-Derivierte als punktweise definierte Ableitung im üblichen Sinne interpretieren. (Zusatz 
bei der Korrektur: Für den Beweis von (I) ist noch folgende Voraussetzung über das System t der 


Einteilungen erforderlich: Ist (J,,...,J,)Et und existieren 7, et mit TER oO EI ur 
derart, daß J,= Joı + :::+Jor, + Ne mit Jo, ET, Ne En so ist auch (J,,,-: Jr I: 
Jr +. Jır,) €t [Mitteilung von Herrn Krickeberg an Herrn Pauc)). Otto Haupt. 

ig 


Schubert, Horst: Zur Differenzierbarkeit der Abbildungen von Punktmengen 
des euklidischen Raumes. J. reine angew. Math. 191, 1—12 (1953). 

Es handelt sich um die Differenzierbarkeit im Stolzschen Sinne einer eindeutigen 
Abbildung g einer Menge ® des n-dimensionalen euklidischen Raumes I% in den 
Raum R”. Ist pim Punkte P, differenzierbar, so gibt es bekanntlich im allgemeinen 
mehrere lineare Abbildungen von Rr in R’”, die p in der Umgebung von P, in der 
gewünschten Weise approximieren. Hier wird nun diejenige unter ihnen als Ab- 
leitung von-p in P, bezeichnet, die alle Normalvektoren zu ® in P, auf den Null- 
vektor und damit AR” in den Tangentialraum von p(B) im Punkte o(P,) abbildet. 
Für die se eindeutig festgelegte Ableitung gelten die üblichen Rechenregeln, ins- 
besondere die Kettenregel bei einer zusammengesetzten Abbildung x(P) = y(p(P)), 
wenn der Definitionsbereich von ıy den Wertevorrat von p umfaßt. Die Differenzier- 
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barkeit der Inversen einer differenzierbaren Abbildung wird untersucht und auf die | 
kovariante Differentiation von Tensoren auf einer in R* eingebetteten Riemannsche 1 
Mannigfaltigkeit angewandt. Höhere Ableitungen lassen sich analog eindeutig de 
finieren ; die zweite Ableitung von p in P, ist z. B. im wesentlichen eine bilinea 
Abbildung von Rr in Am. Als Hilfsmittel in den Beweisen und zur Formulierung. 
von Differenzierbarkeitskriterien werden der Graph von p und sein Tangentialraum 
im Punkte {P,, P(P)) N wiederholt herangezogen ; dieser Graph ist die Menge der ge- 
ordneten Paare IP, p(P)} mit PEB (d.h. also @ selbst in der mengentheoretischen 
Definition einer Funktion; Anm. d. Ref.). K. Krickeberg. 


Babit, V. M.: Zur Frage der Fortsetzung von Funktionen. Uspechi mat. Nauk | 
8, Nr. 2 (54), 111—113 (1953) [Russisch]. 

Insbesondere Whitney (dies. Zbl. 8, 249) und später Hestenes (dies. Zbl. 
24, 386) haben die Frage nach der Fortsetzbarkeit differenzierbarer Funktionen 
mehrerer Veränderlicher untersucht. Verf. überträgt das Hauptergebnis von Whit- 
ney für die Funktionen der Klasse C? (vgl. dies. Zbl. 24, 386) auf die Funktionen der 
Klasse W!, deren sämtliche Ableitungen /!-ter Ordnung zur Klasse L? gehören. 
Umfassendere Resultate finden sich bei Nikolskij (dies. Zbl. 46, 61); vgl. auch das 
folgende Referat. L. Schmetterer. 


Dezin, A. A.: Zu den Einbettungssätzen und dem Problem der Fortsetzung von 
Funktionen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 88, 741—743 (1953) [Russisch]. 

x, y bezeichnen Punkte (%,,...,%,), (41: ---: 4.) des R,. Verf. ordnet der 
Klasse wi (vgl. vorsteh. Referat) auch für nichtganzzahliges l! einen Sinn zu. f(x) 
gehört in einem Gebiet @ des R, zu ig (G), y beliebig reell, wenn f zu wi; (= [y]) 
gehört und für die Ableitungen /-ter Ordnung für eine Konstante (© in leicht ver- 
ständlicher Bezeichnung gilt: fl fd (x + y) — FO (zx)|P er sc ler, j/=# 


für ze R,— 6. Verf. spricht eine Reihe von Sätzen für = Funktionen aus wi 


aus, wobei als wesentliches Hilfsmittel die Heranziehung der Funktion f(x, h) = 
1 aı+rh Ant+h 


(On fi .. x f(y) dv(h > 0) dient. Wir greifen zwei vom Verf. aufgestellte 
2 a—h —h 


Sätze heraus: 1. Sei fEW5(C, y<s1,y—n/p<0. Dann ist jew auf 
dem Durchschnitt von @ mit jeder (n — s)-dimensionalen Hyperebene mit | 
EP <y—n/p + (n— s)/g,9q> p. Gewissermaßen eine Umkehrung von 1. und 
damit einen Erweiterungssatz gibt 2.:@ liege in der durch t = 0 definierten Hyper- 


ebene des R, ,1(& 1 ++: 2, 8). @, sei das durch EG, 0 St < 1 gegebene Gebiet des 

R,,,. Dann gilt für y+1/p=+1, daß Ka, t)e W3*'/” (G,), wenn man fe W%(G), 

y <1 voraussetzt. Für % 1/p = erfüllt /(x,t) in @, die Bedingung 
I, + 1... + y„t+h- vr en | SC jr 

l Y|= Vy® r ++ y2+ h2]. Abgesehen von Andeutungen keine Beweise. Über- | 

haupt erscheint die Formulierung etwas knapp. Druckfehler: 8.724, 4.Z.v.u. 

lies n -- 1 statt n— 1. — Man vgl. übrigens Nikolskij, dies. Zbl. 43, 56. 


L. Schmetterer. 


Nikol'skij, 8. M.: Zweite Bemerkung über die Fortsetzung differenzierbarer | 
Funktionen von mehreren Veränderlichen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 88, | 
17—19 (1953) [Russisch ]. 

Verf. gibt Verschärfungen früher bewiesener Sätze an. Bezüglich der Bezeich- 
nungen vgl. dies. Zbl. 43, 56 und 46, 61. Es sei f= f(x,...,x,) eine Funktion 
der Klasse Ho n (M,..., M). Ferner werde die ganze Zahl m mitt 1< Ssm<ın 
vorgegeben. Ay +: » }, sei ein System von ganzen Zahlen, für das die Unglei- 
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n 7" da 
chungen 09 =r, (1- > rung > > > 1) >0 bestehen. Dann gehört die par- 
m+1 mr ’ a: 

tielle Ableitun He Amt „og 

als Funktion a an E ion Er a > Uns Em pa 2 En) FORM HI Mh 
R BO ES igen an For 0, ZUR Klasse 

Be K,...K), wobei R<cillil® +), ji” <edlylj” +: 

— Von diesem Satz gilt auch eine Umkehrung als Verschärfung des im Zbl. 46, 61 

zitierten Ergebnisses. NarThimmı 

Amanov, T.I.: Zum Einbettungssatz für differenzierbare Funktionen von 
mehreren Veränderlichen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 88, 5-8 (1953) 
[Russisch]. 

Die Arbeit enthält Ergänzungen und Beispiele zur Theorie von Nikol’skij 
über ganze Funktionen endlicher re von reellen Veränderlichen, vgl. dies. 
Zbl. 43, 56, 46. 61 und vorstehendes Belforat, W. Thimm. 

Platone, Giulio: Proprietä di simmetria che si trasmettono per derivazione e 
integrazione. Archimede 5, 56—59 (1953). 

Spiegel, M. R.: Some interesting series resulting from a certain Maclaurin 
expansion. Amer. math. Monthly 60, 243—247 (1953). 

Nosarzewska, M.: On uniform convergence in some classes of funetions. Funda- 
menta Math. 39, 38—52 (1953). 

L’A. cherche ä determiner des classes de fonctions reelles definies sur un inter- 
valle ouvert telles que la convergence simple ou une convergence plus faible, qu’il 
appelle approximation ponctuelle, d’une suite en entraine la convergence presque 
uniforme sur /. L’approximation ponctuelle est ainsi definie: e et n &tant donnes, 
il existe N tel que l’ensemble E(e, n) = {x; |f,(x) — f(x)| <e} pour tout n > N soit 
n-dense sur /, c’est-a-dire qu’& tout point x,€ /, on peut associer un z&€ E(e,n) 
tel que |e— x2,| <n. — L’A. montre que la propriete a lieu pour les fonctions 
monotones, les fonctions convexes gen6ralisees au sens de Beckenbach (ce Zbl. 
16, 352), les fonctions possedant une difference p® positive, mais n’a pas lieu pour 
les fonctions sous-harmoniques. A. Revuz. 

Eggleston, H. G.: Some remarks on uniform convergence. Proc. Edinburgh 
math. Soc., Ser. II 10, 45—52 (1953). 

From a general topological theorem a sequence of theorems is derived including 
tests by Buchanan and Hildebrandt [Ann. of Math., II. Ser. 9, 123—126 (1908)], 
the reviewer (this Zbl. 38, 207), and Bendixson concerning the uniform convergence 
of a sequence of real functions of one variable. Generalizations to more variables 
are also considered. F. A. Behrend. 

Marx, Imanuel and George Piranian: Lipschitz functions of continuous fune- 
tions. Paecifie J. Math. 3, 447—459 (1953). 

f(t) etant une aaa continue reelle, les AA. introduisent les fonctions 
&(t,f) = ur inf [log |f(t + h) — f(t)|| /!og |r| (qui est la valeur separant les « pour 


lesquels lim sup [f(t + h) — f(t)]/|h|* est 0 de ceux pour lesquels elle est + oo) 
et Pit, Pe z lim Bit, h, f) avec Bit, h, f) borne superieure des nombres ß tels que 


If) — el t’—t’)B soit borne pour t—h<t’<t’' <t+h et cherchent ä 
les Be at, ; est la limite införieure d’une suite de fonctions continues, 
et si la a Fe a(t) verifie «(t) = al &„(t) oü les «,(t) sont continues et 


comprises ar 0 et 1, il existe une an continue f(t) telle que «(t) = «ft, f). 
Pour £(trf), on a les resultats suivants: 1° A(t, f) est semi-continue inferieurement, 
2° pour ER t, on aou 0 <Pßlt,f) <1 ou ß(t,f)= +, 3° ensemble des t 
ou ßlt,f) #00 est parfait. 4° Si ß(t) est une fonction semi-continue inferieurement 
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comprise entre 0 et 1, il existe une fonetion continue strietement croissante f(f) telle 
que Pt) = Pit, f). A. Revwun. 

Orliez, W.: Sur les fonetions satisfaisant A une condition de Lipschitz en: | | 
(II). Studia math. 13, 69—82 (1953). 

Pour la I®re pte v. ce Zbl. 36,317.— L’A. recherche s’il existe des fonetions satin 
faisant A des conditions de Lipschitz et ayant presque partout une derivee approxi- | 
mative infinie. Le r6sultat essentiel est le suivant: Si »(h) et &,(h) sont deux fonc- 
tions non-de6eroissantes de h (0 <h <<!) ne s’annulant que pour h = et tendant vers 


h | 
avec h,et si y(h) = sup (k/o(k), O<k<ch), la condition (x) Me (Rh) y(h)=0 


est nöcessaire et suffisante pour qu’il existe une fonetion poss@dant les - propri- 
tes: (a) pour tout , f(x + Ah) — fz)| < M w(|h)), |h| < I (b) presque partout 


limap W En : = — 00. D’autre part, remarquant que l’ensemble des fonctions 
t>a Pı 

f(x) periodiques de periode /, satisfaisant A a) (M döpendant de f) peut @tre muni 
de la norme ||f|| = sup |f(x)| + sup I) — Mao) qui en fait un espace de 


= oz —ı% ) 
Banach 2”, sous-espace de l’öpn C des fonetions eontinues de periode !, I’A. 
demontre les deux 6enonees: 1°) Si (x) est satisfaite, (b) l’est sur L® & l’exception 
d’un ensemble de 1®° categorie sur L®. 2°) Si w, est fixee, toutes les foncetions de 
A l’exception d’un ensemble de 1° categorie satisfont b). A. Revuz. 
Lalaguö, Pierre: Classes de fonetions indefiniment derivables sommes de 
series de Fourier lacunaires. ©. r. Acad. Sei., Paris 236, 857—889 (1953). 
Soit {M,} une suite de nombres positifs tels que ‚im M „\" = oo et soit E une 


suite eroissante de nombres reels 4,, tels que A, >1, gr — 00. (CE {M,} est la classe 
des fonetions f(x) indefiniment derivables, BE N sous la forme 
f(x) Int 5 (a,, cosA,x + b,, sin}, ®) 


et verifiant nu MM, ( —= 1,2,,...). L’A. enonce des th&oremes qui 
gen6ralisent des r6sultats de Mandelbrojt [Analytie functions and classes of 
infinitely differentiable functions, Rice Inst. Pamphlet 29, no. 1, 142 p. (1942)] 
concernant les ‚‚classes trigonom6triques‘‘ qui eorrespondent au cas ol E est la suite 


de tous les entiers positifs. Posons T7(r) = borne /M,, ME = borne ArT(A,). 


nz1 


C# {M „} contient avec tout f(x) aussi f(x)sietseulement si (*) lim (ME_ ae) < 00 
n> 


(ef. loe. eit., p. 62) ou, d’une maniere Keie si et sonlement si lim (log A,)* - 


log T(},) > 0 (ef. loe. eit., p. 60). Si (*) est verifie pour une des deux oinaDsn CE{M, 
et OEIM/}, alors CHIM,}CC#F{M/} si et seulement si Er =O(M/Yr) (cf 


loc. .p- 68). CF IM „} est quasi-analytique si et seulement si Z (ME|ME,)=o0; 
R— 

Finalement ’A. enonce aussi un th6or&me de quasi-analytieite ou intervient l’exposant 

de convergence de K#. J. Horvath. 


Kahane, Jean-Pierre: (uasi-analytieit6 des fonetions moyenne-p6riodiques. 
C. r. Acad. Sei., Paris 236, 569—571 (1953). 

L’A. annonce que l’introduetion d’une eertaine ‚„transform6de de Fourier‘‘ com- 
plexe permet d’obtenir rapidement la theorie des fonetions moyenne-p6riodiques, 
developpee par L. Schwartz (ce Zbl. 30, 150). Ensuite l’A. &nonce quelques th6o- 
remes de quasi-analytieit6 pour les fonetions moyenne-p6riodiques dont le spectre 
est contenu dans une suite donnde de nombres eomplexes. Ces th&oremes sont en 
relation 6troite avec des r6ösultats de Levinson, Mandelbrojt, Levine et Lef- 
schetz (ef. Levin, ce Zbl. 36, 55), Lalagu& et I’A. Iui-m&me (ce Zbl. 38, 46). 


J. Horvath. 
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Fan, Ky: Minimax theorems. Proc. nat. Acad. Sci. USA 39, 42—47 (1953). 


Für das in der Theorie der Zwei-Personen-Spiele wichtige Minimax-Theorem von J. v. 
Neumann werden Beweise zu drei Varianten gegeben, in welchen auf die bei den bisherigen 
Formulierungen dieses Satzes vorausgesetzte Linearität der zu Grunde liegenden Räume (von 
J. Ville, A. Wald, S. Karlin, H. Kneser, K. Fan) verzichtet werden kann; als Ersatz treten 
gewisse (1) Monotonie-, (2) Konvexitäts- oder (3) Zerlegungsstetigkeits-(Fastperiodizitäts-) 
Eigenschaften der fraglichen reellen Funktion f auf, welche auf dem Produkt X x Y der Mengen X 
und Y erklärt ist. (1) Es seien X, Y kompakte Hausdorffsche Räume, f bei festem y aus Y auf X 
halbstetig nach unten, bei festem «aus X auf Y halbstetig nach oben. Für (1’) min max f(x, y)= 

vEeX yey 


e> ee f(x, y) ist folgende Monotonieeigenschaft notwendig und hinreichend: Zu je zwei 
Ye€e ze 


endlichen Teilmengen X’ bzw. Y’ von X bzw. Y gibt es ein a, aus X und y, aus Y mit 
zo: Y) S fx, Y) für alle x aus X’ und y aus Y’. Insbesondere gilt (1), wenn f|X x Y konvex 
aufX[d.h.zu 2,%<NX,2,%g=0 mit n+xX2—=1 gibt es ein z,EX, so daß f(x„y)< 
Xı Hz Y) + X2f(&, Y) für alle yeY] und X x Y konkav auf Y ist. (2) Es sei X wie in (1), 
Y eine beliebige Menge, f|X x Y bei festem y aus Y auf X nach unten halbstetig, ferner sei f 
konvex auf X und konkav auf Y. Dann gilt min sup f(x, y) = sup min f(z, y). (3) Es sei 
zeX yeY yeY zeX 
IX x Y beschränkt und in Y zerlegungsstetig (right almost periodic), d. h. zu > 0 gibt es 
eine endliche Überdeckung Y=Y, UV .--uvY,, so daß |f(z, y’) — f(x, y’)| <e für alle xe X 
und y’, y’’, sofern sie zum selben Y,, gehören. [Alsdann ist f auch in X zerlegungsstetig (left 
almost periodie).] Mit dieser Eigenschaft von fgilt (3°) inf sup f(z,y)= sup inf f(z,y) dann 
zweX yeY yer zeX 

und nur dann, wenn es zu jedem e > (0) und je zwei endlichen Teilmengen X’ bzw. Y’ von X 
bzw. Y ein z2,€ X und 4, € Y gibt, so daß |f(x,, 4) — f(x, y)| S e für x € X’ und y € Y”. Insbe- 
sondere gilt (3’), wenn f auf X konvex und auf Y konkav ist. G. Aumann. 


Allgemeine Reihenlehre 


Gareia Pradillo, Julio: Beziehung zwischen dem gewöhnlichen und dem ite- 
rierten Limes einer Doppelfolge. Gac. mat., Madrid 5, 8—10 (1953) [Spanisch]. 

Norris, M. J.: Some necessary conditions for convergence of infinite series 
and improper integrals.. Amer. math. Monthly 60, 96—97 (1953). 

Mo>yer, Burnett: On the convergence of alternating double series. Amer. math. 
Monthly 60, 402—404 (1953). 

Kadee, M. I.: Über eine Eigenschaft der Vektorpolygone im z-dimensionalen 
Raum. Uspechi mat. Nauk 8, Nr. 1 (53), 139—143 (1953) [Russisch]. 

Verf. beweist den bekannten Satz, daß der Konvergenzbereich einer bedingt 
konvergenten Summe von Vektoren des R, bei Umordnung der Reihe ein Teilraum 
des R, ist, dadurch, daß er sich auf folgenden Satz stützt: Gegeben seien N Vektoren 
des R,, deren einzelne Längen nicht größer als 1 und deren Summe gleich 0 ist. 
dann kann man sie so anordnen, daß die N Partialsummen alle <K,, sind, wobei 
K,„ nur von n abhängt. W. Burau. 

Vermes, P.: Note on y-matrices effieient at an isolated point. Proc. Edinburgh 
math. Soe., Ser. II 10, 11—12 (1953). 

Zamansky, Mare: Sur les series divergentes. ©. r. Acad. Sci., Paris 236, 2291 — 
2293 (1953). 

Two classes X and B of regular Toeplitz summation methods for a series U 
are given. If ae X and bEB then boa denotes the method obtained by applying 
b to the transforms of U bya. Suppose now that a linear functional 7 with uniqueness 
theorem and simple algebraie properties, like T(boa) = T(b) T(a), exists. Then 
there exists a subelass X, of A such that the convergence of a implies that of any 
method-of X,. Several examples of this „comparison principle‘ are known. Thus 
in the case of Hausdorff methods 9 one takes Y=B8= 9 and T as the Mellin 
transform‘ of the generating moment function. 'The principle is now applied to 
Nörlun,d methods and related summations. W. W. Rogosinski. 

Martin, €. F.: A hrief proof of a theorem on 7-transformations. Amer. math. 
Monthly 60, 29—30 (1953). 
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Es wird ein sehr einfacher Beweis für den bekannten Satz gegeben, daß es stets 
eine T-Matrix gibt, die eine vorgegebene Folge x, zu einem beliebigen x mi 
lim x,< x <lim x, limitiert. @. Köthe. 

Jackson, Frederick H.: Inclusion theorems for summability matrices of va- 
riable dilution. Indagationes math. 15, 52—62 (1953) — Nederl. Akad. Wet., Proc. 
Ser. A 56, 52—62 (1953). | 

Anknüpfend an frühere Arbeiten des Verf. (insbes. dies. Zbl. 46, 290) werden 
besondere Arten von Dilutionen, ausgeübt auf normale Matrizen (d.h.hier 
db, = 0 für k>n, b,„ + 0) behandelt, und zwar solche, die durch I =b3 
fürk=1,2,..,.09 =0 füris )„ (A, natürliche Zahlen) erklärt sind. Es werden 
Bedingungen angegeben, unter denen die Dilution zurVergrößerung des Konvergenz- 
feldes führt. Anwendungen auf die (C, r)-Verfahren ; Zusammenhänge mit Ergeb- 
nissen von J. Mollerup [Danske Vid. Selsk., mat.-fys. Medd.3, No. 8 (1920)] und 
R. P. Agnew (dies. Zbl. 5, 62). Robert Schmidt. 


Jurkat, Wolfgang: Über Rieszsche Mittel und verwandte Klassen von Matrix- 
transformationen. Math. Z. 57, 353—394 (1953). 

In zwei vorangehenden Arbeiten behandelten Verf. und Ref. (dies. Zbl. 44, 63; 
47, 64) Matrixverfahren, welche einen gewissen Mittelwertsatz erfüllen. Die Er- 
gebnisse konnten u. a. angewandt werden auf die Verfahren von Cesäro und Riesz, 
allerdings nur für Indizes zwischen 0 und 1. Verf. überträgt einen Teil der bisherigen 
Ergebnisse auf eine allgemeinere Klasse von Matrixtransformationen, so daß z. B. 
bei den obigen Verfahren die Einschränkung über den Index wegfällt. Die behandelte 
Klasse von Transformationen kann ganz grob als Iteration der Verfahren mit Mittel- 
wertsatz beschrieben werden. Sie enthält die Rieszschen Verfahren mit beliebigem 
Index; Verf. zeigt nämlich, daß die Rieszschen Verfahren mit gewissen Matrix- 
verfahren dieser Klasse äquivalent sind. Als Spezialfall ergibt sich daraus der Aqui- 
valenzsatz von Riesz. 


Essei =k+6, wo kZz0 ganzund O<öSI1 istund}, (n = 0,1,...) eine Zahlen- 
folge mit 0S A, < Ant, > ©o (n— oo). Nach Vorgabe einer Reihe Ya, sei für 


n n n 
„H<osum n= Fa: Alo)= Flo -A”a,= EZ Aw- A)", 


v=( v0 „= (0 
1 | n Aa — A 
0 - i 5% a ARE N, ie ? Palpetant ie JR 
nr k+1!/(6+ 1), I, (Antı = A) Am 


n—v+k—1 


SH 


n 
Im Spezialfall A, — n ist 0% = = ( 
A) 


)® Es gilt nun der folgende Äqui- 


"n Anti e Mi 
Er > An I [ / , außerdem für nicht ganzzahliges 
n n 


»=k--ö, |4A,| monoton, n]. 14,|° /. Dann sind die Konvergenzaussagen A*(o) = o(1) n,, 
(An <@®S Ay) und 0% = o(l)n,„ äquivalent. Für n, darf #X,, gewählt werden. Im Falle 
}„ = n sind die Konvergenzaussagen (7) = o(l)n, und 8% = o(1) n„ äquivalent und daraus 
folgt der Aquivalenzsatz von Riesz. — Der Beweis des allgemeinen Äquivalenzsatzes beruht 
wesentlich auf einer Erweiterung des Konvexitätssatzes von Riesz (die in diesem Satz auf- 
tretenden Liouville-Integrale dürfen sogar gegen Null streben mit einer gewissen Geschwindig- 
keit). — Im folgenden Teil der Arbeit werden Größenbeschränkungen, Konvergenzfaktoren und 
Vergleichssätze für Matrixtransformationen behandelt. Für eine Dreiecksmatrix A gilt M(A), 
ek, | n’ | 
wenn M: | = Ay SK| Na,,s,| (Osn’<nsm) ist für jede Folge {s,} und passen- 
’ v 0 | 


des n’. Nach einem früheren Ergebnis folgt bei normalen Matrizen aus M(A) und Sp, (A) (d.h. 


valenzsatz: Es sei 0 <,,1 ©, 


n 
a,>0 fürn, v=0,1,...), daß o,= on.) (0, _— = Im 5,5 Nm, ) Stets 5, = 0(7,) 1/ayn 
y_ 


nv 


. » r N 
nach sich zieht. Verf. betrachtet statt s, allgemeiner eine B-Transformierte (= PH s) 
" y=( 
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und zeigt, daß die genaue Größenbeschränkung von, (also die genaue Größenbeschränkung von A 
nach B) gegeben wird durch 7, = 0(n,) b,„/@,, falls (von unwesentlichen Voraussetzungen abge- 
sehen) 5,,/a,, monoton in » wächst und W(A) gilt. Durch Einschaltung mehrerer Matrizen zwi- 
schen A und B kann in gewissen Fällen die Voraussetzung M(A) beseitigt werden und es läßtssich, 
grob gesagt, die genaue Größenbeschränkung von A [ohne MW (A)]nach allen schwächeren Matrizen 
Bbestimmen. Als Anwendung werden u. a. die Mittel C% untersucht. — Ist A eine normale Matrix 
mit Sp,(A), so sind notwendig dafür, daß aus o, — 0(n,) (nn 1) stets die Konvergenz von 
00 
= s,&, folgt, die Bedingungen ,= NVa,a, mit El m|<o und „—O (—) Dan: 
n=»v B n 
Gilt M(A). so sind die e, Konvergenzfaktoren. Ist C = AB, sokann man versuchen, Konvergenz- 
faktoren für C aus den Konvergenzfaktoren für A und B zusammenzusetzen. Als notwendige 
[00} 
Bedingungen für O-Konvergenzfaktoren y, ergeben sich y, = N :,b,, mit A-Konvergenz- 
k=» 
faktoren -, und y„ = O(1/n,) Cnn- Für gewisse Verfahren sind diese Bedingungen auch hin- 
reichend für C-Konvergenzfaktoren. Durch passende Wahl der &, ergeben sich einfache hin- 
reichende Bedingungen für C-Konvergenzfaktoren. Dieselben Überlegungen werden durchge- 
führt für Faktoren e,, welche summierbare Reihen &'a, in konvergente Reihen Fa, &, über- 
führen. Als Spezialfall gibt Verf. die Konvergenzfaktoren für die Risszschen Mittel an. Die 
Untersuchungen über Vergleichssätze gehen aus von der Tatsache, daß aus o(B) Co(A) [d.h. 
aus 7, — o(1) folgt o„ = o(1)] für jede normale Transformation C auch o(BC)C o(AC) folgt. 
Verf. gibt durch Kombination dieses Sachverhaltes mit früheren Vergleichssätzen der Form 
o(B)Zo(A), bei denen im wesentlichen M(2) und die Monotonie von a,,/b,, vorausgesetzt 


war, allgemeine Vergleichssätze an [bei denen M(B) nicht gefordert wird]. Als Anwendung 
werden Matrixtransformationen behandelt, die nicht schwächer als Rieszsche Mittel sind, ferner 
die „theorems of consistency‘‘ bei Rieszschen Mitteln. Schließlich läßt sich aus diesen Über- 


legungen auch einsehen, warum bei der Definition der 0, die Faktoren (A,,.., —A,)/(A,,, —A,) 
eingeführt wurden, so daß die C# nicht direkte Iterationen der bewichteten arithmetischen 
Mittel sind; für gewöhnliche Iterationen läßt sich kein entsprechend allgemeiner Äquivalenz- 
satz beweisen. A. Peyerimhoff. 
Jurkat, Wolfgang und Alexander Peyerimhofi: Summierbarkeitsfaktoren. 


Math. Z. 58, 186—203 (1953). 

Bestimmung der Faktoren &,, die jede A-summierbare Reihe 2a, in eine 
B-summierbare Reihe 2a, e, überführen, für den Fall, daß das Verfahren A einem 
„Mittelwertsatz‘‘ genügt und Bin gewissem Sinn mit A „verwandt“ ist. Vgl. Verf., 
dies. Zbl. 47, 64, wo der Fall B= A behandelt wird. K. Zeller. 

Peyerimhoff, A.: Untersuchungen über absolute Summierbarkeit. Math. Z. 57, 
265—290 (1953). 

Das Nullwirkfeld %W, des Matrixverfahrens A besteht aus den s, mit 


= 55 Q@,,5.—> 0. Bei a, +0 ist W, nach Mazur ein Banachraum. A. Wi- 
Be Disc int. Math. Congr. Cambridge 1950, Bd. 1 (1950) und dies. Zbl. 47, 
300] und Ref. [Diss. Tübingen 1950, Math. Z. 53, 463—487, 55, 55—70 (1951); 
s. a. Knopp, Rend. mat. e. appl., V. Ser. 11, 1—30 (1952)] untersuchten Null- 
wirkfelder, in denen die e,={0,...,0,1,0,...} (1 an k-ter Stelle) eine Basis 
bilden. In einem solchen W, besteht eine eineindeutige Beziehung zwischen stetigen 
Linearformen und Konvergenzfaktoren e, (Def.: X e,s, konvergiert für {s}E W)- 
Die darauf beruhenden Anwendungen auf Konvergenzfaktoren hat Verf. ausgebaut 
(dies. Zbl. 44, 64). Er überträgt nun seine Ergebnisse auf absolute Summierbarkeit, 
d.h. betrachtet die Menge |X|, der {s,}€EW, mit &|o„—0,„.,| < oo. Das Wich- 
tigste ist die Feststellung der Basiseigenschaft bei gewissen |A|,, was mit Hilfe der 
Abschätzungen S. 276—278 geschieht. Anwendungen auf bewichtete Mittel und 
gewisse Nörlundverfahren (u.a. Ko BE ey K. Zeller. 

Evans, Arwel: The application of complex variable methods to Tauberian 
theorems., J. London math. Soc. 28, 94—102 (1953). 


[0,0] 
Ist E(2) = 2 f et s(t) dt konvergent für R2>0 und strebt (1) F(2) > s 
Ö 
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für reelles 2 + 0, so strebt s(t) > s für too, falls s(t) langsam oszillie 
Bei diesem bekannten Tauber-Satz kann man (1) abschwächen zu F(z,) > 


wenn 2, eine Folge komplexer Zahlen mit |z,| > 0, |2,41/2,.| > 1; lim jarg 2,| : 
n 


& <n/2 ist (H. Delange, dies. Zbl. 32, 60). Verf. zeigt, wie man eine auf den 


Montelschen Satz beruhende funktionentheoretische Überlegung zum Beweis der- 

artiger Verallgemeinerungen benützen kann. Die Methode wird illustriert durch 

Beweis der folgenden Umkehrsätze des Abelschen bzw. Borelschen Verfahrens. 

Theorem 2: Sei s(t)in 0<t <oo meßbar und beschränkt und strebe F(z,) > s 
T 


(F und z, wie oben); dann strebt .T-1 u s()dt>s für Too. Theorem 3: Sei | 
0 4 


oo m : E| 

a = O(1/Yn) und strebe &”n N An —>s für eine Folge z, mit R2,>0, 
= m=0 a: | 
a<g3,<sb >, Rau Rz>0 (An=mt+tan;a,b reelld 
oo | 


Konstante. a <b); dann ist Na, = s. W. Meyer-König. 
D 


Meyer-König, Werner: Bemerkung zu einem Lückenumkehrsatz von H. R. 
Pitt. Math. Z. 57, 351—352 (1953). E 

Eine Lückenreihe 2a, mit a,=0 für n#4, Ad, >41 V), ist kon- 
vergent, wenn sie entweder Borel-summierbar ist und a,= O(x") mit einem 
x >1 genügt, oder wenn sie E, (Euler)-summierbar ist. Beim Beweis wird der 
Fabrysche Lückensatz und ein Ergebnis von Pitt (dies. Zbl. 19, 109) verwendet. 


Vgl. Erdös (dies. Zbl. 47, 301). K. Zeller. 
Fain, Bill W.: Evaluation of certain classes of infinite numerical series in 
elosed form. Math. Mag. 26, 121—126 (1953). r 


Durch Produktbildung zweier Fourierreihen werden Reihen wie z.B. 
oo 00 
5 In(k +n)]"! oder 5 [n(k+n)]]? (k=1,2,...) 
n=1 n=1 
ausgewertet. Bekanntlich läßt sich dies auch durch elementare Methoden (Zerlegung 
der Summanden in Partialbrüche) erreichen. D. Gaier. 
Williams, 6. T.: A new method of evaluating &(2 n). Amer. math. Monthly 
60, 19—25 (1953). 
Für die Riemannsche Zetafunktion £(s) und die eng damit zusammenhängende 


00 1 
A} 14 S m by PER. 
Funktion &(s) ER ) @vy+ij 


Er Pe" 


werden die drei Beziehungen hergeleitet: 


I) &(2) &(2n — 2) + C(4) E(2n —4) +: - + L(2n — 2) L(2) = (n + 4) £(2n). 
n=2,3,4,..., 
1\ © 1 
9, £(93) &(9 Lee E = Brut 3 En 
II) E)ER@n—1) + EB)ERn— 3): + En — 1)E(1) (n n) Zu 
N Id Duke 
II) nö(n +1) — [£(2) £(n — 1) + £8) &(n - 2) +: -+L(n—1)£2)] 
en ii u 1 a 
> alltgt 4 |; r=38%.:. 


Der Beweis erfolgt durch elementare Umformungen der die Funktionen definierenden 
Reihen. Mit den neuen Formeln kann eine Reihe bekannter Tatsachen hergeleitet 
werden, u. a. die Bernoullischen und Eulerschen Zahlen mit Rekursionsformeln. 


H. Unger. 
Approximation und Reihendarstellung reeller Funktionen: 


Targonszky, G. I.: Darstellung von Funktionen durch Kettenreihen. Publ. 
math. Debrecen 2, 286—289 (1953). 


Mit sehr elementaren Methoden wird gezeigt, daß eine reelle, streng zunehmende 


69 
und differenzierbare Eunkion f(x) mit (0) — 0 und |f(x)| > je] (für x + 0) 
durch die Reihe f(x) = = Se erfaßt wird; dabei ist g(x) = f, [f(&) — 2] 


und die g,(x) sind die Tericren von g(2):9(%) = 8 9,(2) = glm-ı(® Yals2,) 
Aus diesem Satz folgt leicht: In demjenigen Intervall um x = 0, in dem die stetig 
differenzierbare und) streng monotone el f(x) mit (0) +0 gegeben ist, 


* kann f(x) durch die Reihe f(x) = f(0) + Er EG „(%) dargestellt werden, wobei 


‚p eine Konstante mit |p| > Max |x/[f(x) (| und sign (p) = sign [f’(0)] ist, 
und die @,(x) die Iterierten der a Ra ol = f{ „[f(x) — xz/pl--sind. Ausge- 
führte Beispiele: log (x +1) und aresin x. H. Töpfer. 


Natanson, I. P.: Über die Konvergenz gewisser Interpolationsprozesse für Funk- 
tionen von zwei Argumenten. Mat. Sbornik, n. Ser. 33 (75), 219—232 (1953) [Rus- 
sisch ]. 

f(x, y) bedeute eine beliebige Funktion, die in der ganzen Ebene gegeben 
ist und in jedem ihrer Argumente die Periode 27x hat. Es sei 


(en + 1) (9 — 2%) Em +d 9) 


2n 2m x, yım)) sin 


2 2 
i=0 k=0 (2n + 1) (2m + 1) sin —- sin 5 


mit 2" = 2in/(@n +1), y = 2kn/(2 m + 1). Verf. beweist mehrere Sätze, 
die hinreichende Bedingungen dafür enthalten, daß für einen festen Punkt x,, %, die 
Gleichung lim T,, „ (2: Y0) = f(%: 4) besteht. W. Schulz. 


Nn—>X0 
m— 00 


Motzkin, T. S. and J. L. Walsh: On the derivative of a polynomial and Ühe- 
byshev approximation. Proc. Amer. math. Soc. 4, 76—87 (1953). 

Das normierte Polynom (rn — 1)-ten Grades, das auf einer Menge von n Punkten 
im Tschebyscheffschen Sinne mit gegebenen positiven Gewichten die Null am besten 
approximiert, wird explizit aufgestellt und erweist sich als identisch mit der Lösung 
eines geeigneten Interpolationsproblems. Eine Anzahl weiterer Approximations- 
aufgaben, die sich auf diesen Fall zurückführen lassen, werden behandelt und ihre 
Lösungen bzgl. Lage der Nullstellen und Funktionswerte an den Approximations- 
stellen diskutiert. H. Tietz. 

Selfridge, R. G.: Approximations with least maximum error. Pacifie J. Math. 
3, 247—255 (1953). 

Gesucht wird eine Funktion g(x) der Form alk« ES, 3 a, =), wo Qund K 

a 
Ban Funktionen und die p, eine Folge positiver ganzer Zahlen sind, 0 = Po< 
Pı<:*'"<P„ so daß der absolute Betrag der maximalen Abweichung von einer 
en Funktion f(x) [m < f(x) < M] in einem abgeschlossenen Intervall [«, b] 
ein Minimum wird. Dabei soll Q eine inverse Funktion P(y) mit stetiger erster 
Ableitung haben, die im Intervall [m — HE,, M + HE,) von Null verschieden 
E,= max ia—s@l wo h(x) stetig in [a5] ist, dort nicht null wird 
cd asısb [Ih (2)] 

und sein absoluter Betrag den Maximalwert H hat. In der Praxis wird h(x) gleich 
1 oder gleich f(x) gesetzt, um den absoluten bzw. relativen Unterschied von f(x) 
und 9 (x) zu erhalten. Bewiesen wird, daß g(x) in [a,b] die beste Näherung ist, 
wenn a) aa n + 2 Extremwerte e,=e(x,) hat, so daß 2,< 2%,» 
e,=1t,@pund {,= +1 ist und b) die Werte (— 1)’, h(x, ) AZIK (® ) alle von Null 
verschieden und alle positiv oder alle negativ sind. An ist eine dur n die 2,(j=#?) 
bestimmte (n + 1)-reihige, positiv definite Diane Zur approximativen Be- 


ist. 


m | I 


stimmung von g(x) wird ein ziemlich umständliches Iterationsverfahren angegeben, 
dessen Konvergenz nicht allgemein bewiesen wird. Fr.-A. Willers. 
Ljusternik, L. A.: Über die Polynomapproximation von Funktionen, die auf 
der ganzen Ebene vorgegeben sind. Uspechi mat. Nauk 8, Nr. 1 (53), 161—164 (19535 \ 
[Russisch]. Ä 
L’A. etend aux fonetions de n variables r&elles un th&oreme d’approximatio 
polynomiale de S. Bernstein [ef. Oeuvres t. 1 (Moscou 1950), p. 277— 284]. Enone6 
pourn=2 (avec M(r, f) = max f(r eos g, rsin p)): Soit, pour un nombre positif c, 


Q, l’espace des fonctions continues r(z, y) telles que M (r, f) e“” —0 quand r—o0o, 
cet espace 6tant muni de la norme ||f|| = max {|f(r cos p, r sin p)| e“"}; ensemble 
1, 


des polynomes en x et y est dense dans (@,. @G. Bourion. 
Butzer, P. L.: On two-dimensional Bernstein polynomials. Canadian J. Math 
5, 107—113 (1953). | 
Soit f(x, y) une fonetion definie dans le care QIW<r<I1, O<y<i} 
) w (1 — u)", 


et P(x,%,) un point interieur de Q. Posons P,,„(u) = = 


U<Syn, et 
Ban Y) — P3 3 (£, —) Pu,m(%) Pr,n(Y)- 


p=0v=0 
L’A. d&montre que, lorsque la difförentielle totale d?f au point P existe et les indices 
m et n tendent vers l’infini de maniere que les quotients m/n et n/m restent born6s, 
on a au point P 


0 aD 


lim ———B %,y) = — — f(z, y), 0< j 
m,n oo 0a" OyP"* mn (9 y) N y) Ip F. Leja. 


Bernstejn, S. N.: Notwendige und hinreichende Bedingungen dafür, daß eine 
gerade, nicht abnehmende Funktion eine Gewichtsfunktion ist. Doklady Akad. Nauk 
SSSR, n. Ser. 88, 589—592 (1953) [Russisch]. 

Zur Definition vgl. BernStejn (dies. Zbl. 42, 72). Es seien Y(x) > 0 die fragliche 
Funktion, R,(x) ein beliebiges gerades Polynom des beliebigen Grades n, das den 
Ungleichungen |R,(z)| < (x), R,(0) Ze (0) mit 0OSc< 1genügt, &%, + ißin 
die Nullstellen dieses Polynoms. Die Bedingung besteht darin, daß die über die 
von Null verschiedenen Nullstellen mitnicht-negativem Imaginärteil erstreckte Summe 
I Banl(adn + Bin) die obere Grenze unendlich hat. An die Stelle der Summe kann 


{0,0} 
auch das Integral f log |R,(&)/R,(0)| @° dx treten. W. Hahn. 
0 


Makai, E.: On systems of polynomials orthogonal in two intervals. Publ. 
math., Debrecen 2, 222—228 (1953). 

Le 0, (8), 09(2) [o,(x) = 0, 0,(2) > 0] sono due funzioni peso definite rispettiva- 
mente in /, e /,e risulti (1) [» 0,2) dx <oo, (r=1,2; v=0,1,..„2n% 


5 
L’A., con eonsiderazioni fondate sulla riduzione delle forme quadratiche a forma 
canonica, prova che si possono costruire n + 1 polinomi (2) P,(x), Pı(®),..., P,(x) 
di grado non superiore ad n tali che f P.(&) Pl)o,()de=0, (rel,2;, ı =) 
r 
e le (1) sono altresi necessarie per l’esistenza di questi polinomi. — Se I, = (a,, b,), 
l,= (a,b), aa <b, <0< A, by, VA. mostra che i polinomi possono ordinarsi 
in modo che per essi vale il teorema di Heine-Stieltjes, cio® che essi sono di 
grado n, hanno i loro zeri reali e P, possiede k zeri appartenenti all’intervallo aperto 
(a,b)edn—k zeri all'intervallo aperto (a,, ba). G. Sansone. 
Geronimus, Ja. L.: Über einige Abschätzungen für Polynome. Doklady Akad. 
Nauk SSSR, n. Ser. 88, 193—196 (1953) [Russisch]. 


1 


Es werden verschiedene Sätze angegeben, von denen wir nur den folgenden 
herausgreifen: Sei P,(z) das System von Polynomen mit 


2n 
> P„(e®) P, (ei) do (#)=0 fürn+k; =1fürn=k, 
27 
Ö 
oo 1 2n 8 
1 h ‚ 
> FM = o(): n(2) = exp I-5/ ni = log o’(0) dO\, 2 =, 
k=n+1 0 
M,„= max |" P,(z')| = |? P, (a). = 6%. 
Dann gilt M„ =nt(rei®), 1-r=O(lln). K. Prachar. 


Geronimus, Ja. L.: Über Annäherungen im Mittel und gleichmäßige Annäherun- 
gen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 88, 597—599 (1953) [Russisch]. 
Verf. gibt ohne Beweis einige Approximationssätze für analytische Funktionen 
im Einheitskreis, z. B. gilt folgendes: Sei P,(2) das Orthonormalsystem für den 
Einheitskreis in bezug auf das Gewicht p(®), d.h. 
> n i0\ P (gi) en u) 
uf Pate) PEN a0-|, , 
Sei 0<m, <p(ß)< m,, und für den integrierten Stetigkeitsmodul ®,(6) von 
p($#) möge gelten 


z 
y\!? @,(y) nicht abnehmend, f yRr o,(y)dy<o. 
ö 
Dann giltin 2a] <s1 
4/n 


la" 22 de z(2)| S const. S y o,(y) dy, 


92 
vr gi9 


wo iz) Men I? j0g . 2|<1, 
| 4n ; ee, | 
und p(6) ist äquivalent einer stetigen Funktion, für deren Stetigkeitsmodul 


46 zZ 
dz 


(6) < const. ’ _ [ Yen. (y)dy. K. Prachar. 
ö ö 


Dzjadyk, V. K.: Über die beste Annäherung auf einer Klasse von periodischen 
Funktionen, die eine beschränkte s-te Ableitung haben (0 < s < 1). Izvestija Akad. 
Nauk SSSR, Ser. mat. 17, 135—162 (1953) [Russisch ]. 


Es sei f(t) summierbar und habe die Periode 2r. T,(t) sei ein trigonometrisches Polynom 
des Grades n. Dann ist die ‚„‚beste Annäherung im Mittel“ bekanntlich durch 


7a 
E„(f) = min fi If) — T„(t)| dt erklärt. Verf. untersucht diese Bildung für die Funktion 


Tn —n 


En) = ss k=[coskt—isn)] (O<s<1) und zeigt, dß B,,.(P)=4 K,n"sintsr 


(K. = B5 (2v +27) Zum Beweis wird der Ausdruck W,„(t) = (sin nt)" (P,(t) — T,-1(b)) 
v=0 
gebildet, ‚worin die 7 die Funktion Y,(t) an den Nullstellen von sin nt interpolieren. W,(t) 
ist für ale n=1.2,... positiv und genügt, wie durch eine sehr langwierige Rechnung ge- 
zeigt wird, der asymptotischen Beziehung (für große n) W„(t) = (K,ssind sr) (2 IS: sin? 3 Di 
.[1 +0 ((l + nsin 4 t)2)] und Abschätzungen für t nahe bei 0 + und 0—. — Ferner sei p(t) 
2 = ; > 


= ee 
periodisch und o(t)dt=(, und es sei f(t) = = f tt y) P,(y) dy, [d.h. 9 (t) ist die ge- 
Ö 


0 - .. 
brochene s-te Ableitung von f(t)]. Verf. kann mit Hilfe der Ergebnisse über ',(t) Aussagen 
über Z,„(f) und die „lineare Methode der Annäherung“ (vgl. z. B. Nikol’skij, dies. Zbl. 29, 122) 


12 


u.a. machen und damit Ergebnisse früherer Autoren verallgemeinern. — Der letzte Satz betrifft 
die Annäherung von Y,(t) in einem Teilintervall von —x, +7 und ihr Verhalten bei Ver- 
größerung dieses Intervalls. W. Hahn. 
Steinberg, R. and R. M. Redheffer: Simultaneous trigonometrie approximation. — 
J. Math. Physies 31, 260—266 (1953). 
Se fe g sono due funzioni € 1% in (0,b), b >0, gli AA. studiano 


il problema di determinare le costanti reali a", a”, ..., a in guisa che posto 
b 


n 2 b n 2 
= If) — P2 al” cos k 2 än,.. ef RS _ > al") sen k x dx risulti 
Brei Ö 1 
b 


0 


za] + J) minimo. Posto c, = f f(x) coskxde,s, = f f(x) sen k x dx, supposto 
ö Ö j 


n ee n 1/2 ® f 
b = r, la condizione = ja» 2? < M, quando sia t= nel B (+ „| et<s14 


R oo n 
fornisce col metodo di Lagrange, come estremo 2 = (3. + 4) + - (. — 4)” + 
nr 


N 


(€ — 1)2 = (+0). E studiato poi il caso b < x con le a{”) soggette, oppure non } 


N 
soggette alla condizione $ |a® |? <M. Sono infine poste in rilievo aleune ele- 
m) 


ganti proprietä dei valori caratteristiei della matrice || sen (j — k) b/(5 — k)||, j, k = 
DR en 0 hg: @G. Sansone. 
MeFadden, J. A.: Summation of Fourier series. J. appl. Phys. 24, 364 (1953). 
Stetkin, 8. B.: Über die absolute Konvergenz der Fourierreihen. Izvestija 
Akad. Nauk SSSR, Ser. mat. 17, 87—98 (1953) [Russisch]. f 
Es sei f(x) eine stetige Funktion mit der Periode 2x, w(ö. f) ihr Stetigkeits- 
modul (zur Def. vgl. z. B. Ste£kin, dies. Zbl. 42, 300). Durch das Symbol fe A 
sei bezeichnet, daß die zu f gehörende Fourier-Reihe absolut konvergiert. Ferner — 
sei @(ö) eine positive Funktion, und es sei (1) o(d, f) = O(o(ö)) (<Öd<mn). 
S. BernStejn (dies. Zbl. 9, 251) hat Bedingungen für w(d) angegeben, unter denen 
man aus (1) f€E A folgern kann. Verf. führt diese Untersuchungen weiter und kon- 
struiert zur Formulierung seines Ergebnisses zu w(ö) eine „echte Majorante‘“ 
»*(ö) = lim m (ö), wobei ak+D(d)= inf (oM(h) + wM(ö— h)) ist. Verf. 
k— 00 0Sksö 
leitet einige Eigenschaften der „echten Majoranten‘‘ sowie des Stetigkeitsmoduls 
ab und beweist sodann nach einem Hilfssatz über die Existenz gewisser Zahlenfolgen 
folgende zwei Sätze: 1) Es sei «(ö) positiv nicht abnehmend, und es gelte n!u(n) = 


oo 
"örul) O<d<mZn). Wenn die Reihe Yn-V2u(n-!) divergiert, dann 
1 


existiert eine stetige periodische Funktion f, (mit nicht absolut konvergenter Fourier- 
reihe) derart, daß @(ö, fj) = O(u(ö)) ist. 2) Es sei m(ö) eine positive Funktion. 


[0 0] 
Dann und nur dann folgt aus (1) (vgl. oben) fE A, wenn N n"12* (nt) konver- 
n=1 


giert. — Reihen von der in den Sätzen erscheinenden Form treten auch in den an- 
geführten Ergebnissen von Bernstejn auf. W. Hahn. 

Prasad, B. N. and U. N. Singh: Corrigenda and addenda. „On the strong 
summability of the derived Fourier series and its eonjugate series.“ Math. Z. 56, 
280—288. Math. Z. 57, 481-482 (1953). 

Rao, 8. K. Lakshmana and B. S. Ramakrishna: A trigonometrie series used 
in physical problems. Nature 171, 308—309 (1953). 

Hartman, Philip and Aurel Wintner: On sine series with monotone coefli- 
cients. ‚J. London Math. Soc. 28, 102—104 (1953). 


It f(x) = X b,sinn x, where b, 0, then it is prov WE 
f(x) = ‚=, d„ sinn x, where „’y 0. then it is proved that ne = nd; 
z Nn= 


| 


| 
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e oo 

whether this sum converges ornot. Onlythecase N nb, = oo is not elementary ; 
n=Ll 

the proof is based on a former result of the authors (this Zbl. 42, 342). 


; W. W. Rogosinski. 

Sz.-Nagy, Bela: Über die Ungleichung von H. Bohr. Math. Nachr. 9, 255— 259 
(1953). 

Darstellung in deutscher Sprache eines — ganz im Reellen verlaufenden und 
auch den nichtperiodischen Fall erfassenden — früher auf Ungarisch veröffentlichten 
(dies. Zbl. 18, 397) Beweises der Bohrschen Ungleichung (dies. Zbl. 11, 110) für 
trigonometrische Polynome mit nach unten durch eine positive Größe beschränkten 
Frequenzen. M. J.de Schwarz. 

Korobov, N. M.: Nicht verbesserbare Abschätzungen trigonometrischer Summen 
mit Exponentialfunktionen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 89, 597—600 (1953) 
[Russisch ]. 

Letq > 2bea fixed integer. I p(P) >0 is a function of P > 0 tending to 
infinity arbitrarily slowly, then there exists a real x such that, for every integer 

> 
m +0, = exp(2rzimag”)=o(p(P)) as P—oo. This estimate cannot be 
= 
improved to O(1). K. Mahler. 

Salem, Raphael et Antoni Zygmund: Sur les series trigonomeötriques dont les 
coefficients ont des signes al&atoires. C. r. Acad. Sei., Paris 236, 571—573 (1953). 

Gli AA. annunciano, senza dimostrazione, alcune proprietä relative alle serie 
(*) &r,D,(t) cosnx ove {®,(t)}} eilsistema di Rademacher. — Supposto w() 
erescente all’infinito, v/w(u) erescente con u, Sn !w(n) < oo, se posto P,(x, t) = 
53 1. D®,„(t) cos m x risulta R, = 55 ee re 10) Si) allora la serie (*), 

1 n 
salvo un insieme di punti £ di misura nulla, soddisfa alla cosi detta legge del loga- 
ritmo iterato, si ha cioe 

lim P,(z,t)/YR„loglog R,= 1 

N 00 
per un insieme di punti x di misura 27. — Altri teoremi riguardano l’ordine di 
grandezza del max |P,(x,t)| e la continuitä della somma della serie (*). 

R G. Sansone. 

Egorov, D.: Gutachten über N. N. Luzins Dissertation „Integral und trigono- 
metrische Reihe“, die zur Erlangung des Grades eines Magisters der reinen Mathe- 
matik vorgelegt worden ist. Uspechi mat. Nauk 8, Nr. 2 (54), 105—110 (1953) 
[Russisch ]. 


Spezielle Orthogonalfunktionen : 


Kreyszig, E.: Der allgemeine Integralkosinus Ci(z,&). Acta math. 89, 107—131 
(1953). 
In Fortsetzung einer früheren Arbeit (dies. Zbl. 42, 303) wird der Integral- 


z 
cosinus Ci (2, u) = f tr» costdt, z=x+iy, u=aH+tif, x«<1, der mit dem 
ö 


Integralsinus durch die Relation Ci(z, u) = z*sinz + u Si(2, 1) verbunden ist, 
für ß=0 behandelt (Reihenentwicklungen, einfache und Doppelnullstellen im 
Reellen, komplexe Nullstellen für « = 1/2 (Fresnelsche Integrale), Vertafelungen 
und Reliefdarstellungen für « = 1/4, 1/2, 3/4 bei komplexem z. Literaturangabe 
besonders über Tafeln, welche bisher nur reelle Argumente umfaßten. O. Volk. 


Cooke, J. C.: Some properties of Legendre funetions. Proc. Cambridge philos. 
Soc. 49, 162—164 (1953). 
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J. W. Nicholson (1922) ha dimostrato che se P, indica I’n-mo polinomio 


d 
Legendre £ are 
Er rer > 
se Q,(x) & la funzione associata 
n 
1 
On = Putadlon TE Wacıla Wald) = Ip Pate) P-ıla) 
: 2 Ei i 
© : 0,2%) — önti E zu d2 log re)|,., j 
La formula data da Nicholson nello stesso lavoro 2 
1 
(*) f 912) Q„(x) dx — 0 I 
ei j 


& esatta se n ed m sono interi di paritä diversa, mentre se n ed m sono entrambi pari 
o entrambi dispari, l’A. prova in questa Nota che la formula precedente & falsae 


si ha invece, per n > m 


- 1 1 1 
n-ma+m+1) f dm mdde=-2 (4 +45 +" +z)- 
—1 


Successivamente l’A., partendo da un risultato di J. Cossar e A. Erde&lyi (1945), 
assegna una formula integrale per il prodotto P7} (u) q7 (£) dove P7 (u) & la cosi detta 
funzione associata di Legendre di prima specie, e gy(£) = exp [3 (n + 1)in] Qr(iZ) 
essendo Q% la funzione associata di Legendre di seconda specie. 
G. Sansone. 
Rainville, E. D.: Generating functions for Bessel and related polynomials. 
Canadian J. Math. 5, 104—106 (1953). f 


HR —_n,c+n1—-B,—n1—B,—n,...,1—-ß,—n; ri D | 
Sei ynlz) = a42F, | a An RE 
ı I 7m ETF usa as 
O„\%) = oF | : -2| 
n(%) =p+2f Du.un. Dar 


n >20 ganz, &,ß keine ganzen Zahlen < 0. Es gilt 
S Yn(%) (K)n 72 5 küs)n in 
= n! (Pı)n es (Raln 
- (1-42 V2 e-1(] HYI=az)sE,| 


ER Se 
Br: »Bul+Yyi—&ot 
X 0, (%) i ‚Tb 3 (c+1),01:.,0,5 en) 

y' n h n 1 a 22 4 
un (em d mug € R,| Br: ßi; (1 —$)® 

Als Spezialfälle von y, und o, ergeben sich die von Krall und Frink (dies. Zbl. 31, 
297) untersuchten Polynome. K. Prachar. 


e Buchholz, H.: Die konfluente hypergeometrische Funktion. Mit besonderer 
Berücksichtigung ihrer Anwendungen. (Ergebnisse der angewandten Mathematik 
Bd. 2.) Berlin/Göttingen/Heidelberg: Springer-Verlag 1953. XVI, 234 S. mit 
9 Textabb. DM 36, 

Dieses Buch ist einer Theorie gewidmet, die trotz ihrer großen Wichtigkeit für die Anwen- 
dungen bisher ziemlich vernachlässigt worden war: Die Theorie der konfluenten hypergeome- 
trischen Funktionen. Es stellt nämlich (von einem Kapitel des wohlbekannten „Modern Ana- 
lysis‘“ von Whittaker-Watson und einem kurz vorher erschienen, hektographierten Büchlein 
des Ref. abgesehen) die erste Veröffentlichung in Buchform über dieses Gebiet dar. — Im großen 
und ganzen benutzt Verf. die Darstellungsweise und die Bezeichnungen von Whittaker (-Wat- 
son), obwohl vielleicht gerade diese Bezeichnungen an der geringen „Popularität“ der ganzen 
Theorie schuld sind. Jedenfalls klingt die im Vorwort vom Verf. ausgesprochene Meinung, daß 
in solchen Fällen (Wahl der Bezeichnung) die Einfachheit der Formeln nicht maßgebend sei, 
nicht ganz überzeugend, und nicht jeder besitzt die Fertigkeit, mit ungewöhnlich komplizierten 


75 


Formeln (s. z. B. die Formel auf S. 165) fertig zu werden, wie der Verf.! — Trotzdem wird jeder- 
mann, der die Schwierigkeiten der ersten Darstellung einer mathematischen Theorie in Buch- 
form kennt, dem Verf. die gebührende Anerkennung für seine mühevolle und nützliche Arbeit 
zollen. Insbesondere in einem Gebiet wie diesem, wo manche der vorhandenen Arbeiten nicht ganz 
zuverlässig sind, und es nicht immer leicht ist, solchen Tücken zu entgehen, was dem Verf. dagegen 
meistens gelungen ist. — Um manchen Lesern Schwierigkeiten zu ersparen, sei noch bemerkt, 
daß der Verf. in asymptotischen Formeln das Zeichen u auch dort verwendet (z. B. in Formeln 
mit einem O-Restglied), wo andere das gewöhnliche Gleichheitszeichen — benutzen. Kurzes 
Inhaltsverzeichnis: 1. Die Differentialgleichungen der „‚konfluenten‘“ Funktionen (Fkt) (auch 
parabolische (parab.) Fkt. genannt). 2. Integraldarstellungen der parab. Fkt. und ihrer Pro- 
dukte. 3. Die Asymptotik der parab. Fkt. 4. Integrale und unendl. Reihen mit parab. Fkt. 
5. Den parab. Fkt. zugehörende Polynome. 6. Anwendungen auf Wellenprobleme in parab. 
Koordinaten. 7. Nullstellen und Eigenwerte. — Ein reichhaltiges Schrifttumsverzeichnis und 
ein Sachverzeichnis schließen dieses bahnbrechende Werk. F.G. Tricomi. 


Buchholz, Herbert: Die Lösungen einer besonderen Whittakerschen inhomo- 
genen Differentialgleichung. Math. Z. 57, 167—192 (1953). 

Die in der vorliegenden Arbeit betrachtete inhomogene Differentialgleichung 
ist vom Whittakerschen Typus in der algebraischen Form und hat als rechtes Glied 
das Produkt einer Exponentialfunktion und einer Potenz der unabhängigen Ver- 
änderlichen. Im Falle, daß dieses rechte Glied nicht vorhanden ist, bilden zwei 
konfluente hypergeometrische Funktionen ein unabhängiges Lösungspaar. Als 
Lösung der inhomogenen Gleichung erhält Verf. eine nach steigenden Potenzen der 
unabhängigen Veränderlichen fortlaufende Lösung. Diese Lösung wird insbesondere 
in der Umgebung des Nullpunktes betrachtet. Sodann befaßt sich Verf. mit einer 
nach fallenden Potenzen der unabhängigen Veränderlichen fortschreitenden Lösung. 
Es wird eine diese beiden Lösungen vereinigende Funktion definiert, und zwar mit 
Hilfe eines Integrals mit unendlichem Integrationsweg in der komplexen Ebene. 
Dieser Integrationsweg und die Residuen des Integranden werden ausführlich be- 
trachtet und geben Anlaß zur Herleitung der Eigenschaften der allgemeinen Lösung. 
Insbesondere gelingtes, hieraus asymptotische Formeln für diese Lösung abzuleiten. 
Sodann betrachtet Verf. Formeln für die Ableitung der Lösungsfunktion. Die Lö- 
sung gelingt auch nach der Methode der Variation der Konstanten. Verf. erhält 
weitere besondere Integraldarstellungen für die allgemeine Lösung. M.J.O. Strutt. 


Chang, Chieh-Chien, Boa-Teh Chu and Vivian O’Brien: An asymptotie ex- 
pansion of the Whittaker function W,m(2). J. rat. Mech. Analysis 2, 125—135 
1953). 
- der Ableitung der gesuchten asymptotischen Entwicklung wird von der 
Methode Langers Gebrauch gemacht. Die Whittakersche Funktion wird durch ein 
bestimmtes Integral definiert. Auf dieses Integral wird die Sattelpunktmethode an- 
gewandt. Hierdurch gelangt man fast unmittelbar auf die asymptotischen Ausdrücke. 
Wenn die Sattelpunkte zusammenfallen, verschwinden die ersten Glieder der 
Taylor-Entwicklung, und es müssen Glieder 3. Ordnung herangezogen werden. Dies 
wird durchgeführt, und Verf. gelangen auch in diesem Fall zu asymptotischen Aus- 
drücken. M.J.O. Strutt. 


Funktionentheorie: 


e Thron, Wolfgang J.: Introduction to the theory of functions of a complex 
variable. New York: John Wiley & Sons, Inc.; London: Chapman & Hall, Ltd. 
1953. FX, 230 p. $ 6,50. 


Das Bestreben des Verf. war es, eine streng logisch-axiomatische Begründung der Funk- 
tionentheorie zu geben, in welcher keine Lücke durch Hinweise auf andere Disziplinen ausgefüllt 
werden muß. Hierbei wurde auf das Intuitive und Anschauliche verzichtet; im besonderen enthält 
die Arbeit keine Figur. An die Spitze werden 7 Existenzaxiome in bezug auf Objekte und Mengen 
gestellt. Darunter fällt die postulierte Existenz der Menge der reellen Zahlen als ein vollständiger 
geordneter Körper. Auf diesen Axiomen und insgesamt 229 Definitionen fußen 567 Theoreme, 
und in 70 Bemerkungen werden Kommentare gegeben. Als Beispiele für die Gründlichkeit des 
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Aufbaus sei erwähnt, daß eine Definition wie2 — 1 + 1 und ein Theorem wie 1 > U vorkomme 
Tode enthält das Buch ein beträchtliches Material auch aus der eigentlichen Funktionen 
theorie. Der Inhalt umfaßt: Mengentheoretische Bezeichnungen, Arithmetik der reellen 

komplexen Zahlen, die Grundzüge der Cantorschen Mengenlehre, Hausdorffsche und metrisc 
Räume, Grenzwerte, reelle Funktionen, ebene Kurven und Gebiete nebst etwas kombinatorische 
Topologie zum Beweis des Jordansatzes, Kurvenintegrale, Cauchys Integralsatz und -form 
nebst u. a. Sätzen von Morera, Liouville und dem Maximumprinzip, Funktionenreihen, im 
bes. Potenzreihen einschl. Laurentreihen, Funktionenräume, elementare Transzendente, Um- 


bisweilen jedoch von ärgerlicher Art: Def. 10.2 ist verkehrt gegeben, S. 205 sind die Ausdrücke von 
h(g) und k(h) verletzt, 8.216 u. 218 steht —» statt iv als Exponent. Im großen und ganzen macht 
jedoch die Arbeit einen sehr soliden Eindruck. Die Aufstellung und Kapiteleinteilung sind über- ' 
sichtlich, ein vollständiges Sachverzeichnis erhöht den Wert des Buches als Nachschlagewerk. 
Viele Übungsaufgaben werden gestellt; zum großen Teil betreffen sie Ausführungen fehlender 
Beweise. Die abstrakte Darstellungsweise macht das Buch kaum geeignet, jüngere Studenten 
mit der Funktionentheorie bekannt zu machen. Für diesen Zweck scheinen dem Ref. eine an- 
schaulich-geometrische Darstellung und illustrierende Untersuchungen über elementare Funk- 
tionen mehr geeignet. Aber für denjenigen, der schon einigermaßen mit der Funktionentheorie 
vertraut ist, ist das Buch ein wertvoller Leitfaden zur strengen Begründung gewisser zentraler 
Sätze und zugleich zu Hilfsmitteln und Ausdrucksweisen, die der modernen funktionentheo- 
retischen Forschung eigen sind. Auch für den Vorlesenden, der den Stoff durch heuristische 
Betrachtungen und durch Vergleich der abstrakten Definitionen mit schon von früherher be- 
kannten Objekten lebendig macht, wird das Buch eine gute Unterlage bieten. @. af Hällström. 


Combes, Jean: Sur les dörivees successives des fonetions analytiques. LTM. 
C. r. Acad. Sci., Paris 236, 270—271, 653—655 (1953). 
I: Etude des fonetions analytiques f(z) dont une suite partielle de deri- 
vees fr) converge uniformement dans un voisinage de 0. L’A. &nonce brieve- ” 
ment les r&sultats obtenus; les d&monstrations seront publi6es prochainement 
(Ann. Fac. Sci. Toulouse, 16). II: Etude des fonctions analytiques f(z) pour 


: I » i e 
lesquellesl’une des suites c, f ou T 2% f'® converge, les suites c, et d, 6tant 
n oO 


donnees et satisfaisant & certaines conditions de r&gularite. J. Dufresnoy. 

Gagua, M. B.: Über einen Satz von Hardy und Littlewood. Uspechi mat. Nauk 
8, Nr. 1 (53), 121—125 (1953) [Russisch]. 

Soit f(z) analytique dans le domaine 7 et eontinue sur la fermeture T; si pour 
p positif donne, f(z) satisfait A une condition |f(2,) — f(z,)| S A [log (|z, — EA un) } ic 
pour chaque couple de points frontiöres, elle satisfait A une condition du möme type 
pour chaque couple de points de 7, moyennant des hypothöses simples sur T. — 
Applications. @. Bourion. 

Klliott, H. Margaret: On approximation to analytie funetions by rational func- 
tions. Proc. Amer. math. Soc. 4, 161-167 (1953). 

Let f(z) be analytie inside a rectifiable Jordan eurve © and continuous in the 
corresponding closed region ('. The relation between the continuity properties of 
f(2) on € and the degree of approximation to f(z2) on by polynomials 7„(2) was 
studied by the author in a former paper (this Zbl. 43, 105). It is shown here that 
some of the results hold when the polynomials zz, (2) are replaced by rational funetions 
r„(z) all of whose poles lie outside €. The proofs are obtained by connecting the 
latter case with the former. N. A. Bowen. 

Walsh, J. L. An interpolation series expansion for a meromorphie function. 
Trans. Amer. math. Soe. 74, 1—9 (1953). 

The author shows that the interpolation formula 
ad) duale -a)+a,(@—PB)/2—,) ?—-8)+a,(@—-P)(@—Po)/@— a) (2 — a) Rs) 4-7 
valid, for z =+ &,, when /(z) is meromorphie at every finite point of the plane and all the poles 
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of f(z) occur among the «,, is also valid when /(z) is meromorphic merely in the deleted neieh- 
bourhood of a point 0. Speeifically, Theorem 1. Let the J Erden Ge ©, contain in its inte- 
rior the Jordan curve C, and the origin 0, with 0 inside C,, and let the points &/, a, ..... be dis- 
joint from O, and approach 0. Then there exist points ß,, ß,,... on CO, and a sequence &, Ay - - 
of which &',a,,... is a subsequence and the remaining a, lie on O,, such that every function 
(2), analytie in the closed interior of C,, except perhaps at 0 and except perhaps for poles at 
the &;, admits an expansion (1) found formally by interpolation at the points ß, and valid uni- 
formly on any closed set in the closed interior of ©, but not containing 0 nor any of the ge — 
An example is given to show that convergence to f(z) of the partial sum r,(z) of the series (1), 
at points in the annulus between C, and C, cannot be proved without change of hypothesis or 
method. Theorem 1 is obtained from the interpolation formula 
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where /'is a suitable contour. Replacing the partial sums of (1) by a more general sequence ° 


_ of rational functions, Walsh proves Theorem 2. Define ,=|2|=1, ,=)]|=n<1, 


a; as before. Let {M,„} be a monotonie nondecreasing unbounded sequence of integers satis- 
fying MS M„+ land lim M,„n=0. Let Nn=n— M,. For each n let o,1, &ngs - - => Spn 


n—00 
consist of the points a,k=1,2,..., M,, and all the N,„th roots of unity, and let the points 
Bars Bas» - - -»Bnn consist of the M„th roots of r}’” and the N„th roots of rr. Let r,(2) = 
Anız" + Ana2"? +... + Au)/@— om)" (2 — &nn) defined by interpolation to f(z) at 
the points f„,, where f(z) is an arbitrary function analytie in the closed interior of C, with 0 
deleted, except perhaps for poles all of which lie at the points «,. Then the sequence r,(z) con- 
verges uniformly to f(z) on any closed set $ in the closed interior of C, not containing 0 nor a 
point a,. — A similar theorem, in which convergence of r, (2) to f(z)inan annulus 0 <r,< |z|< r, 
is the conclusion, is proved by a similar method. All three theorems remain valid in limiting 
cases, e. g. when C, is replaced by &. N. A. Bowen. 

Flathe, Herbert: Approximation analytischer Funktionen auf nichtgeschlossenen 


Riemannschen Flächen. Math. Ann. 125, 287—306 (1953). 

Ist B ein Bereich in einer nichtgeschlossenen Riemannschen Fläche R, so sind nach H. 
Behnke und K. Stein (dies. Zbl. 38, 235) diein B regulären Funktionen genau dann stets durch 
in R reguläre Funktionen gleichmäßig im Innern von B approximierbar, wenn B relativ zu R 
einfach zusammenhängend ist. Während durch diese dem Rungeschen Satz entsprechende Aus- 
sage jedoch lediglich die Existenz approximierender Funktionen gesichert ist, wird in der vor- 
liegenden Arbeit ein Verfahren zu ihrer effektiven Herstellung angegeben. Verf. betrachtet ganz 
im Innern von R liegende Bereiche B, sogenannte Betragbereiche, die aus einer oder mehreren 
Komponenten einer durch eine Ungleichung |P(z)| < u gegebenen Punktmenge bestehen, wo 
P(z) eine in R reguläre Funktion mit k Nullstellen (1 < k < &) ist. Durch Betragbereiche 
lassen sich u. a. alle auf eine endlichfache Überlagerung des Einheitskreises analytisch abbild- 
baren, relativ zu R einfach zusammenhängenden Teilgebiete von R annähern; zu diesen gehören 
nach P. Matildi (dies. Zbl. 36, 192) insbesondere die relativ zu R einfach zusammenhängenden 
Teilgebiete mit einer einzigen Randkomponente. Für jede in B:{|P(2)| < u} reguläre und auf 
dem Rande noch stetige Funktion f(z) gilt nun 
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und zwar konvergieren die nach der Cauchyschen Reihenmultiplikation aus der rechten Seite 
gebildeten Partialsummen gleichmäßig in jeder kompakten Teilmenge von B (die als Fak- 
toren geschriebenen einzelnen Reihen brauchen in B nicht zu konvergieren). Dabei sind die kon- 
stanten Koeffizienten c{“ eindeutig bestimmt durch das Verhalten von f(2) in den % Nullstellen 
von P(z); die Koeffizientenfunktionen 5(* (z) sind von f(z) unabhängig, sie werden allein durch 
P(z) und eine zu R gehörige Primfunktion 4 (£, z) festgelegt. — Verf. erläutert sein Verfahren, 


das die Potenzreihenentwicklung als Spezialfall enthält, an einem instruktiven Beispiel. 
K. Stein. 


Newns, W. F.: On the representation of analytic functions by infinite series. 
Philos. Trans. Roy. Soc. London, Ser. A 245, 429—468 (1953). 

Verf. gibt der von Whittaker (vgl. z. B. Sur les series de base de polynomes, Paris 1949, 
dies. Zbl. 38, 228) begründeten Theorie der Polynombasen eine topologische Deutung: die Poly- 
nombasen werden als „Basen“ eines gewissen, durch topologische Eigenschaften gekennzeichneten 
Vektorraumes (über dem Körper der komplexen Zahlen) angesehen. Ziel der Arbeit ist, die 
Begriffsbfldungen der ursprünglichen Theorie so zu verallgemeinern, daß sich in umfassenderen 
Funktionenräumen eine analoge Theorie entwickeln läßt, die natürlich die ursprünglichen Er- 
gebnisse als Spezialfälle enthält. — Im ersten Teil wird eine Reihe von topologischen Hilfs- 
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sätzen bewiesen, und die im folgenden zugrunde liegenden Räume werden definiert. Der z eitı 
Teil bringt zunächst die Definition des „basic set‘ (zum Unterschied von der allgemeinen „Basis 

in einem Raum F der betrachteten Struktur: Eine Punktmenge {p,} heißt „basic set“, we 
kein p, Null ist und wenn es eine Doppelfolge /. ,(2,) von Elementen aus K so gibt, daß sich jed 
Element z, einer ‚„‚Basis‘‘ von F in der Form z, = - I y(2n) Px (bezüglich der zugrunde gelegte 


Topologie) darstellen läßt. — Läßt sich jedes Element x € F durch seine Basisreihe darstellen | 


so heißt das „basic set“ effektiv. Verf. gibt eine R ihe von Kriterien für Effektivität und (die 
ähnlich definierte) absolute Effektivität und kennzeichnet die „basie sets“, die eindeutige Dar- 
stellungen zulassen. Die allgemeinen Sätze werden auf die Klassen der Funktionen, die in Kreisen 
regulär sind, angewandt und liefert teils bekannte, teils neue Ergebnisse, sowie Abkürzungen 
bekannter Beweise. Ferner werden Funktionen betrachtet, die in allgemeineren, einfach zu- 
sammenhängenden Gebieten regulär sind — hier erscheinen die Faberschen Polynome des Ge- 


bietes als Basen — und der Raum der ganzen Funktionen. Im dritten Teil definiert Verf. die 


Begriffe des inversen, des transponierten „basic set‘‘ sowie den des Produkts zweier „basic sete‘‘ 


und studiert die Effektivitätseigenschaften dieser Bildungen. Außerdem wird die Darstellung 


in zweifach zusammenhängenden Gebieten untersucht, die zu einer Art allgemeiner Laurentscher 


Reihen führt. — Im $ 22 wird durch Gegenbeispiele gezeigt, daß einige von Nassif Ghabbour 


(dies. Zbl. 34, 49) aufgestellte Sätze falsch sind. W. Hahn. 


Gaier, Dieter: Schlichte Potenzreihen, die auf |z]= 1 gleichmäßig, aber 


nicht absolut konvergieren. Math. Z. 57, 349—350 (1953). 


Nach P. Erdös, F. Herzog und G. Piranian (dies. Zbl. 43, 80) gibt es Funk- 


© E 
tionselemente f(2) = N a,2”, die in |2|< 1 regulär und schlicht sind und die 
0) - 


auf |2|= 1 gleichmäßig, aber nicht absolut konvergieren. Verf. gibt ein besonders 
einfaches Prinzip zur Erzeugung solcher Potenzreihen an. Dabei läßt es sich so 


einrichten, daß f(z) auf |2| = 1 nur eine einzige singuläre Stelle besitzt. 
W. Meyer-König. 

Herzog, Fritz and Georg Piranian: Sets of eonvergence of Taylor series. II. 
Duke math. J. 20, 41—54 (1953). 

Eine frühere Arbeit (dies. Zbl. 34, 48) wird fortgesetzt. Wie schon angekündigt, 
wird jetzt gezeigt, daß der damalige Satz 1 nicht umkehrbar ist. Man könnte dazu 
direkt an Fejersche Untersuchungen anschließen, kann es aber auch aus den nach- 
folgenden Sätzen 1 oder 2 folgern. Satz 1: Ist M eine abzählbare Untermenge des 
Einheitskreises © (|z| = 1) der z-Ebene, so gibt es ein Funktionselement (1) f(z) = 
Sa,z", dasin || < 1 regulär und schlicht ist, auf M divergiert, auf © — M kon- 


| 


I 
| 
! 


vr - an PerkT ur 2 


vergiert, auf € gleichmäßig beschränkte Teilsummen hat, und für das die Ecken 


des Mittag-Lefflerschen Hauptsternes die Menge M bilden. Satz 2: Ist M wie in 
Satz 1 vorgegeben und N Untermenge von M, dann gibt es ein (1), das auf M diver- 
giert, auf C — M konvergiert, auf C gleichmäßig beschränkte Teilsummen hat, 
und für das der radiale Grenzwert lim f(re'®) genau dann existiert, wenn «ei® zu 


r>1 
U!— N gehört (O<r<1, 0 reell). Die Beweismethode ist teils ähnlich wie früher, 
teils geometrischer Natur, indem |z| < 1 abgebildet wird auf ein Gebiet, das aus dem 
Einheitskreis mit spiralförmigen Anhängseln besteht (vgl. dazu P. Erdös, F. Herzog 
und G. Piranian, dies. Zbl. 43, 80). Die Methoden erlauben die Konstruktion 
weiterer interessanter Beispiele: Es gibt ein (1), das (a) in |z2| < 1 regulär, schlicht 
und beschränkt, auf einer lokal überabzählbaren Teilmenge von © divergent ist, 
(b)in | < 1 regulär, in |2| < 1 stetig, auf einer lokal überabzählbaren Teilmenge 
von (' divergent ist, (e)in |z| < 1 regulär, schlicht und beschränkt, auf © konvergent, 
auf keinem Bogen von © gleichmäßig konvergent ist, (d) in 2| < 1 regulär, in 
| = 1 stetig, auf © konvergent, auf keinem Bogen von € gleichmäßig konvergent 
ist. Durch Beispiel (e) wird gleichzeitig eine von A. W. Goodman (dies. Zbl. 48, 57) 
angeschnittene Frage beantwortet. An (ec) knüpft auch eine inzwischen erschienene 
Note von D. Gaier (Math. Z. 58, 456—458 (1953)) an. Daß (d) vorkommen kann, 
hat zuerst L. Neder (Zur Konvergenz der trigonometrischen Reihen einschließlich 
der Potenzreihen auf dem Konvergenzkreise, Diss. Göttingen 1919) gezeigt. Zum 
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Schluß wird die Beschränktheit bzw. Unbeschränktheit von (1) auf C untersucht, 
falls (1) auf © konvergiert. W. Meyer-König. 
Edrei, Albert: On the generating function of a doubly infinite, totally positive 
sequence. Trans. Amer. math. Soc. 74, 367—383 (1953). 
°4_9,4_7, Ag, Ay, dig, ... Sei eine zweifach unendliche Folge. Sie heißt total 
positiv, wenn alle Minoren endlicher Ordnung der unendlichen Matrix (a,=,) 
(4,9 = —00,...,+ 00) nicht negativ sind. Über Bekanntes hinaus zeigt Verf.: 
Wenn die Folge {a,} (u = —©0,..., + 00) nicht von der Form {ag} mita>0, 
E * ” ee 
oe > 0 ist, so konvergiert die Laurent-Reihe f(z) = = a„2* in einem gewissen 
=—o 
Ringgebiet r, <|2| <r, mit 0 <r, <r,, und ihre analytische Fortsetzung be- 
sitzt die Gestalt 
j II i+%2) II (1+B,z2) 
f@) =Cz#expfa2 +0, — _—. ——, 
A (1—y,2) ige (1-6,2) 


Dabei bedeutet x eine ganze Zahl, und es gilt C, HC» % Buy» % —0 sowie 
oo 
= ++» +6) <+to. H.-J. Kowalsky. 


Maschler, Michael: Prolongement analytique par la methode de la transfor- 
mation gen£ralisee de serie en serie. C. r. Acad. Sci., Paris 236, 883—885 (1953). 


Die Funktion f(z) = 55 c„2* seiin /5: |< R(R >0) regulär und werde 
n=0 


längs der Kreiskette /7,...,/, (Kreismittelpunkte 2,€T'‘,_,) analytisch fort- 
gesetzt. Dann ist für ,,,E 1, (2,1 =# 0) 
[0,0] 


[0,23 0,0] 


n 
(2:41) PD, OnaMısı..,Ns Ns 22 +1 
n=0N=n Ns = Ns—1 
mit 
N, Nz N; mn, no En, 
Opes Nır-: Ns = () (2) () Als N5—1 (Aa nn A)" VE... (,—4,_,)® No (1 — A,)"e 


und 4, = 23/2, ® =1,2,...,s). Diese Operation läßt sich als Summierungs- 
verfahren V zur Gewinnung der analytischen Fortsetzung von f(z) deuten. Für 
s = 1 erhält man das Taylorsche Summierungsverfahren 7’, mit komplexem Index «, 
das von Vermes ausführlich untersucht wurde (dies. Zbl. 33, 257). Das Summations- 


[0,0] 
gebiet des Verfahrens V bei der Anwendung auf 3 c,2” wird angegeben; für 
n=0 
s >1 ist es im allgemeinen nicht sternig bez. 2 = (0. D. Gaier. 
Davis, Philip and Henry Pollak: Linear functionals and analytie continuation 


problems. Pacific J. Math. 3, 47—72 (1952). 


L?(B) est l’ensemble des fonctions, regulieres et uniformes dans le domaine 5 du plan 
complexe, verifiant |[f||z = (, "* <+& a (50) = J fJ dx dy\. 8 etant un ensemble 


de fonctions contenant L?(B), on suppose donnee sur $ une famille de fonctionnelles lineaires 
{Z,} telles que sur L?(B): a) chaque Z, soit borne; b) la famille {L,„} soit independante. On 
peut alors, par la resolution d’une suite de problemes de minimum, construire d’une part ‚une 
suite orthonormale {g,(z)} appartenant & L?(B), d’autre part des combinaisons lineaires LI, — 


Se L,, de sorte que L#(p,) = Ömn- Les coefficients de Fourier de f(z) € L?(B) sont 


17 9,) = Li(f). Cette seconde definition s’etend aux fonctions de S, les fonctions de L?(B) 
etant alors caracterisees par N |L# (| <+ © (cf. J.L. Walsh et P. Da vis, Interpolation 
and orthonermal systems, Journal d’Analyse math. (& paraitre)). — 8 ‚etant un „ensemble de 
fonctions analytiques, {L,} une famille de fonctionnelles lineaires com plete sur Ö EAU) =) 
pour tout „implique f = U], soit S* une partie de $ admettant 1 une des definitions suivantes, 
oü les B, (et C},) sont des domaines sur lesquels {Z,} verilie a) et b): S* est 1 ensemble des f ns 
tels que f€ L?(B,) (j = 0,1,2,...);ou 8* est ’ensemble des f < S tels que / « 22(B,),(5=0, 1,2); 
7 I?(C,) (k=0,1,2,...). S* est alors caracterisee par la convergence (divergence) des series 
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N |L*(f)|? relatives aux domaines B,(ou C,) De nombreux problemes de prolongement anal 
ax he dans ce type; on peut par exemple donner des conditions necessaires et ee be 
portant sur les coefficients de Taylor de f(z) en z, pour que f@) admette comme Kar B si 
tence le domaine donne B. — Soit maintenant avec les notations du debut f(z) € 8, f(z) & @ 
a, — L„(f). Dans Vordre d’idees du theor&me de Fatou-Pölya, les auteurs montrent que Y’on 
peut trouver des facteurs {e,}, 2), =1 ou —1, tels que si les an — €, a„sont les coefficients 
de Fourier d’une fonction f*(z) reguliöre dans B, f*(z) n’est pas EEE Do B. 

Boehner, S.: Zeta funetions and Green’s funetions for linear partial different! 


operators of elliptie type with constant eoeffieients. Ann. of Math., II. Ser. 57, 32 — 
De T(t) = Tity,...,t,) be a polynomial of degree 2% with complex coefficients and positiv 
definite principal part. Then 7(t) #0 when (1,1) = ?=t,? ++: is large enough and it isa 
sumed that 7’ =# 0 when |t| > 1. The function 7'(t)”* (defined in the natural way when It] is large 
is analytiein s. Ik > 2it is also univalued under variations of t; if k = 2 this propertyisp ost 
lated. Put £(s,x) = lim I e"'" 2)-eln? Im) Tin)“ where the sum runs over all inte 


a 0 ” E E E 
graln = 0, and Q is a polynomial of degree g. It is shown that Z is entire analytic in 8 whe 
x + 0, and also analytic in x when x + (0), at least when 7’ is homogeneous. The Dirichlet se 


| 
&s) = 3 ’Q(n) T(n) and the associated integral H (s) = | ex Q(z) T(xz)* dx converge w | 
zT 


Rs> s,= (2h)1(k + g) and are meromorphic with simple poles at s, and if T is not homo- 
en = „e s—-(2hytm(m=1,2,...) ‚ Their difference is entire. Bi ‘it 1, 
and s is a positive integer, then Ö(s, x) is Green’s function on the torus corresponding to | 
differential operator A° = T((2 1)! 8/öx)‘. The proofs involve Fourier transformations a 
expansion in spherical harmonies and use the fact that the behavior at infinity of T (1) is im- 
proved by differentiation with respect to . Some results are stated in terms of functions havi E 
this property. Elementary solutions corresponding to A for the entire space are also studi 
and it is proved that if 7’ is semihomogeneous, i. e. if the sum of the terms of lowest order in 
never vanishes outside the origin, then there exists an elementary solution whose derivatives 
order > g(N) are O(|&|”*) at infinity (N > 0 arbitrary). r L. Gärding. 

Mandelbrojt, Szolem: Sur les propriötes arithmetiques des exposants d’une 
serie de Dirichlet. C. r. Acad. Sci., Paris 236, 1464—1466 (1953). F 


Die Dirichletsche Reihe 4 ae" (=0o-+it) mit 0< 7,700 un 
‘. 
lim (A,,7 —A,) >0 habe die Konvergenzabszise o,=0: diein o>0 dar 
stellte Funktion sei f(s). Für jedes a<0 sei R, derin o >a gelegene Tei 
des Existenzgebiets von f(s), und mit R,. sei das Gebiet aller Punkte s bezeichnet, 
die samt ihrer e-Umgebung zu R, gehören. &, sei die Menge aller Punkte s des 
Rechtecks a S0=0, || Sr, für die es eine ganze Zahl k = k(s) gibt, so daß 
s+2kzi nicht zu R, gehört; N, sei die abgeschlossene Hülle von &,. Schließlich 
sei (A,) =A,— [A,] gesetzt und E die Menge aller (A,). Für x€EE sei v(«) die 
Anzahl der 7 mit (A,) = x, und A(«) der kleinste dieser Exponenten. Ohne Beweis 
werden drei Sätze angegeben. Satz 1 besagt: f(s) sei für jedes e>0 in R,. be- 


schränkt, lim (log |a,|/A,) = 0, und es existiere eine Folge {&,} isolierter Punkte 
n»00 


aus #, für die lim »(&,)/A(&,) = ist. Dann enthält 2 die Strecke o = (, 1] sa 


pP >00 

Verf. sagt dafür: f(s) hat o = 0 als „natürliche Grenze modulo 2“. In Satz 2 
wird dies unter allgemeineren Annahmen über das Wachstum von f(s) erschlossen. 
Satz 3 macht Aussagen über die Struktur von &, für den Fall, daß v(x,) endlich 
ist für unendlich viele «,. D.Gaier. # 


Salem, Raphael: Sur une proposition &quivalente A ’hypothöse de Riemann. 
C. r. Acad. Sci., Paris 236, 1127—1128 (1953). 
Die Riemannsche Hypothese ist dann und nur dann richtig, wenn die Integral- 
H-oo ” 
gleichung i K,(2— y)y(y)dy=0 mit K,(a)= — 
— 00 (ev* + 1) 
und 1/2<o<.1 keine beschränkte Lösung (x) = 0 besitzt. @. Doetsch. 


für 0<o<iß 


8 


 Turing, A. M.: Some caleulations of the Riemann zeta-funetion. Proc. London 
math. Soc., III. Ser. 3, 99—117 (1953). 

Auf dem elektronischen Rechenautomaten Mark 1 der Manchester Universität 
wurden Rechnungen ausgeführt mit dem Ziel, Nullstellen der Riemannschen Zeta- 
funktion £(s) = £(o + it) außerhalb der kritischen Linie o = 1/2 in dem Intervall 
27 63? <t < 2n 64° zu finden. Zu diesem Zwecke wurde die Funktion 
Ze) = Cd + 2rir)e==@ mit x(r) = (di) log [I (4 + Rir)/I (d-mir)] —}rlogn 
in dem Rechteck 63? <Rer<64? und |Imr| <2 untersucht. Es wurde die 
totale Zahl der Nullstellen durch Berechnung der Funktionswerte auf dem Rande 
festgestellt und mit der Anzahl der Zeichenwechsel auf o =} verglichen. Die 
Übereinstimmung zeigt dann unter gewissen Voraussetzungen, daß außerhalb der 
kritischen Linie keine Nullstellen sind. Das Ergebnis der Rechnungen ist, daß in 
dem betrachteten Gebiet außerhalb der Geraden o =} keine Nullstellen liegen. Die 
gesamte Planung der Rechnung auch bezüglich der Kontrollen war darauf abge- 
stimmt, eine Nullstelle außerhalb o = # aufzufinden. — In einem ersten Teil der 
Arbeit werden die theoretischen Grundlagen auseinandergesetzt, während im zweiten 
Teil Einzelheiten über den Rechenautomaten und seine Verwendung mitgeteilt werden. 

H. Unger. 

Levin, B. Ja.: Operatoren, die Ungleichungen zwischen ganzen Funktionen er- 
halten. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 89, 605—608 (1953) [Russisch]. 

Verf. teilt ohne Beweis einige Sätze mit, die Ergebnisse früherer Noten erweitern 
(dies. Zbl. 42, 88; 43, 85). Der erste besagt, daß jede ganze Funktion &(2, u), die 
„zur Klasse P* gehört“, d.h. durch Polynome, die im Gebiet (2) < 0, (u) < 0 
keine Nullstellen haben, gleichmäßig approximiert werden kann, von der Gestalt 
er reun,(z,u) ist, wobei y 0, y > 0 und die ganze Funktion erster Ord- 
nung @, (2, u) in dem genannten Gebiet keine Nullstellen hat und außerdem gewissen 
Ungleichungen genügt. Der zweite Satz betrifft die stetigen „B*-Operatoren“ (d.h. 
Operatoren, die eine Funktion von P* wieder in eine Funktion dieser Klasse über- 


oo 
führen): auf f(2) = N a,2* angewandt, hat ein derartiger Operator die Gestalt 
= F 


= En "9% u) DER F : 
BB lflz)] = > (—- 1)” 0, ran mit einem gewissen ganzen @(2, u). Weitere 


Sätze beziehen sich auf B*-Operatoren mitspezielleren Eigenschaften. W. Hahn. 
Buck, R. Creighton: On admissibility of sequences and a theorem of Pölya. Com - 
mentarii math. Helvet. 27, 75—80 (1953). 
Verf. nennt eine Folge komplexer Zahlen {a,} für eineFolge von Funktionalen {7} über 
einem Funktionenraum (' zulässig, wenn eine Funktion f€ © mit der Eigenschaft 7,(f) = «a,, 
n—=0,1,2,...,existiert. In Fortführung früherer Arbeiten [dies. Zbl. 33, 364 und Duke math. J. 


Funktionenraum die Gesamtheit X der ganzen Funktionen f(z), für die es ein A< oo und 
e<n so gibt, daß f(z) =O(e”) und f(iy) = Ole!”\) gelten. Bezüglich der Zulässigkeit einer 
komplexen Zahlenfolge {b,} für die Funktionale {7} über dem Funktionenraum K beweist 


N 


Verf. folgendes Theorem: 1. {b,} ist dann und nur dann für {77%} über K zulässig, wenn g(z) 


55 b„z” für z=( regulär ist und in das Intervall -I=x <0 fortgesetzt werden kann. 
er {b,} zulässig, so erhält man die durch 4” f(0) = b„ bestimmte Funktion f(z) aus 
—- 33 ) b, durch Mittag-Lefflersche Summierung. 3. Dann und nur dann ist g(z) eine ganze 
ureton; wenn f(z) zum Nulltypus gehört. 4. Ist g(z) ein Polynom vom Grade N, so ist es auch 
f(z) und umgekehrt. Ferner zeigt Verf. im Anschluß an Sätze von Agnew, Pollard und Fuchs, 


ae je,0] ” 
daß die Reihe > („) 1” a, für alle Werte von z konvergiert und ihre Summe /(z), für welche 
n 


5 n=o 
f{n) = a, (nm = 0,1,2,...) ist, eine ganze Funktion von einem log (1 + 2 coszd) nicht über- 


FE n . 
schreitenden Exponentialtypus ist, wenn d > 1/3, lim )/ ja,] <1 und A" «a, auf einer Menge 
N > 00 
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natürlicher Zahlen verschwindet, welche die Dichte d hat. Die untere Schranke 1/3 für d lä 
sich nicht verbessern. Schließlich gibt Verf. einen besonders einfachen Beweis des folgen 
Satzes von Pölya: Es sei f(z) eine ganze Funktion vom Minimaltypus der Ordnung 1, we 
außerdem der Voraussetzung f(n) = O(1);n = 0,1,—1, 2,—2,... genügt. Dann reduzi 
sich f(z) auf eine Konstante. E. Lammel. 

Clunie, J.: The determination of an integral funetion of finite order by its Tayl 
series. J. London math. Soc. 28, 58—66 (1953). 

Leichte Verschärfungen der Sätze von Wiman, Valiron, Macintyre u 
dem Ref. und teilweise geänderte Beweisanordnung betr. das asymptotische Ver 
halten ganzer Funktionen endlicher Ordnung in der Nähe derjenigen Stellen, in 
denen sie das Maximum des absoluten Betrages für |2| = r annehmen. W. Saxer. 

Boas jr., R. P.: Two theorems on integral functions. J. London math. Soc. 
28, 194—196 (1953). | 

Ein Satz von S.M. Shah (dies. Zbl. 26, 217) wird in vereinfachter Weise und 
unter schwächeren Voraussetzungen bewiesen. Nach derselben Methode ergibt sich 
ein Beweis des bekannten Valiron-Pölyaschen Satzes: Ist f(z) eine ganze Funktion 
von endlicher, nicht ganzzahliger Ordnung, M (r) ihr Maximum für |z|) = r, n(r) de 
Anzahl ihrer Nullstellen im Kreis |2|<[r, so gilt lim sup [n(r)/log M(r)] >0. | 

ne E. Kreyszig. 

Boas jr., R. P.: Integral funetions with negative zeros. Canadian .J. Math. 
5, 179—184 (1953). . 

Let f(z) be an integral function of order less than unity, whose zeros are all real and negative, 
let n(r) denote the number of zeros in |2| < r, and let /(0) =1. Valiron [Fac. Sci. Univ. Tou- 
louse, III. Ser. 5, 237—243 (1914)] was the first to prove Theorem I: The conditions (1) 
log f(r) » Arrocoseeno and (2) n() = Aro,r—&,4>(0, are equivalent. The proof 
of (1) from (2) is elementary, but that of (2) from (1) is far from being so. For other 
proofs of theorem I see Titehmarsh [Proc. London Math. Soc., 1I. Ser. 26, 185— 
200 (1927)]; Paley and Wiener (Fourier transforms in the complex domain, New York 
1334, this Zbl. 11, 16); Valiron (Opuscula matbematica A. Wiman cedicata 1930, 1—12)5 
Pfluger (this Zbl. 21, 238 and 418); Levinson (Gap and density theorems, New 
York 1941, this Zbl. 26, 216); Delange [Ann. sci. Ecole norm. sup., II. Ser. 62, 115— 
183 (1945) and this Zbl. 46, 304]; Heins (this Zbl. 29, 298), Bowen (this Zbl. 30, 49). 
By using Wiener’s general Tauberian theorem, Paley and Wiener (loc. eit.) have proved 
a theorem expressible in the following form. Theorem ll: If the order of f(z) is 1/2, then the 


R 
three conditions (3) lim f a®/?]og I(— z)| de = —n? A, (4) log f({r) — Aarll2, n(r) Arıl2, 
R>%0 


are equivalent to one another. Levinson (loc. cit.) has given a function theory method of 

proving (4) from (3). 'The main aim of Boas’ paper is to give such a method of proving the 

converse as well, and indeed for general order 0, 0<o<1. His prineipal result is theorem III, 

from which 1LL is evidently obtained by putting oe = o = 1/2. [Then (r) part is covered by theorem- 
r 


[.] Theorem Ill: The conditions (1) and (for any 0,0 <o<1) (6) [ =" {log |f(— x) | —' 
0 y 


an(x) cot no) de = n Alo — o)! (cotae — cot ro) r?” Are equivalent. To prove (1) from 
(5), Boas considers the function defined by the contour integral I rr 1) u Ze log f(z) dz, 
6 


where C is the circle |2| = R>r split from 0 to — R. [This method, with a similar but less 
general integrand, was used by Bowen and Macintyre (this Zbl. 42, 312) when proving other 
asymptotic relations for such functions.] To prove (5) from (1), Boas considers the function 


- 7 zog f(z) dz. Interesting consequences of theorem III are mentioned, e. g., (1), via (2) 


-1 


e 
and theorem II, implies | =" log |f(- 2)\dem a Alo— 0) r” cotnoe, (o>o), with 
) ; j 


corresponding results for og < co and g = 0. "These relations, as Boas mentions, are comparable 
with Titehmarsh's result (loc. eit.) log |f(— z)| = an A a" cot no in a set of unit linear density. 
N. A. Bowen. 
Wilson, R.: Direetions of strongest growth of the produet of integral funetions 
of finite order and mean type. J. London math. Soc. 28, 185—193 (1953). 
The directions of strongest growth of such a function F(z) of order o are the values of 0 


for which the indicator k(#) = lim r*log|F(r e‘®)| attains its maximum. Let the orders of 
r>00 
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F(z), @(z) be 0,, 0, respectively. The author shows first that the order and type, the indi 

and directions of strongest growth of the product H(z) = F(z) @(z) are the et A: ae 
F (2), if 0, >02 10, = @ = 0, the situation becomes more complicated, as can be seen from 
the Hadamard factorisation of F and @. For og =1 the Hurwitz composition theorem, and 
the Laplace transformation theory as developed by Pölya [Math. Z. 29, 549—640 (1929)] are 
invoked to prove theorem 2, in which the desired conclusions on the product H(z) are given 
in terms of the singular directions and singular points of 271 h(z7t), 2-1 f(z=1), z-1 g(z-1), where 
h(2) etc. are the Laplace transforms of H(z) etc. By using a theorem of Aronszajn, theorem 2 
is re-stated as follows. Theorem 3. Every primary or secondary direction of strongest growth 
of H(z) satisfies ke'® = ki e'Pı + k, e'P:, where e'Pı, e'P: are primary or secondary directions 
of strongest growth of F(z), @(z) respectively, of the types or sub-types ki, ki. The direetion 


e'® is a primary or secondary direction of strongest growth of H(z) according as the type of 


this function is equal to or exceeds k. [Note. If F(z) = F,(z) + F,(z), all of order 1, and if 
F,(z) is of smaller type then F(z), then a direction of strongest growth of F,(z) is called a secon- 
dary direction of strongest growth of F(z).] The author then shows, with the aid of results 
due to Pfluger and Eggleston, that his arguments apply equally well for proving analogous 
theorems on quasi-integral functions of exponential type. From these, in particular he gene- 


ralizes theorem 3: we can replace og = 1 by any o, and the relation becomes ke’? — k, ePı8 + 
.k, e'®°, (theorem 6). N. A. Bowen. 

Lehto, Olli: Sur la theorie des fonetions meromorphes ä caractöristique born6e. 
C.r. Acad. Sci., Paris 236, 1943—1945 (1953). 

Für das in 2|< 1 beschränktartige f(z) mögen die radialen Grenzwerte 
f(e‘?) fast überall der abgeschlossenen M>nge /’ angehören, deren Komplement C(T') 
zusammenhängend ist. Falls f(z2)E I‘, sobald |2|<1, so gilt N(r,1/(f—a)) < 
N (r,1/(© — a)), wo £(z) den Einheitskreis auf ein Gebiet C I’ abbildet, welches den 
Wertvorrat von f(z) umfaßt (£(0) = f(0)). Im entgegengesetzten Fall nimmt f(z) 
jeden Wert von C(I') bis auf eine harmonische Nullmenge an, und es gilt 
N(r, 1/(f — a)) > g[e, f(0). C(T)], falls f(0)e C(T'). Hier ist g die Greensche Funk- 
tion, mit welcher sich eine asymptotische Schmiegungsfunktion 


Dia) =;, lim [ glfre®), a, CM] dp 
r>106 


erklären läßt. Sind alle Punkte von /" Ausnahmewerte, so gilt D(a) + N(1,a) = 
g[e, f(0), C(T)]. Verf. führt den Wert ®/g als eine Art Defekt von a ein. Beweise 
fehlen. [Zum Beweis der Majoration von N vgl. Lehto: Math. Scand. 1,1 — 17 
(1953).) G. af Hällström. 

Jenkins, James A.: On values omitted by univalent functions. Amer. J. Math. 
75, 406—408 (1953). 

Es sei f(z2) =2+ a,2?+ --- schlicht in |2|<1 und Lf(f,r) das Längenmaß 
des außerhalb des Bildgebietes D(f) fallenden Teiles von |w| =r. Mit Hilfe von 
zirkulärer Symmetrisierung von D(f) und sich auf Untersuchungen von Pölya und 
Szegö stützend [Pölya-Szegö, Amer. J. Math. 67, 1—32 (1945); Pölya, dies. 
Zbl. 37, 253] beweist Verf.: L(f,r) S 2 rare cos (8 rl? —8r —1) für 14<r<1. 
Für jedes r gibt es eine Extremalfunktion, bei welcher Gleichheit gilt. Durch Inte- 
gration ergibt sich eine Verbesserung einer Abschätzung von Goodman (dies. Zbl. 
33, 176) über den kleinstmöglichen Flächeninhalt von D(fJ N (w| < 1). 

G. af Hällström. 

Unkelbach, Helmut: Über die Approximation schlichter konformer Abbildun- 
gen durch kongruente Iterationen spezieller sterniger oder konvexer konformer Ab- 
bildungen. Math. Z. 58, 63—70 (1953). 

Es wird gezeigt, daß sich jede in |2| <1 beschränkte und schlichte konforme 
Abbildungsfunktion F(z2) mit F(0)=0 durch die Zusammensetzung konvexer 
Abbildungen approximieren läßt, welche sämtlich kongruente Bildgebiete besitzen. 
Eine Anwendung wird erwähnt auf einen Verzerrungssatz von Dieudonne&-ÜOara- 
th&odory über die im Einheitskreise beschränkten analytischen Funktionen. 

Y. Komatu. 
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e Bieberbach, L.: Conformal mapping. Translated by F. Steinhardt. New York 


Chelsea Co. 1953. VI, 234 p. $ 2,25. 

Strebel, Kurt: Über die konforme Abbildung von Gebieten unendlich hohe 
Zusammenhangs. Commentarii math. Helvet. 27, 101—127 (1953). 

Mit G, bezeichnet Verf. ein mehrfach zusammenhängendes Gebiet, das von I’, berandet wi 
Unter 7’, wird das Komplementärgebiet einer Randkomponente verstanden, das einfachzusa en. 
hängend ist und dessen Komplement das Gebiet @, enthält. Verf. stellt sich das Problem, jedem 
Komplementärkontinuum I/\, von @, (G, sei von abzählbarem Zusammenhang) eine gewisse 
Klasse C(T\,) von einfachzusammenhängenden Kontinuen zuzuordnen, so daß endlich viele vor 
diesen Klassen stets ein vollständiges System bilden. Dabei heißt ein System C,,...,C, vor 
solchen Klassen vollständig, wenn jedes n-fach zusammenhängende Gebiet @, mit beliebiger 
eindeutiger Zuordnung T, <> C(T,) ein konform äquivalentes Gebiet @,„ besitzt, dessen ni 


entsprechendes /',, in der Klasse C'(I',) liegt. Sodann interessiert sich Verf. dafür, unter welchen 
Bedingungen über die Häufungsrandkomponenten von @, es eine konforme Abbildung gebe, die 
jedes T, in ein I'„<C(T,,) überführe. Zur Untersuchung obiger Fragen, die für ein @, mit end 
lichem Zusammenhang schon früher von Grötzsch und Strebel behandelt wurden, führt Verf. 
eine extremale Distanz d(z) eines Gebietspunktes z bezüglich einer Randkomponente /’ ein un 
beweist den folgenden Hauptsatz: Ist w(z) eine schlichte konforme Abbildung des Gebietes @ 
und Limes der in jedem kompakten Teil von @, gleichmäßig konvergenten Folge w,(z), und geht 
für eine Randkomponente 7", die extremale Distanz d(z)—0 für z— I‘, so konvergieren die 
Bilder der I‘, entsprechenden Randkomponenten der Ausschöpfungsgebiete gegen I’, = w(I,). 
Weiter beweist Verf., daß jeder Existenzsatz der konformen Abbildung für endlichen Zusammen 
hang auch für ein Gebiet @, abzählbaren Zusammenhangs gilt, für welches d(z) — 0 konvergiert, 
wenn z gegen eine beliebige Randkomponente von @, geht. Schließlich gibt Verf. hinreichende 
Bedingungen für d= 0 auf einer Randkomponente an und führt zum Schluß den Begriff des 
harmonischen Maßes für die Randkomponenten ein. Damit lassen sich Sätze wie oben formu- 
lieren, wo an Stelle der extremalen Länge der Begriff des harmonischen Maßes tritt. Verf. wird 
in einer später erscheinenden Arbeit unter zusätzlichen Voraussetzungen über die Gestalt der. 
Randkomponenten 7',, die Unität speziell normierter Abbildungen beweisen. H.P.Küns. 7 
e Ahliors, L., E. Calabi, M. Morse, L. Sario and »). Spencer, edited by: Con- 
tribut/ons to the theory of Riemann surfaces. (Annals of Mathematics Studies Nr. 30.) 
Princeton, N. J.: Princeton University Press 1953. 264 p. $ 4,00. ! 


° 


Die Arbeiten werden in dies. Zbl. einzeln angezeigt, der Band wird unter dee 
Abkürzung Ann. Math. Studies Nr. 30 geführt. 


Ohtsuka, Makoto: Note on the harmonie measure of the accessible boundary 
of a covering Riemann surface. Nagoya math. J. 5, 35—38 (1953). | 

Verf. untersucht das von ihm in einer früheren Arbeit (dies. Zbl. 46, 308) ein- 
geführte harmonische Maß des erreichbaren Randes einer Riemannschen Fläche 
(relativ zu einer Grundfläche, die von jener überlagert wird) in zwei weiteren Spezial- 
füllen. H. Tietz. 

Huber, Heinz: Über analytische Abbildungen Riemannscher Flächen in sieh. 
Commentarii math. Helvet. 27, 1—73 (1953). | 
On sait (H. Huber, ce Zbl. 43, 302) que les seules transformations analytiques de K: 
r<|2| < R en lui-möme qui transforment toute ceourbe fermee non-homotope A zero en une 
courbe de möme espece sont les automorphismes de K. Le but prineipal du present travail est. 
d’etudier l’extension de cette propriöte A des elasses plus gendrales de surfaces de Riemann R. 
Les chemins ferm6s sur A sont partages en elasses d’&quivalence par homotopie W. La repre- 
sentation conforme, sur le demi-plan complexe, de la surface universelle de recouvrement de R 
fournit une metrique hyperbolique qui permet d’attacher une longueur aux chemins tracds sur R; 
la borne inferieure des longueurs de tous les chemins appartenant A une möme classe W est le 
module M(W) de la olasse. L’ensemble des nombres non negatifs M(W) correspondant aux 
diverses elasses W de chemins fermes (speetre modulaire de R) est alors dit disceret si, quel que. 
soit le nombre positif m, il n’existe qu’un nombre fini de modules < m. La classe des surfaces de 
Riemann Aa speetre modulaire diseret contient, en particulier, les surfaces closes de genre > ?, 
ainsi que les surfaces ouvertes de type hyperbolique dont le nombre de Betti est fini. L’A. etablit 
un certain nombre de propositions interessantes concernant les surfaces de Riemann dont le 
groupe fondamental est non abelien et leurs automorphismes, qui lui permettent, entre autres, 
de retrouver plusieurs theorömes connus. Parmi ces propositions nous relevons les suivantes: 
Si Rest a spectre modulaire diseret la propriete eitee plus haut de l’anneau eireulaire K, subsiste 
pour R. Si R est hyperbolique, que tous les modules M(W)de Rsont > 0 et que son nombre 
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de Betti best > 1, toute transformation analytique A de R en elle-möme qui n'est pas un auto- 
morphisme est telle que Titeree 4? 0. Ce dernier theoreme stend et complete des resultats 
recents obtenus par Maurice Heins et par Michel Herve. — Signalons encore qu’en passant 
VA. obtient et utilise dans ses demonstrations une extension du theoröme bien connu de Montel 
sur la normalite des familles de fonctions ayant trois valeurs lacunaires, ainsi que la suivante 
generalisation du grand theor&me de Picard: Etant donnee une surface de Riemann R et un 


domaine CR de type hyperbolique, & &tant compact dans R, toute transformation ana- 
lytique du domaine 0<k] <1 en © peut ötre prolongee en transformation analytique de 
ll <i1en R. Il suffit de prendre pour R la sphöre et pour ® la sphere pointee en trois points 
distinets pour avoir le theor&me classique de Picard. S. Stoilow. 

Morse, M. and J. Jenkins: The existence of pseudoconjugates on Riemann 
surfaces. Fundamenta Math. 39, 269—287 (1953). 

Les AA. appelent pseudo-harmonique (PH) dans D une fonction qui — au 
voisinage de chaque point de D — devient une fonction harmonique par une trans- 
formation topologique convenable effectuee sur ce voisinage; ils appelent pseudo- 
conjuguee (PC) d’une fonction PH, soit U, une fonction V, PH dans le m&me do- 
maine, et telle que U +:V definisse une transformation interieure. — Le pro- 
pleme se pose: etant donn&e une fonction U quiest PH sur une surface de Riemann R. 
existe-t-il une fonetion V, PH sur R et PC de U? Le present travail resout cette 
question par l’affirmative dans le cas ou R est simplement connexe. Il en resulte 
que toute fonction Ü qui est PH sur R peut &tre „uniformisee“, e’est-A-dire qu’il 
existe une transformation topologique de R en un domaine simple D, telle que 
Ug! est harmonique dans D. — La construction par les AA. d’une PC corres- 
pondant & une PH donne&e exige une minutieuse analyse des lignes de niveau, ainsi 
que l’application de nombreux resultats contenus dans l’un de leurs m&moires ante- 
rieurs: Topological methods on Riemann surfaces. Pseudoharmonic functions. 
Ann. Math. Studies Nr. 30, 111—139 (1953). S. Stoilow. 

Gerstenhaber, Murray: On a theorem of Haupt and Wirtinger concerning the 
periods of a differential of the first kind, and a related topological theorem. Proc. 
Amer. math. Soc. 4, 476—481 (1953). 


Es sei R, eine geschlossene Riemannsche Fläche vom Geschlecht p mit einem kanonischen 
Fommitisystem a, 2.,0,:00,,.2.,0,. Sind am, >, & 775 Pme ae Dante Lee +2, die zum 
Schnittsystem gehörigen Periodensysteme von p linear unabhängigen Abelschen Integralen 
1. Gattung äuf R,, so sind die Matrizen A = ||a„.|| und B= ||ß,r|| von der Ordnung p, ferner 
ist A-! B symmetrisch, und ihr imaginärer Teil ist positiv definit. Jede Matrix (4, B) mit kom- 
plexen Zahlen als Elementen, für welche A und B diese Eigenschaften besitzen, heiße eine Rie- 
mannsche Matrix der Ordnung 7; sie heiße speziell, wenn die Elemente von 4 und B speziell 
Periodensysteme von Integralen 1. Gattung auf einem R, sind. Für p=1 bzw. p>4 ist 
bekanntlich jede bzw. nicht jede Riemannsche Matrix der Ordnung p auch eine spezielle. Daß 
letzteres ebenfalls für p = 2 und p = 3 zutrifft, folgert Verf. aus dem Satz [Haupt, Math. Z. 6, 
219—2..7, bes. S. 235 (1920)]: Läßt sich auf einem R, das Periodensystem eines Integrals 1. 
Gattung durch geeignete Wahl des Schnittsystems auf die Form &,, BP; =P, = 0,v=2,...,P, 
bringen mit i(a, fı — & Pı) > 0, so ist p=1. Denn z. B. die Matrix mit den Zeilen 1,0, ,0 und 
0,1,0,i ist eine (dem Satz zufolge) nicht spezielle Riemannmatrix der Ordnung 2. — Ein 
von Wirtinger angegebener Beweis des genannten Satzes läßt an Kürze nichts zu wünschen 
übrig, zieht aber die Theorie der Weierstraßischen o-Funktion und den Weierstraßischen 
Lückensatz heran. Demgegenüber führt Verf. den Beweis des genannten Satzes zurück auf einen 
Abbildungssatz von allgemeinerem Charakter, welch letzteren er auf verschiedene Arten beweist, 
unter anderem unter Heranziehung eines Satzes von H. Hopf. Otto Haupt. 

Röhrl, Helmut: Über gewisse Verallgemeinerungen der Abelschen Integrale. 


Math. Nachr. 9, 23—44 (1953). 

Als Verallgemeinerung der Abelschen Integrale werden solche Integrale betrachtet, deren Inte- 
grand die Gestalt A (z) exp J (2) besitzt [A (z) algebraische Funktion, . (z) Abelsches Integral]. Die 
Grundlagen für diese Untersuchungen wurdenin zwei vorangehenden Arbeiten bereitgestellt (dies. 
Zbl. 43, 29946. 83, 309). An diese Ergebnisse anknüpfend werden zunächst einige arithmetische 
Eigenschaften der Integrale zusammengestellt und ihr lokales Verhalten untersucht. Eingehender 
wird sodann das Periodizitätsverhalten dieser Integrale diskutiert. Hierzu werden zunächst für 
eine bestimmte Gattung von Wegen (geschlossene Wege) Wegebasen aufgestellt. Die entsprechende 
Konstruktion wird sodann auch für die komplementäre Klasse durchgeführt. Es folgen die 
Weierstraßschen Periodenrelationen und weiter die Übertragung eines Hauptsatzes aus der 
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Theorie der Abelschen Integrale: Verschwinden sämtliche Perioden eines Integrals, so ist der 
Integrand Ableitung einer Klassenfunktion. Vertauschungstheoreme, Sätze über die Perio den 
von Integralen mit variablen Unstetigkeitsstellen und Produktdarstellungen von Klassenfunk- 
tionen schließen sich an. Das sogenannte „arithmetische‘“ und das „transzendente Abelsche 
Theorem“ endlich antworten auf folgende Fragestellungen: Wann können bestimmte Divisoren 
als vollständige Divisoren von Klassenfunktionen aufgefaßt werden ? Wann gibt es zu vorge- 
gebener a ne nn Ma er nen; nee d 
Klasse, die außerdem einen gegebenen Divi g HJ Kowaleky 
Röhrl, Helmut: Über Differentialsysteme, welche aus multiplikativen Klassen 
mit exponentiellen Singularitäten entspringen. III. Math. Ann. 125, 448 —466 (1953) 
Die vorliegende Note bildet den Abschluß der in zwei vorangehenden Arbeiten 
(dies. Zbl. 43, 299; 46, 83) begonnenen Untersuchungen, die sich auf eine Ver- 
allgemeinerung der Theorie der algebraischen Funktionen auf Funktionen mit 
exponentiellen Singularitäten bezogen. Jetzt werden für diese Funktionen auch noch 
gewisse Abhängigkeiten von einem Parameter zugelassen. Diese Parameterab- | 
hängigkeit tritt entsprechend bei den Reduktionskoeffizienten, bei den Integral- 
perioden usw. auf. Die Integralperioden genügen einem System gewöhnlicher line- 
arer homogener Differentialgleichungen, für welches die Periodenmatrix eine Integral- 
matrix liefert. Gleichzeitig ergeben sich Beziehungen zu den Laplace-Transfor- 
mationen und den Monodromiegruppen. Als Anwendungsbeispiele werden Ver- 
allgemeinerungen der Hermiteschen, Besselschen und Kummerschen Funktionen- 
systeme angegeben. H.-J. Kowalsky. 


Fröchet, Maurice: Sur les fonetions para-analytiques ä deux et ä& trois dimen- 
sions. C. r. Acad. Sci., Paris 236, 348—351 (1953). 

Für die Funktionenklassen D und P (vgl. dies. Zbl. 47, 322) werden Integral- 
sätze aufgestellt und die elementaren 'Transzendenten definiert. In einer weiteren 
Note wird eine Verallgemeinerung auf mehr als zwei Dimensionen in Aussicht ge- 
stellt. A. Kriszten. 


Fröchet, Maurice: Les fonetions „para-analytiques* An dimensions. ©. r. Acad. 
Sci., Paris 236, 1832—1835 (1953). 

Die Definition der para-analytischen Funktionen in assoziativen und kommuta- 
tiven Algebren mit Haupteinheit, die hier gegeben wird, stimmt mit der Definition 
von Scheffers und Hausdorff überein. A. Kriszten. 


Ward, James A.: From generalized Cauchy-Riemann equations to linear al- 
gebras. Proc. Amer. math. Soc. 4, 456-461 (1953). 

Verf. hat für lineare assoziative Algebren 4 mit Einselement über dem Körper F 
analytische Funktionen erklärt, die durch ein System (S) partieller Differential- 


gleichungen charakterisiert sind. Er gibt hier hinreichende Bedingungen dafür, daß 
das System 


n ey 
(*) & ds =0 (k=1,2,..,(m—n)) 

Te 1 , 
mit konstanten d,,, aus F eindeutig eine kommutative Algebra A über F bestimmt, 
für die (*) das System (S) ist. Für n—2 ist dyı) + dygg = 0 (k = 1,2) die not- 
wendige und hinreichende Bedingung. E. Trost. 


Slepentuk, K. M.: Darstellung einer analytischen Funktion von zwei Verän- 
derlichen mit Hilfe eines zweifachen unendlichen Produktes. Uspechi mat. Nauk 8, 
Nr. 2 (54), 139—142 (1953) [Russisch]. 

Beweis des Satzes: Jede im Nullpunkte = 0, y= 0 analytische Funktion 
f(x, y) mit (0,0) = 1 gestattet in einer Umgebung des Nullpunktes eine Dar- 
stellung durch ein absolut konvergentes, unendliches Produkt: 

[0,0] 00 
fs yJ)= II Dil +0.) 0u=1. W. Thimm. 


m-O n=0 
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'Gewöhnliche Ditferentialgleichungen. Differenzengleichungen: 


e Stepanov, V. V.: Lehrbuch der Differentialgleichungen. 6. Aufl. Moskau: 
Staatsverlag für technisch-theoretische Literatur 1953. 468 8. R. 12,10 [Russisch]. 

Vgl. die Besprechurg der 5. Aufl. in dies. Zbl. 41, 418. 

Markus, L.: A uniqueness theorem for ordinary differential equations involving 
smooth functions. Proc. Amer. math. Soc. 4, 88 (1953). 

Besicovitch, A. S.: On the existenee theorem for the differential equation 
dy/dx<=g(x,y). J. London math. Soc. 28, 110—112 (1953). 

Exemple d’une öquation differentielle dy/dz = gp(x, y) (oü @ est mesurable 
en x pour tout y fixe, et mesurable en „y pour tout x fixe, et bornee presque partout) 
qui n’admet aucune solution absolument continue. A. Revuz. 

Ezrochi, J. A. und T. G. Ezrochi: Zur Darstellung der linearen Differential- 
gleiehungen in den Technischen Hochschulen. Uspechi mat. Nauk 8, Nr. 2 (54), 
157—158 (1953) [Russisch]. 

Hartman, Philip: On the derivatives of solutions of linear second order, ordinary 
differential equations. Amer. J. Math. 75, 173—177 (1953). 

Verf. betrachtet die Differentialgleichung y’+qgy=0 mit für 0 <t<oo 
stetigem q = q(t). Er beweist eine Abschätzung für y’(t) in Abhängigkeit von einer 
Schranke für die Lösung y(t) selbst, und unter passenden Wachstumseinschrän- 
kungen für q bzw. eine positive nicht abnehmende Funktion Q(t) >q zeigt er, 
daß keine zu einer beschränkten Lösung y(t) linear unabhängige Lösung von der 
Klasse L,(0, oo) ist. M. J. De Schwarz. 

Chalanaj, A.: Über eine lineare Differentialgleichung mit fastperiodischen 
Koeffizienten. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 88, 419—422 (1953) [Russisch]. 


oo . 
Consider the equation + p()x=I0, pl) =u+ = auizereki, ia, >> 0, 
=, ja,| < 09; let Vu denote a determination having real part > 0. Then the equation 
2 {0.0} . 
has always a solution x = eiVat o(t), pt) = =, Dee Dale nl 


4, positive integers; if no relation of the form 2 Yu = N 1,«, is satisfied, another 
solution is x = e-{Yatay(t), » having the same form as @; if 2Yu= BSY IR 
the second solution is given by x =t- eiVxt Y() + eiVat Y%(t) + e-iVut Y3(t), the 
p, having the same form as before. J. L. Massera. 

Fage, M. K.: Über die Symmetrie und die Symmetrisierbarkeit der Einfluß- 
funktion. Mat. Sbornik, n. Ser. 32, 345—352 (1953) [Russisch]. 

The influence-function @(s, t) satisfies the second-order ordinary differential 
equation (pw)’ +qu=0 in both variables everywhere n a <s,1 <b except 
for a jump of amount 1/p(t) in &@/ös at s=t, and satisfies the boundary con- 
ditions. in Ss, 

rg a en 
je Pa w (a) + Pz u Fr b7 u (b) =. 


The author LS wi loci of ‚points er Imnciy us EN = at, 8), 
ze $ “ [pib). 
| 


He then shows that „eyelie symmetry‘‘, given by G (x, y): ar 2) Ra 2 
Gy, x) ”@(z, y) -@(x, 2), implies ordinary symmetry, 1. & 665 = G(t, s); see fs 
previous-apte (this Zbl. 43, 13). In particular „symmetrizability‘, given by G(8, Ne 
H (s, t) - r(t) where H issymmetrical, implies ordinary symmetry. F. V. Atkinson. 

'Krejin, M. G.: Über die Übergangsfunktion eines eindimensionalen Randwert- 
problems zweiter Ordnung. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 88, 405—408 (1953) 
[Russisch]. 


in the general case when @(s, t) = @G(t, s), i. e. when 
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A number of results concerning the converse Sturm-Liouville problem are announ 
Let p(x,}) be a solution of the equation —y’+qy=Aoyin the interval 0<z<I 
that @(0, A) = 1,9’(0,7) = h(hreal). It is supposed that q is real and integrable over eve 
closed sub-interval of 0 < x <l and that o > 0 almost everywhere. BIR a given measure 


let L,(a, b) be the Hilbert space of all functions f with the norm square $ |f|®dr. A measure ri 
a 


[4 
called a spectral measure if F(}) = S fx) p(z, 4) do(x) defines an isometrie mapping 
D) 


Ls = L,(0, 1), (do = od), into L, = L,(— ©, ©). Let 8, be the set of all spectral me 
+ 


oo ya 
with a given h. The quantity f "(1 — cos vr 1) p2(z, 7) dr(}) represents the deviation at 
—00 


point x of a vibrating string influenced by the potential q and elastically tied at 0 when a uni 
force has been applied at x during the time from 0 to t. It is finite as long as the initial actio 


1 
has not been reflected back from the right end, i. e. as long as 0 <t<2 f Vol&)d. Ex= D | 
u I 
one gets the „transition function‘ D(t) = [37 (a — eos YAt) dr (2). Aslongas 0O<t<2T7— 
ken des 5 
[ Ve (&) d&, it is independent of the choice of r in $,. The measure is called orthogonal if the 
0 


associated mapping is unitary. A necessary and suffieient condition for this is that the hull of 


the functions sin VA elya when 0 <t<T be dense in Z.. When o =1, the transition function ® 
has absolutely continuous derivatives ®’ and ®’”’ such that ®’(0) =1,®”(0) =—h and g has 
(absolutely) continuous derivatives of order < n if and only if ® has (absolutely) continuous 
derivatives of order <n + 3. A necessary and sufficient condition that 7 be a spectral measure 
is that D’’ be absolutely econtinuous when 0 <t<2land ®’(0) — 1 (a less preeise result was 
obtained by Gelfand and Levitan, this Zbl. 44, 93). L. Gärding. 
Karaseva, T. M.: Über das inverse Sturm-Liouvillesche Problem für einen nicht- 
Hermiteschen Operator. Mat. Sbornik, n. Ser. 32 (74), 477—484 (1953) [Russisch]. 
Definitionen:g(x)=stetige, komplexwertige Funktion des reellen Argumentes 
0<xr<1i. (1) L,= —d2lda® +g(x); Randwertaufgabe: (2) L,(y) = Ay 
(2a) y(0)=1, y(0)=h; (2b) y’(1)=ÄA,y(l) (h,h, komplex). Das Spektrum ı 
der Randaufgabe (2), (2a), (2b) [Bezeichnung: S,(A, h,)] ist die Menge aller Zahlen 
(0 <ZargA< 1), für welche (2), (2a), (2b) eine quadratisch in (0,1) integrierbare 
Lösung hat. — Hauptergebnis. Durch die Angabe der zwei Spektren des Operators 
(1):5,(h,h,)und S,(h,h,) (h,h,,h, beliebige komplexe Zahlen) werden die Funktion g(x) 
(0 &x< 1) sowie die Zahlen : h, h,, h, eindeutig bestimmt. — Methode. Es werden 
Sätze über die Vollständigkeit gewisser Funktionensysteme im ZL,(0, 1) ausgewertet, 
indem ein interessantes Lemma bewiesen wird, nämlich: es sei e,, &,. ... Basis des 
Hilbertschen Raumes H ( le;|| s1, i=1,2,...); dann ist das System: e, — ea 
@g— @g, -. . vollständig in H. K. Maurin. 


Levitan, B. M.: Über die Entwieklung nach Rigenfunktionen von Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung. Uspechi mat. Nauk 8, Nr. 3 (55), 156—157 (1953) 
[Russisch ]. j 

Tomlinson, Fort: Redueibility of linear differential and difference equations. 
J. London math. Soc. 28, 156—163 (1953). 

Verf. nennt eine lineare Differentialgleichung 4) + px) ydD +... 

F pP„(®) y = 0 mit in einem gegebenen Intervall / stetigen reellen Funktionen 
p,(x) reduzibel von derOÖrdnungj (<n)in I, wenn sie j reelle Lösungen besitzt, 
die ein Fundamentalsystem von Lösungen einer Differentialgleichung y) + 
la) y/7P’ ++. 4+9q,(2)y= 0 mit in ] stetigen reellen q,(x) bilden. Es werden 
einige Sätze aufgestellt, die leicht aus der Definition folgen, z. B.: Eine lineare 
Differentialgleichung ist dann und nur dann reduzibel von der Ordnung 1, wenn sie 
eine in J nicht identisch verschwindende Lösung besitzt. In einer kurzen Schluß- 
bemerkung wird für gewisse Differenzengleichungen eine etwas ähnliche Definition 
der Reduzibilität gegeben. A. Jaeger. 
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Kang, Chi Lung and Gilbert H. Fett: Metrization of phase space and nonlinear 
servo systems. J. appl. Phys. 24, 38—41 (1953). 
Für Regelsysteme, die einer Differentialgleichung n-ter Ordnung e® + ae =D + 


+ e—=Glenl),...,e,t) gehorchen (e") = r-te Ableitung der Abweichungs- 
größe e nach der Zeit t), wird durch Definition einer auch physikalisch sinnvollen 
Abstandsfunktion eine Metrik des „Phasenraumes“ der Punkte (e®-D, en), .,.,e, t) 


eingeführt. Dies führt zu einer Einteilung des Phasenraumes in zwei durch eine 
Ebene getrennte Hälften und im weiteren Verlauf zu einem einfachen Kriterium des 
Einflusses beabsichtigter oder unbeabsichtigter Nichtlinearitäten des Systems auf 
sein Verhalten, womit sich zugleich ein neuer Weg zur Untersuchung nichtlinearer 
Servo-Systeme überhaupt eröffnet. R. Zurmähl. 

Frei, M.: Sur l’ordre des solutions entieres d’une öquation difförentielle linsaire. 
C. r. Acad. Sci., Paris 236, 38—40 (1953). 

In der linearen homogenen Differentialgleichung L(w) = w® + a, (2) wm =D + 

+ a(2)w= 0 seien die Koeffizienten a,(z) ganze Funktionen. Ist von den 
a,(2) nur a,(2) ganz transzendent, so folgt aus T(r,a,) <C\, log T(r, w) + CO, log r, 
daß jede Lösung w(z) von L(w) = 0 unendliche Wachstumsordnung hat. Diese 
Tatsache führt zusammen mit mehrmaligen Substitutionen der Form w = y(2) u(z) 
zu dem Ergebnis: Sind die Koeffizienten a,,,(2), - - -,a,_,(2) Polynome, aber a, (z) 
ganz transzendent, so hat Z(w) = 0 höchstens p Lösungen, die von endlicher Ord- 
nungsind. Das allgemeine Integral w(z) ist also immer von unendlicher Ordnung, wenn 
wenigstens einer der Koeffizienten ganz transzendent ist. Das Beispiel w’”’ + 
vie=-i?w +w=(0 mit der Partikulärlösung ei? +1 zeigt, daß bei ganzen trans- 
zendenten Koeffizienten Lösungen von endlicher Ordnung tatsächlich möglich sind. 

H. Wittich. 

Höfinger, E.: Über die Lösung der gewöhnlichen Laplaceschen Differential- 
gleichung durch mehr’ache Integrale. Monatsh. Math. 57, 6—18 (1953). 

Verf. weist darauf hin, daß die Laplace-Transformation für die Lösung der 
Laplaceschen Differentialgleichung die gleiche Bedeutung hat wie die Mellin-Trans- 
formation für die Lösung der hypergeometrischen Differentialgleichung. Durch 
Mellin-Faltung zweier hypergeometrischer Funktionen entsteht wieder eine hyper- 
geometrische Funktion. In der vorliegenden Arbeit soll das Entsprechende für die 
Lösung der Laplaceschen Differentialgleichung gezeigt werden, nämlich, daß man 
durch Laplace-Faltung zweier Lösungen wieder eine Lösung der Differentialgleichung 
erhält. Durch wiederholte Anwendung ergibt sich hieraus eine Lösung der Laplace- 
schen Differentialgleichung, die Mehrfachintegrale enthält. Verf. zeigt zunächst, 
daß aus einer partikulären analytischen Lösung einer homogenen linearen Differen- 
tialgleichung n-ter Ordnung durch Integralbildung eine partikuläre analytische 
Lösung einer weiteren Differentialgleichung des gleichen Typus erhalten wird. 
Durch Entwicklung des höchsten Differentialausdruckes der vorgelegten Differen- 
tialgleichung in eine Lagrangesche Reihe erhält Verf. mehrfache Integrale, welche 
auf ein Fundamentallösungssystem der Ausgangsdifferentialgleichung führen. Es 
werden die Integrationswege in der komplexen Ebene diskutiert, und diese Dis- 
kussion führt auf weitere Integrallösungen. M.J.O. Strutt. 


Evans, Robert L.: Solution of linear ordinary differential equations containing 


a parameter. Proc. Amer. math. Soc. 4, 92—94 (1953). iS 
Sia »la variabile complessa, A un parametro complesso e si consideri l’equazione 


differenziale 
@) _ S7 pi P,(A ee ep 5 EL ei 
N x IpIJ 2 —V)—(, = ae > 4,1 u, 
(1) z r =’ ‚“ u ) ai u=—pm; v= (Er —a—1)/p] Ur 


dove [(p — u — 1)/p]l &il massimo intero contenuto in (p län 1)/p se u <p— 1, 
ed & lo zero se u >p-—1; i numeri n, p sono interi positivi e gli m, sono interi 


0 


non negativi. L’A., valendosi della trasformazione 2 — )P x, prova che gli integra 
della (1) che soddisfano le condizioni iniziali (3) yP(A,0)=(j IS Du, A 
(= 0,1,...n—1), nell’ipotesi che le serie che er wi, e (3) converg 
per |x| <&, |] >A, hanno la forma y(A, x) = = e bs APP P, e 


quest’ultima i eoeffieienti b,,g che non figurano nelle (3) possono determinarsi 
procedimento rieorrente. L’A. osserva che il suo risultato consente di dare u 
semplice espressione di aleuni risultati di T.M. Cherry (questo Zbl. 36, 61) e prop 
ottenuti nel cso n=p=2, m,=1, P (4,2) =. G. Sansone. 


Wittich, Hans: Eindeutige Lösungen der Differentialgleichungen ww’ = P (z, w). 
Math. Ann. 125, 355—365 (1953). 

In seiner dritten grundlegenden Arbeit über Differentialgleichungen verfolgt Verf. wiederu. 
das Ziel, direkt aus bestimmten Differentialgleichungen, die als Definition einer Gattung trans- 
zendenter Funktionen angesehen werden können, funktionentheoretische Eigenschaften, i 


besondere die Wertverteilungsgrößen, herauszulesen. Von den Differentialgleichungen f 


a) w” — P(z,u) — ay(2)w* + a,(2) WI + +++ au(2) i 

wird für Polynomkoeffizienten a,(z) gefordert, daß es mindestens eine in 2] < einderi 

analytische, nichtrationale Lösung w(z) gebe und daß zu jedem beliebigen = an eine 

2 —p| <r eindeutige analytische Lösung existiere, die z—= 9» zur Polstelle hat. Diese beiden 
Voraussetzungen werden durch die zwei Gleichungen . 

(2) w’ = a(z) + b(z) w + 6w%, (3) w’ = a(z) + b(z) w + c(z) w® + 2uw* \ 

erfüllt, deren Koeffizienten explizite angegeben werden. Die beiden ersten Painleveschen Dif- 

ferentialgleichungen können durch bestimmte Normierungen und Substitutionen aus (2) und (8) 

erhalten werden. Von allen Lösungen aus (2) und (3), deren Koeffizienten die vom Verf. angegebenen 
Bedingungen erfüllen, wird gezeigt, daß sie in |z| < co eindeutig analytisch, sowie von be- 
schränkter Wachstumsordnung sind. Im weitern geht für diese Lösungen die Ungleichung des. 
zweiten Hauptsatzes von Nevanlinna in eine Gleichheit über. Es treten i.a. keine Defekte 
auf und der Gesamtindex der algebraischen Verzweigtheit ist gleich 2. Für konstante Koeffi- 
zienten in (2) und (3) gibt Verf. eine Übersicht für alle möglichen Fälle. Hier können unter be- 
stimmten Voraussetzungen Defekte (Picardsche Ausnahmewerte) auftreten. — Auf Grund der 
Untersuchungen lassen sich auch Aussagen über die Lösungen der Riccatischen Differential- 
gleichung w = a(z) + b(z)w-- w® herleiten, für welche im 2. Hauptsatz ebenfalls Gleich- 
heit gilt. Der Beweis für die Endlichkeit der Ordnung ist unvollständig. Wie Verf. mit- 
teilt, läßt sich dieser wie folgt führen: Man zeigt, daß die Anzahlfunktionen X (r, w) von endlicher 

Ordnung sind. Aus m(r, w) =O (logr, T(r, w)) folgt dann zusammen mit der Tatsache, daß 

T(r, w) konvex in logr ist, die Behauptung. H. P. Künzi. 


Sawyer, Walter Warwick : On polynomial sequences eonneected with differential 
equations. Math. Nachr. 9, 269—280 (1953). 

Verf. stellt sich, an eine Arbeit des Ref. (dies. Zbl. 42, 93) anknüpfend, folgende Aufgabe: 
Zu einer gegebenen linearen Differentialgleichung E, zweiter Ordnung vom Fuchsschen Typ 
(mit rationalen Koeffizienten) soll eine Folge gleichartiger Gleichungen E, mit derselben Mono- 
dromiegruppe und denselben echten Singularitäten bestimmt werden. (Es besteht dann zwischen 
den Lösungen von E,+], #, und E,_, eine Rekursionsformel mit rationalen Koeffizienten). Ferner 
sollen die Koeffizienten von E, beschränkte Grade haben, d. h. die Anzahl der Nebenpunkte sei 
beschränkt. Verf. zeigt, daß sich derartige Folgen stets konstruieren lassen, und ergänzt damit das 
Ergebnis des Ref. wesentlich. Er kennzeichnet die Koeffizienten der Rekursionsformel 
näher und gibt Aussagen über die Anzahl der auftretenden Nebenpunkte. Zum Beweis wird der 
Algorithmus, der von einer Potenzreihe zum korrespondierenden Kettenbruch führt, in bemer- 
kenswerter Weise verallgemeinert: Verf. betrachtet die simultane Approximation mehrerer 
Potenzreihen P(z= —a,) bzw. P(a') durch eine rationale Funktion p/q gegebenen Grades, wobei 
also p = 4P(@ a) = Ol —ay)*)(@=1,2,..),p— ge P(x') =O (x'”)in der Umgebung 
der in Frage kommenden Stelle sein soll, und zeigt, daß p und g bei gegebenen t, F, f; bestimmt 
werden können. Ist nun %,,, %, ein Fundamentalsystem der Gleichung E, — 0 und ist um 
"go 8m jo, 80 lassen sich die Zähler der rationalen Funktionen r,, s, mit Hilfe des Algorith- 
mus bestimmen, während die Grade der Nenner — die die Nebenpunkte bestimmen — beschränkt 
gehalten werden können. Für die Berechnung dieser Nenner gibt Verf. am Schluß ein einfaches 
Verfahren an, das auf der Umkehr eines Gedankens von Laguerre über den Zusammenhang 
von den Näherungsbrüchen eines Kettenbruchs mit der Lösung einer Differentialgleichung be- 
ruht. W. Hahn. 


| 
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Thomas, Johannes: Über gewisse lineare Differentialgleichungssysteme mit 
periodischen Koeffizienten. Math. Nachr. 9, 197—200 (1953). 

Für die Elemente eines in passender Weise festgelegten fundamentalen Lösungs- 
systems des Jacobischen Differentialgleichungssystems 

drjdt = Br + Cly7y, dyldi= — (At) + Bü) n), 
wobei die Koeffizientenmatrizen A(t), C(t) als gerade Funktionen in t, ®(t) als un- 
gerade und alle drei periodisch mit der Periode p vorausgesetzt werden und M7 
die transponierte Matrix von M ist, beweist Verf. das Bestehen von n (?n — 1) 
_ linear unabhängigen Beziehungen an der „Periodenstelle“t=p. M..J.De Schwarz. 

GradStejn, I. S.: Eine Anwendung der Theorie der Stabilität von A. M. Ljapunov 
auf die Theorie der Differentialgleichungen mit kleinen Faktoren bei den Ableitungen. 
Mat. Sbornik, n. Ser. 32, 263—286 (1953) [Russisch]. 

This paper contains slight generalizations of theorems of Tichonov (this 
Zbl. 48, 71) for the case where the small parameter appears explieitely in the second 
members of the equations. The author stresses the relation between the convergence 
of the integrals of the system to an integral of the degenerate system and the notion 
of asymptotic stability, which is assumed to be uniform with respect to the para- 
meter. J._L. Massera. 

Duff, G. F. D.: Limit-eyceles and rotated vector fields. Ann. of Math., II. Ser. 
97, 15—31 (1953). 

A system of two differential equations (1) <= P(x, yo), 4 = Q(x, y, «), 
where «& is a parameter, is considered. Under some special conditions [the critical 
points of (1) remain fixed as & varies in the interval 0 <« <z, Pand@ are periodie 
funetions of & with period 2, Pu, y«a+n)=—-P(x,y,0); (x, y&-+nr) = 
— ((z, y, «)] system (1) is said to define a complete family of rotated vector fields. 
The theory of complete families is first developed and the limit-ceycle problem is 
then treated as an application. The method consists in examining the behavior of 
limit-eycles under variation of «. The cycles of a given vector field are classified 
according to the critical points they enclose. In the case of only one elementary 
critical point enclosed by the eycles, a general test for the solution of the existence and 
location problem is given. More general cases are solved if a Bendixson curve en- 
elosing eritical points can be found. The problem of limit-eycles in the particular 
case P=X(z,y)cs&«— Y(z,y)sin«a; Q=X(z,y)sin«-+ Y(r,y) cos «a was 
previously examined by Toshio Uno (this Zbl. 44, 311). J.Szarski. 

Antosiewiez, H. A.: Forced periodie solutions of systems of differential equa- 
tions. Ann. of Math., II. Ser. 57, 314—317 (1953). 

Consider & = Alt)-x + p(z,t) + g(z,t,k), x being an n-vector, A(t) a con- 
tinuous periodie matrix of period 1, p, g continuous n-vectors, periodie in t0f period 1, 
satisfying a Lipschitz condition with respect to x and p(0, 1) = g(2,1,0)=0 [it 
is not assumed that g(0, 1, k) =0]. Then, if the characteristic exponents of &=A(t)-x 
have negative real parts and if k is small enough, the system admits a periodie 
solution of period 1 which is asymptotically stable. The proof is based on Brouwer’s 
theorem applied to aregion V <( where V is a quadratie function of Lyapunov. 

J. L. Massera. 

Troickij, V. A.: Über die kanonischen Transformationen der Gleichungen der 
Theorie der automatischen Regulierung. Priklad. Mat. Mech. 17, 49—60 (1953) 
[Russiseh ]. 

In einer Arbeit von A. I. Lure (dies. Zbl. 31, 183) wurden die Differentialgleichungen, die 
das Verhalten von Regelsystemen mit einem regulierenden Organ beschreiben, durch eine unitäre 
Transformation auf eine bestimmte einfache Form gebracht, die vom Autor „kanonische Form“ 
der Gleichungen der Theorie der automatischen R>gulierung genannt wurde. In weiteren Unter- 
suchungen, über deren Resultate er in der Monographie „Einige nicht lineare Aufgaben aus der 


Theorie der automatischen Registrierung“ (Moskau 1951) berichtet, bewies Lure, daß die Benut- 
zung der kanonischen Form bei Lösung gewisser nichtlinearer Aufgaben aus der Theorie der 
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automatischen Regulierung die notwendigen Rechnungen wesentlich abkürzt. — In der vor 
liegenden Arbeit wird eine Verallgemeinerung der Lufeschen Transformation auf den Fall v. 
Regelsystemen mit einigen regulierenden Organen gegeben. — Zunächst wird eine allgemeine 
Aufgabe über die Reduktion auf die kanonische Form bei Systemen mit n nichtlinearen Dif- 
ferentialgleichungen 1. Ordnung bstrachtet. Die dabei gewonnenen Ergebnisse werden weiterhin 
bei der Aufstellung kanonischer Transformationen von Differentialgleichungen verwandt, die 
das Verhalten von Regelsystemen mit einigen regulierenden Organen beschreiben. — Die Er- 
gebnisse der vorliegenden Arbeit können benutzt werden bei Stabilitätsuntersuchungen von 
Regelsystemen, bei Lösung von Aufgaben über das Verhalten von dynamischen Systemen und 
insbesondere, von Systemen der automatischen Regelung dicht an ihrer Stabilitätsgrenze u 

bei Aufgaben über selbster- regte Schwingungen von Regelsystemen. K. Borkmann. 

Garnier, Rene: Sur les systömes difförentiels I, ä points eritiques fixes, asso- 
ci6s au problöme de Riemann pour les systömes lineaires d’ordre m > 2. Ü. r. Acad. 
Sei., Paris 236, 161—164 (1953). 

L’A. expose le prineipe d’une möthode de resolution du probleme de Riemann, 
qui permet l’&tude des integrales du systeme associ@ Z&, dans le cas de syst&mes line- 
aires S,, d’ordre m >3 (seul, le cas m = 2 avait &t& envisage jusqu’ici). L’A. a 
d’autre part obtenu direetement une partie des resultats par applieation de la’ 
methode des approximations successives qui lui a permis de donner une represen- 
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tation effective des integrales de 2. A. Revuz. 
Green, John W.: A note on the solutions of the equation f(x) = f(x + a). 
Math. Mag. 26, 117—120 (1953). 4 


Soit f(x) une fonction satisfaisant ä l’&quation f’(x) = f(x +a) pur -o<xr 
<oo, a d6signant une valeur non nulle. Si elle est une fonetion entiere du type 
exponentiel, elle est une combinaison lineaire d’un nombre fini de exp (s, x), oü 
les s, sont les racines de l’&quation en s: logs = as, l’exception etant faite pour 


a—= l/e auquel cas un terme Cxe‘” peut se presenter. M.Hukuhara. 
Evgrafov, M. A.: Neuer Beweis eines Satzes von Perron. Izvestija Akad. Nauk 
SSSR, Ser. mat. 17, 77—82 (1953) [Russisch]. e 


Ei 


Verf. gibt einen sehr einfachen Beweis für den folgenden Satz von Perron 
(wobei der Satz von Poincare& allerdings vorausgesetzt wird): Ist (1) f(x +k) + 
a2) fx + k—1) +++» +a,(z) f(x) = 0 eine Differenzengleichung, die den für 
den Poincar6öschen Satz üblichen Voraussetzungen genügt, und hat die charakte- 
ristische Gleichung (2) #+a,2°17+.-..+a, = 0 Wurzeln 2,..., 2, mit von- 
einander verschiedenen Absolutbeträgen, so hat (1) ein Fundamentalsystem von k 
Lösungen fi(X),.. ., f„(x) derart, daß lim f(z + 1)/f, (x) = 2, (i=1,...,%k) ist. 

200 

- Der Beweis beruht auf einigen einfachen Hilfssätzen, die ungefähr auf folgendes 
hinauslaufen. 1. Ist 2] eine Lösung von (1), so genügt die Funktion F(x) = 
fx +1)— 2, f(x) einer Differenzengleichung der Ordnung k — 1, deren charak- 
teristische Gleichung die durch 2 — z, dividierte linke Seite von (2) ist. 2. Ist 
lim F(x + 1)/F(@)= u, so hat die Gleichung fix +1) —Aflx) = F(x), 
\u| —. A| eine Lösung mit dem gleichen asymptotischen Verhalten. — Der Satz 
von Poincar6 lehrt, daß der Quotient f(x + 1)/f(z) [f(x) eine Lösung von (1)] 
gegen irgendeine Wurzel z, von (2) strebt. Der eine Hilfssatz gestattet, die Ord- 
nung der Gleichung unter Ausschaltung dieser Wurzel zu reduzieren, wobei die 
andern Hilfssätze garantieren, daß die übrigen Limesbeziehungen erhalten bleiben. 
Deswegen läßt sich ein Induktionsschluß durchführen. W. Hahn. 


Gel’fond, 0. A. und I. M. Kubenskaja: Über einen Satz von Perron in der 
Theorie der Differenzengleichungen. Izvestija Akad. Nauk SSSR, Ser. mat. 17, 
83—86 (1953) [Russisch ]. 

Verff. beweisen einen Satz, der das asymptotische Verhalten der Lösungen 
einer Poincar6schen Differenzengleichung genauer beschreibt als der Satz von 
Perron: Gilt (mit den Bezeichnungen des vorigen Referates) a?) = a „+ En) 
\ma|SH) (m=1,9%,..,.6h, Img@m)=0, 0<ga+lsgla), 
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lim g(x + 1)/g(x) = 1, so existiert ein Fundamentalsystem von Lösungen der 
Gleichung (1) mit (= + 1)/f,(2)= 2, +0 (g(&)), i=1,...,k. Der kurze Be- 
weis setzt den Satz von Perron voraus und verwendet eine zweckmäßige Zer- 
legung der nach diesem konstruierten Fundamentallösungen. W. Hahn. 

Klamkin, M. S.: Generalization of Clairaut’s differential equation and the 
analogous difference equation. Amer. math. Monthly 60, 97—99 (1953). 

Saltzer, Charles: An abridged block method for the solution of the Dirichlet 
problem for the Laplace difference equation. J. Math. Physics 32, 63—67 (1953). 

Verf. schlägt eine neue beachtenswerte Methode zur Lösung der ersten Randwertaufgabe 
für die Laplacesche Differenzengleichung vor, die sich vor den üblichen Lösungsmethoden da- 
durch auszeichnet, daß die Zahl der zu lösenden linearen Gleichungen beträchtlich verringert 
wird. Die Methode stützt sich auf die explizite Lösung der Aufgabe (1) in dem Falle, wo die 
Netzpunkte des quadratischen Rasters (in einem üblichen x, y-System) ein Rechteck ausfüllen, 
wobei die Eckpunkte als irreguläre Punkte nicht zu den Randpunkten zu zählen sind (in ihnen 
ergibt sich die Lösung U stets als Null). Von hier ausgehend, löst der Verf. die Aufgabe für all- 
gemeinere Netze, deren einfachstes sich aus den Rasterpunkten zweier achsenparalleler Recht- 
ecke L und R aufbaut, die längs einer vertikalen Strecke $ aneinandergrenzen, und deren obere 
bzw. untere Seiten nicht in einer Linie liegen. Seien U,» =1,2,...,n) die noch unbekannten 
Werte der gesuchten Funktion U längs 8. Indem Verf. mittels der vorgegebenen Randwerte 
(1) auf Z + R anwendet, und zwar sowohl auf Z, als auch auf R, und anschließend ausdrückt, 
daß U längs $ „harmonisch“ sein soll, erhält er für die U,, U,,..., U, n lineare Gleichungen, 
aus denen sie sich eindeutig berechnen. Hat man so die U, gewonnen, so gibt Anwendung von 
(1) das gesuchte U in Z wie in R, also in ganz L + R. Ahnlich verfährt man für Netze, die 
sich in der angegebenen Weise aus mehr als zwei Teilrechtecken aufbauen. E. Mohr. 


Partielle Differentialgleichungen. Potentialtheorie: 


Aneochea, Germän: Sur les formes differentielles quadratiques degenör6es. 
C. r. Acad. Sci., Paris 236, 2205—2207 (1953). 

Soit sur une variete differentiable V, une forme differentielle quadratique 
symetrique g,, dx’ dx’ de rang queleonque (constant). L’A. d&montre que le nombre 
minimum de variables ä l’aide desquelles s’exprime cette forme est egal au rang du 
systeme caracteristique du systeme differentiel exterieur = dw,=0 oü les 
@, sont les formes de Pfaff w», = g,,d. P. Dedecker. 

Vivier, Marcel: Sur la derivation totale par rapport & une forme quadratique 
reguliere dans l’algehre exterieure de degr& 2n. C.r. Acad. Sci., Paris 236, 879—881 

1953). 
| en Marcel: Sur la structure des formes a multiplication exterieure. C. r. 
Acad. Sci., Paris 236, 1725—1727 (1953). 

A designant une forme quadratique exterieure, reguliere en 2n indöterminees x, 
l’on a, pour toute forme F,,de degre p<n, le developpement suivant les puissances 
EEE RB, 5A Bi, 2ER oh A = 0, mp 
P—2,....p— 2k. On sait qu’une telle decomposition est unique et rösulte du fait 
que l’&quation exterieure (2) F,;, = 0,4", k > 0, possede une et une seule so- 
lution 9,_,- L’A. indique un proced& permettant le caleul effeetif du „„quotient Q, .“ 
et'des termes R,, dans (1). Ilintroduit, ä cet effect, la „‚derivee totale de F', relative- 
ment & 4“, notee dF/dA, qui est la forme de degre p— 2: 

E12 IR 

a 5! 5’ 
(p,,)! = (p®). Observons que cette forme n’est autre chose que la trace (Spur de 
H. Weyfl) de F relativement & A. La relation d(A F,)[dA = AdF,JdA+ (n—p)F, 
' et celles gye l’on en deduit par iteration de l’operation d/dA, eonduisent au caleul 
 effectif du quotient Ö de (2) et des coefficients R,, de (1). Th. Lepage. 

Rozenberg, M. D.: Über ein nicht-lineares System von partiellen Differential- 
gleichungen, das in der Theorie der Filtration Anwendung findet. Doklady Akad. 
Nauk SSSR, n. Ser. 89, 233—236 (1953) [Russisch ]. 
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L’A. montre que des problemes assez generaux de filtration conduisent & 
systömes de la forme 


is EIIETANGZ F) 05 r 
> —— E fi; (un - +» %) (=) = 9; (u 40 u,)] gehe 


a 9a 
ou 0,/(k,;8;; + 4;) = a (= const.); il montre que ces systemes se ramenent 
des systemes difförentiels ordinaires si ’on pose y= zt*. Oh. Blanc. 
Forster, Herbert: Über eine Randwertaufgabe der Differentialgleichung 
® & of ef ne 
r2 ragen k, Math. 2. 57, 428-455 (1953). 


ö e ” ” ” 
Es werden Reihenentwicklungen für die Lösungen der obigen Differential 


gleichung für zwei verschiedene Arten von Randbedingungen gegeben und zwar 
1. fr 9,)=0 für t<Stu; f(0,9,t) endlich, %(0,9,1)=0, cf(R,9,t) 

f,(R,9,t) = S(p,t), für 6 >, (c Konstante, S periodisch in p). 2. f(0,@; t) end 
lich, (0,91) = 0, cf(R,9,t) +f,(R,9, 1) = S(p,t) (ce Konstante, S periodis 
in p und t). Die Voraussetzungen über S werden jedesmal genau formuliert un 
die Konvergenz der Entwicklungen wird ausführlich untersucht. K. Prachar. 

Protter, M. H.: Uniqueness theorems for the Trieomi problem. J. rat. Medi | 
Analysis 2, 107—114 (1953). 

L’A. considera l’equazione di tipo mistoellittico-iperbolica (1) A(y) u,.+u,=0. 
con K(y) funzione cerescente e continua con le sue derivate dei primi due ordini F | 
K(0) = 0; introduce un campo D limitato nel semipiano y >0 da un arco T} 
continuo di curva, privo di punti doppi, tutto appartenente al semipiano y>(, 
tranne gli estremi Q e P, posti sull’asse x, e nel semipiano y<0 oda duearchi 
di caratteristiche PS e Q&S dei due diversi sistemi, oppure da un contorno, costitui 
di quattro archi di caratteristiche, PU e SV diun sistema, @V e SU dell’altro ( 
puö essere un punto del segmento PQ dell’asse x oppure del semipiano y< 0). 
Sotto ipotesi opportune l’A. dimostra l’unieitä dell’integrale della (1), definito i 
D, che assume valori assegnati su /} e sull’arco QS di caratteristica, oppure su /\ e 
sugli archi PU e SV di caratteristica. M. Cinquini-Cibrario. 

Karol‘, I. L.: Über ein Randwertproblem für eine Gleichung von gemischte 
elliptisch-hyperbolischen Typus. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 88, 197—20 
(1953) [Russisch ]. | 

A study of Trieomi’s problem for the differential equation of mixed type 
u... + sen y |yr u, = 0, (0 <m< 1), whose characteristies touch the x-axis. 

L. Gärding. 

Bicadze, A. V.: Über eine Gleichung von gemischten Typus. Uspechi mat. 
Nauk 8, Nr. 1 (53), 174—175 (1953) [Russisch ]. 

Ludford, 6. 8.8.: Sur une diffieult6 dans la methode de Riemann. ©. r. Acad. 
Sei., Paris 236, 2293—2295 (1953). j 

Bei der Riemannschen Integration der hyperbolischen Differentialgleichung ist 
eine Bedingung für die Lösbarkeit, daß die gegebene Kurve (©, auf der die Funktion 
und ihre Ableitung nach der Kurvennormalen vorgegeben ist, kein Bogenelement mit 
oiner Charakteristik gemein hat. Verf. deutet nun an, unter welchen Bedingungen 
auch dann eine reguläre Lösung vorhanden ist, wenn die Kurve ( eine Charakteristik 
tangiert. W. Wuest. 

Nitsche, Johannes: Über Unstetigkeiten in den Ableitungen von Lösungen 
quasilinearer hyperbolischer Differentialgleichungssysteme. .J. rat. Mech. Analysis 
2, 291—297 (1953). 

Es ist bekannt, daß sich die Unstetigkeiten der Lösungen hyperbolischer linearer Diffe- 
rentialgleichungen längs der Charakteristiken fortpflanzen. Verf. untersucht die analogen Ver- 
hältnisse bei einem System von zwei quasilinearen Diiferentialgleichungen für zwei unbekannte 


Funktionen. Zu diesem Zweck werden zwei Operationen eingeführt, die die nicht-holonomen 
und damit auch nicht vertauschbaren Differentiationen nach den Bogenlängen der Charakteristiken 


95 


(in einer geeigneten, durch das Problem bestimmten Metrik) darstellen. Auf die Sprungintensi- 
täten in den n-ten Ableitungen angewandt, liefern diese Differentialoperatoren, in das gegebene 
System eingesetzt, gewöhnliche Differentialgleichungen, aus denen, analog dem linearen Fall. 
hervorgeht, daß sich Unstetigkeiten nur längs der Charakteristiken ausbreiten. Für den nicht 
linearen Fall folgt aus diesen Differentialgleichungen, daß Unstetigkeiten erster Ordnung in 
einem endlichen Gebiet auch unbegrenzt anwachsen können. Als Beispiel werden die Verhält- 
nisse bei dem Differentialgleichungssystem der ebenen und rotationssymmetrischen stationären 
isentropischen Strömung untersucht, wobei die charakteristischen Zustandsvariablen in die 
Rechnung eingeführt werden. Es ergibt sich, daß die Unstetigkeiten erster Ordnung bei der 
Fortsetzung einer Parallelströmung über eine Machsche Welle tatsächlich unbegrenzt anwachsen 
können. ©. Heinz. 

Vallander, S. V.: Über nicht-lineare hyperbolische partielle Differentialglei- 
chungen zweiter Ordnung. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 89, 201—204 (1953) 
[Russisch ]. 

Als Verallgemeinerung eines früheren Ergebnisses des Verf. (dies. Zbl. 46, 100) 
werden folgende notwendige und hinreichende Bedingungen dafür angegeben, daß die 
hyperbolische Differentialgleichung (1) F(x, y, u, u,, U, Un Uyys Uy,) = 0 eine all- 
gemeine Lösung der Gestalt u= x, y,®, [&(z, y)], D,[f(x, y)}) zuläßt, wo 
2,«, fixiert und ®,,®, beliebig sind: 1. die Charakteristiken der Gleichung (1) 
sind von der Lösung u unabhängig, 2. die Gleichung (1), bezogen auf das von 
Charakteristiken gebildete Koordinatensystem (€, n]) und nach der gemischten Ab- 
leitung u;, gelöst, nimmt die Gestalt u, +Aw + Bw+lww+D=0 an, 
3. die Koeffizienten A, B,C, D erfüllen die Bedingungen A +AB=D,+CD, 
er A BED CD, ‚By=ße J. Szarski. 

Babukov, A. G.: Über eine Randwertaufgabe für die Telegraphengleichung. 
Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 88, 635—637 (1953) [Russisch]. 

Eine periodische Lösung der Telegraphengleichung ww +27%W = a? ur 
mit gegebener Periode T wird mittels einer Integralgleichung gefunden. Die 
Randbedingungen sind von der Form (0,1) =90, ual,y= ff) +A, 
Eee, ale <i<h)aul id) eg) KRBRSi<t),wulh)= 0 
(3, <t<T-+1,), wo f und g gegebene stetige Funktionen und 4 und B unbe- 
kannte Zahlen sind. L. Gärding. 

Sarginson, K.: The expansion of a four-dimensional plane wave in a series 
of four-dimensional pseudo harmonies. J. London math. Soc. 28, 21—31 (1953). 
| Für die Gleichung (2/02 + joy + &j02 — je? + P)y=0 wird mit 
' dem üblichen Ansatz expi(p,x+p,y+p,2- Et), wop?+p£ +p2-E?=P?, 
und den sich entsprechenden Ansätzen für r und d in vierdimensionalen Polar- 
koordinaten im Anschluß an zwei Arbeiten von M. Born (dies. Zbl. 23, 89; 27, 286) 
' die Lösung nach den verschiedenen sich ergebenden Realitätsverhältnissen ent- 
wickelt. H. Hornich. 


LadyZenskaja, 0. A.: Über die Anwendung der Differenzenmethode auf die 
Lösung des Cauchyschen Problems für hyperbolische Systeme. Doklady Akad. Nauk 
SSSR, n. Ser. 88, 607—610 (1953) [Russisch ]. 

Etant donn& unsyst&me d’&quations aux derivees partielles du type hyperbolique 


eu, N RN 2 Dr Kö, eh As a. 0 B 
= 5 N asl,X)— + 3b5,(,X) u, ER EL EN 5 
E, Ss a; (t; ) = Nut hl X) ( 


on cherche une solution de ce systeme, satisfaisant aux conditions de Cauchy 
(2) wo = p,(X). On suppose que les coefficients de (1) et les fonctions o, sont 
p6riodigtes par rapport aux variables 2, (k=1,...,m), de p@riode I. On fait 
correspondze au systeme (1) un systeme d’&quations aux diff6rences finies, construit 
convenablement, en imposant aux variables x, un accroissement commun Ax et 
ä la variable ft un aceroissement At, de sorte que le rapport At/Ax soit borne. La 
solution de ce systeme, satisfaisant & la condition (2), converge vers une solution 
du systeme (1), satisfaisant & la möme condition initiale. Le resultat s’etend aux 
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systömes quasi-lindaires. Les solutions des &quations aux differences finies, con- 
struites d’une autre maniere, ne convergent pas en gön6ral, m&me dans les cas les 
plus simples du systeme (1). M.Krzyianski. 

Nirenberg, Louis: A strong maximum prineiple for parabolie equations. Com- 
mun. pure appl. Math. 6, 167—177 (1953). 

Durch Übertragung der Beweismethoden von E. Hopf [S.-ber. Preuß. Akad 
Wiss., math.-phys. Kl. 19, 147—152 (1927)] bei elliptischen Differentialgleichungen. 
werden für die Lösungen parabolischer Gleichungen und AIRGIRRlEnNER Maximum- 


prinzipien hergeleitet. Esseien u(2,... 26. -,t,„) und L(u) = ei iu 


5 Daß Urytg + 3 au, + > bu, in einem Gebiet T des “a + m)-dimen- 


Eielen Raumes der x, und t, dolialken (a,,) positiv definit, (b„z) positiv semidefinit, 
P, ein innerer Punkt von T und C(P,) der Durchschnitt von 7 mit dem linearen 
lin durch P,, für den % = const, «=1,...,m, ist. Aus L(u)=0 und 
u<u(P,) folgt dann u(P)=u(P,) für Pe C(P,). Für den Fall (*) m=1, 
bi = 0, db, #0 wird diese Aussage verschärft: Bezeichnet S(P,) eine gewisse Teil- 
menge derjenigen Punkte ET mit 17, = tg, so folgt aus u(P)< u(P,) für 
PeS(P,) stets u(P) = u(P,). Die Arbeit enthält ferner Anwendungen dieser 
beiden Sätze auf Eindeutigkeitsfragen bei linearen Differentialgleichungen L(u)+ 
a(x,t,)w= 0 und bei gewissen nichtlinearen Differentialgleichungen sowie auf die 
Temperaturausgleichung durch Wärmeleitung. Für den Fall (*) findet man die 
Aussagen teilweise bei M. Gevrey, J. Math. pur. appl., VI. Ser. 9, 305—471 (1913), 
insbes. S. 372/4. H. Witting. 

Kampe de Feriet, Joseph: Un th&or&me d’unitie& pour les integrales de l’&qua- 
tion de la chaleur appartenant ä la elasse L. ©. r. Acad. Sei., Paris 236. 1527 — 1529 
(1953). 

Sei f(z)E L(—- ©, + oo): dann ist 


+06 a 
* at zty-uR xp EN ung 
(*) ut) = (dt) JS ep, 1 fiody 
- 00 
eine Lösung der Gleichung 2, = u,, mit den Eigenschaften u(z,t)€E L für jedes 
t>0O und lim |\u(z, t) — f(z)|| = 0. Zur eindeutigen Festlegung von (*) sind weitere 


t— 0 
Bedingungen erforderlich. Bewiesen wird: Ist f(x)€ Z, dann ist (*) die einzige in 
der Halbebene D: t >0 definierte Funktion, die den folgenden Bedingungen ge- 
nügt: (a) a, und w,, existieren in D; (b) es ist Bi = 4,, in D; (c) es ist |p(z, t)| 
< +00, wenn mit (x, i) der Wert von u, bzw. u,, bezeichnet wird; (d)p(z,t1)E L 
hinsichtlich x und t in jedem Streifen 0 <Q, < yr < 9. ie (e) u(z,t)EL hin- 


sichtlich x für jedes 1 >0:; (f) lim |u(z, 1) — f{x)|| = 0. Diese Bedingungen er- 
t—0, 


scheinen schwächer als die bisher bekannten und sind für die Anwendungen (Hydro- 
mechanik) geeigneter. : H. Witting. 


Hirschman jr., 1. 1.: Systems of partial differential equations which generalize 
the heat equation. Canadian J. Math. 5, 118-128 (1953). 

On -considere l’equati » la chaleur you a $ 

)n-considere l’öquation de la chaleur (1) PART act A (7%, Dann 

in 

etant le point variable de l’espace @,, A m dimension et h la variable du temps. L’A. 
d&emontre que si u(X,h) est une "onction non negative, admettant les derivees 
Ups Ua, k = 1,2,...,m) continues et satisfaisant A l’öquation (1) pour X En 


a<h<b, alors onau(X,h) = f uX—Y,h"—h')u(Y,h’)dY pura<h'<h'<b, 
G 


m 
Me r x “ ve z \ s 
L’A. demontre aussi le thöoreme analogue relatif au systeme d’&quations 
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du type parabolique e — RS TEE U A rer. 
1 ; ar rent en > 
1 @; = Q;;. Dans le cas m = 1 c’est une consäquence des th&or&mes preparatoires de 
PM.D. Widder, dont cet Auteur e’est servi pour d&montrer ses beaux th6eoremes VI 
et VII du travail „Positive temperatures in an infinite rod“ [Trans. Amer. Math. 
Soc. 55, 85—95 (1944)] eoncernant l’unieit& des solutions non negatives de l’equation 
de la chaleur et leur representabilite sous la forme de l’integrale de Stieltjes. 
M. Krzyzanski. 

Browder, Felix E.: Assumption of boundary values and the Green’s function 
in the Dirichlet problem for the general linear elliptic equation. Proc. nat. Acad. 
Sci. USA 39, 179—184 (1953). 


Let K be a linear elliptie differential operator of order 2m with real prineipal part and 
sufficiently regular coefficients, defined in an open bounded domain D of real n-space. Let 


07" (D) be the set of all 2m times continuously differentiable functions with compact supports 
in D. Let H,, be its completion with respect to the scalar product Mo f SU Def. Dig ar, 


etant constants, 


Ds running over allderivatives of order < m. Then Dirichlets’ problem: find wsuch that Ku = N, 
((n: N) <@), and v—gEH,, ((9; 9)m < ©), can be reduced to a Fredholm equation. Assu- 
ming that the problem has a solution, it is shown that if „€ C!(D) and g€ 0?" (D) then u can be 
chosen in C*” (D). The elements of H,, have the property that their derivatives of order < m 
vanish at the boundary of Din a generalized sense. Hence «— g has the same property. A 
sharper result is proved when n — 2, namely that all derivatives o? «—g oforder <m tend 
to zero at the boundary of D provided that the boundary is locally connected and has no isolated 


points, that ge 0°” *'(D) and that 7<C(D) and is bounded. When n > 2 the same result 
follows for a smooth boundary by the additional a priori assumption that u € 0”! (D). —I 
is also shown that if Dirichlet’s problem has a unique solution, then Green’s function g(z, %) 
exists and is 2m times continuously differentiable when x + y, provided that X is elliptic 
and has sufficiently differentiable coeffieients in a domain containing D and that the boundary 
of D has measure zero. |Reviewer’s remark. These additional assumptions are not necessary. 
In fact, if G is Green’s transformation corresponding to K then A(f, ) = (G f, f’), is bounded on 
H, x H,, linearin fand antilinear in f’ and has the propertythat A(Kf, f) = A(f, Kf) =(f;f) 
- when f,f€ 02" (D), (K is the adjoint of K). From these properties alone follows that A is 
- given by a kernel a(z, x’) which is 2m times continuously differentiable when + x’ and a 
fundamental solution of K. To prove e. g. the first point let U, and U, be two neighborhoods 
of two given points in D. Choose them so small that they do not overlap and that fundamental 
solutions F(x, y) and F’(x', y') of K and K can be constructed in them (see F. John ‚this Zbl. 
41,62). Let gE 0?” (U,)belon U U,and p'€ 0?" (UL) belon U’C TU, and put L(x, y) = 
KR, F(z,yy A-o)) on UxUD, and L(x,y)=K,(F(«,y) (1 a) on WR U, 
and a(z, ©)— A(L(z, -), L’(x’, -)). Then by the propertiesof F and F’, a(x, x’) is 2m times conti- 
nuously differentiable when x + x’ and | a(z, #) f(x) g(«’) da dx’ = A(f,g) when fe C%”(D) 
and ge" (m’)]. i h L. Gärding. 
Browder, Felix E.: Linear parabolie differential equations of arbitrary order; 
general boundary-value problems for elliptie equations. Proc. nat. Acad. Sei. USA 
39, 185—190 (1953). er N 
Let the sign of K be chosen so that (Kf, f), is bounded from below on 0?" (D). Continuing 
the note above, the author shows that if X is self-adjoint, the parabolic equation u,(®, t) + 
Kuü(a,t)=n, (n@C4D)n H,(D)), uc,t)EH,„ when t>0, Ju, —ha>0 as 10, 
(h € H,), has a unique solution « if Dirichlet’s problem has a unique solution. This solution is 2m 
times continuously differentiablein x and infinitely differentiable (actually analytic) int. The proof 
uses the kernels of the iterates @” of Green’s transformation @. It could be considerably simplified 
by the observation that if G, is Green’s transformation correspondingto K + Tr, then v(w,t) = 


ER h(x) e'" dr/2ri, (C a suitable contour enclosing the speetrum of K), is a solution of the 
BZ 


len and considered as an element of H,„ it satisfies O’v(z, jr — (—1)' K' v(, t) € Hm, 
(r=1,2,“). An application of Schwartz’s theorem on weak solutions of elliptie equations 
(L. Schwartz, Theorie des distributions I. II., Paris 1950 and 1951, this Zbl. 37, 73, 42, 114) 
then giveg.the desired result. At last a class of boundary value problems is defined briefly and 
without proofs. These boundary value problems have properties analogous to Dirichlet’s problem. 
Similar results have been indicated by the reviewer [Math. Scand. 1, 55—72 (1953)] and J.-1n 
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Lions [C. r. Acad. Sci., Paris 236, 2373—2375 and 2470 — 2472 (1953)], but the revieweri f | 
unable fully to understand the presentation. L.Gärding. # 
Nirenberg, Louis: On nonlinear elliptie partial differential equations and Hölde 


eontinuity. Commun. pure appl. Math. 6, 103—156 (1953). 
The topological methods developed by J. Schauder and perfected by J. Leray m: 
the solution of a generalized Dirichlet problem (in the sense of S. Bernstein) depend for the: 
greater part on „a priori estimates‘“ of the solution and of its derivatives. Such estimates have? 
been obtained by various authors, most of them mentioned in the bibliography given at the er 
of this paper (however only the earlier papers of G. Giraud are referred to and not those p 
lished after 1930 in which very interesting methods to get a priori estimates are to be found). _ 
In the article under review new and extremely simple methods are given to get a priori estima 
of the solution and its first derivatives in the case of linear elliptic equations. These results 
applied, in a most interesting manner, to the problem of Dirichlet in the case of non linear equa- 
tions. One of the most striking result of the author is his theorem IV: If z is solution of the: 
elliptie equation 41 
A(z, y) 8%z/öx: + B 0%/dx öy + C öz/öy =D E| 
the coefficients of which, in the domain considered, satisfy the two conditions 1) of 0 


bounded in absolute value by a constant K and (2) A®+ Bin + CP 2i®+n 
where A is a constant and £, n two indeterminates, then the existence of derivatives of the fi 
two orders and the boundedness of the first derivatives imply, in a closed region interior to the ı 
given domain, that the first derivatives satisfy a Hölder condition. That the coefficients of the 
elliptic equation are only assumed to be bounded and that the result may be obtained by astonish- 
ingly simple reasonings makes this article, in the opinion of the reviewer, an important contri- 
bution to the theory of the generalized Dirichlet problem. This is the method of the author: the 
assumptions made about the equation and its solution lead easily to establish that there are 
constants k and k, such that, if p = &/öx, q = dz/dy, p, = Opldx,...p?+p?+qg!+gq/’<S 
k(p, ge — P2Q,) + kı. This inequality is then shown to imply that, in circles of centre P and 
radius d interior to the given domain, the following inequalities 


SI rep2+pP)rdrdo <M, SI reg? +qNrdrda<M 
(P,d) (P,d) 
hold, where M is a constant. A Hölder condition for p and g inside the domain is easily deduced 
from these inequalities. The application of this result to the case of the most general non linear 
elliptic equation is made by the author under the very general assumption that the left hand 
member of the equation F(r, s,t,p,q,%, y,z) = 0 is having continuous derivatives of the first 
order in its arguments. It is most likely the first time that any proposition about the Dirichlet 
problem in such a case is proved without calling into play the second derivatives of F. In addi- 
tion to this condition and the usual conditions concerning the elliptie nature of the equation, 
the author assumes that a solution exists with continuous first and second derivatives, which 
are bounded in a given domain. Then he proves that, in a closed subdomain of it, the second 
derivatives of this solution satisfy a Hölder condition. The proof is quite simple. The author 
considers the auxiliary functions 2, = [2 (+ h, y)—z (x, y)]/R and 2, = [z(z, y + k)—z(x, y)]/k, 
h and k being sufficiently small. These functions satisfy an equation of the elliptie type to which 
theorem IV may easily be applied. Letting A and k tend to zero the theorem is established. — 
Along with a few refinements of the theorems mentioned here and further applications of the 
same method to estimates of higher derivatives of solutions of non linear elliptic equations, 
extensions of the previous results obtained by straightforward reasonings, the author deals, 
in the eighth section of his paper, with the quasi linear type of elliptie equations. His method of 
a priori estimates lead him to a very interesting application of thefixed pointtheorem of Schauder. 
He considers the equation - 
A(x, y,2,P,q) Ör/dx® + B(- - -) Or/droy + Cl» -) 2/0, 

with given boundary values (Dirichlet problem) and reduces it, according to a known method 
of Leray and Schauder to the system 


A(z, y,2,»,9) 22/02? + B &Zlöxoy + C Ze —=0, Z= Zee). 
Such a system had been studied by Leray and Schauderina more general case, namely when 
the coefficients A, B and € where depending „funetionally“ on z. Restrieting himself to the 
classical case, the author makes a very interesting use of the methods of Schauder and obtains 
valuable information on the solution of a Dirichlet problem without resorting to the more sophi- 


sticated method of the „degree of a transformation“. — A fortheoming paper is annouced in 
which the results obtained in this one will be extended to the case of more than two independent 
variables. ©. Racine. 


Visik, M. L.: Über Systeme von elliptischen Differentialgleichungen und über 
allgemeine Randwertaufgaben. (Auszug aus einer Diss.) Uspechi mat. Nauk 8 
Nr. 1,(53), 181—187 (1953) [Russisch]. ° 


99 


Die Dissertation besteht aus zwei Teilen, die unter den Titeln: „Über stark 
elliptische Systeme von Differentialgleichungen‘‘ (dies. Zbl. 41, 217; 44, 95—96) 
und „Über allgemeine Randwertprobleme für elliptische Differentialgleichungen‘“ 
(dies. Zbl. 47, 95) erschienen sind. K. Maurin. 


Slobodeckij, L. N.: Über stark elliptische Differentialoperatoren. Doklady Akad. 
Nauk SSSR, n. Ser. 89, 13—15 (1953) [Russisch]. 


Verf. zeigt, daß für den sogenannten selbstadjungierten Hauptteil eines stark 
elliptischen Differentialoperators eine von M.I. Visik (dies. Zbl. 44, 95) erhaltene 
Ungleichheit nicht gilt, wenn die in dem Hauptteil auftretenden Matrizen nicht 
konstant sind. J. Szarski. 

Olejnik, 0. A.: Über Gleichungen vom elliptischen Typus, die auf dem Rand 
des Gebiets ausarten. Uspechi mat. Nauk 8, Nr. 2 (54), 159—160 (1953) [Russisch]. 


Nitsche, Johannes und Joachim Nitsche: Bemerkungen zum zweiten Randwert- 
problem der Differentialgleichung Ap = + P Math. Ann. 126, 69—74 (1953). 


On considere un domaine plan & simplement connexe dont la frontiere est 
une courbe trois fois continüment diffsrentiable. On cherche des fonctions @ con- 
tinüment differentiables dans & et deux fois continüment differentiable dans w, 
integrales de l’&quation consideree et dont la derivee normale & la frontiere vaut une 


x 


fonetion donnee continüment differentiable & une constante c pres. IIn’y a de 
solution que pour une seule valeur de c et elle est unique. L’existence se d&montre 
en se ramenant & une @quation integrale qu’on traite par approximations successives. 


M. Brelot. 


Panyt, 0. 1I.: Über die asymptotische Entwicklung der Lösung eines Randwert- 
problems. Mat. Sbornik, n. Ser. 32, 385—406 (1953) [Russisch]. 


Verf. behandelt folgendes Problem: Im unbegrenzten Raum befinde sich ein gewisser be- 
grenzter Körper 7, mit der glatten Oberfläche S; es ist eine Funktion zu finden, die der Glei- 
chung Au+cu=(0 (mit c=( außerhalb T, c=—k? innerhalb 7,) genügt, die zu- 
sammen mit den Normalenableitungen stetig durch die Oberfläche geht, die ferner in einem ge- 
gebenen Punkt P, einen Sprung vom Betrage 1/4xR hat und die im Nullpunkt unendlich wird. — 
Es wird zunächst der Fall reellen k-Wertes, dann des komplexen k-Wertes mit arg k?| < n/2 
untersucht. — Aus einem derartigen Problem folgt z. B. das stationäre Problem der Diffusion 
eines Gases in einem Raum irgendeines Bereiches (7',), in dem die Absorption des diffundierenden 
Gases mit einer der Konzentration proportionalen Geschwindigkeit vor sich geht. — Es wird 
bewiesen: 1) Für eine hinreichend glatte Oberfläche $ hat die Lösung des gestellten Problems 
einen Grenzwertfür k— ©, wobei lim « = (0 innerhalb 7, und an u = u, außerhalb T', ist, 

k—>oo > 00 

wo u, Lösung der Laplaceschen Gleichung für die mittlere Randbedingung ist und im Punkte I, 
die angegebene Besonderheit besitzt. 2. Außerhalb 7, (im Bereich Te) ist die asymptotische 
Entwicklung der genauen Lösungen nach Potenzen von 1/k möglich. Die Teilsummen dieser 
Entwicklung sind die Lösungen der Laplaceschen Gleichung für den Bereich 7, bei gewissen 
angenäherten Randbedingungen auf der Oberfläche $ und besonders a) für das Glied, das 1/k 
in der ersten Potenz enthält, ergab sich die „Bedingung erster Ordnung“ u|s = kt öu/Onls; 
b) für das Glied, das 1/k? enthält, ergab sich die „Bedingung zweiter Ordnung“ |; = 
kı(1 + R/k) &u/en|s, wo R die mittlere Krümmung der Oberfläche $ im betrachteten Punkte 
ist. — Verf. weist darauf hin, daß die behandelte Aufgabe den von ihm in „Über angenäherte 
Randbedingungen bei Diffraktionsproblemen‘“ (dies. Zbl. 40, 419) behandelten a 
ist. J. Fricht. 


Pucei, Carlo: Bounds for solutions of Laplace’s equation satisfying mixed 
conditions. J. rat. Mech. Analysis 2, 299—302 (1953). 


Sef‘A eine offene Punktmenge des R,, Rd A ihr Rand und f(x) = f(x, ... ., &,) eine reelle 
Funktion in A. (x), ß (x), y (x) seien reelle Funktionen auf Rd A, |a(z)| + | (®)| > 0, &(z)P(2)<0. 
Die Menge-H der Punkte, wo f(x) = 0, seinichtleer. Von jedem Punkte von Rd 4, wo a (2) +0, 
gebe es wenigstens einen Halbstrahl 1, dessen Anfang in A liegt. Sei weiter Je die Klasse der in 
A + Rd«A stetigen Funktionen mit stetigen ersten und zweiten Ableitungen in A, welche in 
jedem Punkte von Rd A, wo a(2) #0, eine Ableitung in Richtung des Halbstrahls 7 besitzen. 
Sei dann u(x) eine Lösung der Poissonschen Gleichung Au f(e)ın A, welche zur Klasse I’ 
gehört und der Randbedingung Lu(x) = &(x) du/dl + P(x)u=y(x) genügt. Dann beweist 
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Verf. folgende Abschätzung: 

w,(2) + Min, [(y — Lw)/B] < u(z) < wz(a) + Max, [y— Lw)jß]-. («€ A + Rd A). 
Hierbei sind w, (x), w,(x) irgend zwei Funktionen aus I’, welche den beiden Ungleichungen 

Aws(2) < fx) <Aw(a) (vEA), dw,ldi <y(a)/a(e) <dw,/di («€ Rd A— H) 

genügen. Beispiel: &u/ox? + &u/öy? = fx, y), wu(cos6,sind)=1 (ass 7TnjA) 
[öu(e cos, osinB)/öe],_, —O (- 7<0 <z). Ist k) — Max {4 Max, /,0}, k,— Min {} Min, },0}, 
so folgt aus dem Satz 1-83k,<u(s,yJz1-8h, (+y=<sI]). @. L. Tautz. 

Myskis, A. D.: Über eine Extremaleigenschaft der Lösung der ersten Randwert- 
aufgabe in der Potentialtheorie. Izvestija Akad. Nauk SSSR, Ser. mat. 17, 13—30 
(1953) [Russisch]. 

L’A. applique ä la r&solution du probleme de Dirichlet pour un domaine 
@ de E, une fonctionnelle introduite pr&cedemment par lui [Vestnik Moskovsk. Univ. 


k 
3—4, 131—136 (1946)]: N (u) = sup N |®(u, S,)| oü la concurrence porte sur 
n | 
les systemes finis d’hypersurfaces non secantes S,,.... S, (C@); P(u, S) est le flux 


A travers S du gradient de u. — La solution du probleme de Dirichlet minimise N (u): 


si u est une fonction continue sur @ ayant un laplacien gen6ralise A*(u) continu 
dans @, et si v est la solution du probleme de Dirichlet gen£eralise correspondant 
aux valeurs frontieres de u, ona N(u) < N (v) (et m&me < si la frontiere de G n’a 
qu’un nombre fini de composantes et si u=+v»). — Les relations entre N (u) et 
l’integrale de Dirichlet D(u) sont ensuite etudiees. — L’A. signale que sa methode 
ne donne pas lieu au phenomene de Hadamard: la classe des fonetions dans 
laquelle on doit minimiser N (u) pour des valeurs frontieres donnees n'est jamais vide 
(au moins si la frontiere de @ est form&e d’un nombre fini de composantes suffisam- 
ment regulieres). @. Bourion. 


Garabedian, P. R. and M. Schiffer: Variational problems in the theory of 
elliptie partial differential equations. .JJ. rat. Mech. Analysis 2, 137—171 (1953). 
Bei einer Reihe von Variationsproblemen in der Theorie der elliptischen par- 
tiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung fällt es auf, daß die Lösungskurven 
stets analytischen Charakter haben. Um diese Tatsache allgemein beweisen zu kön- 
nen, erarbeiten Verff. hier zunächst an Hand einiger spezieller Extremalprobleme für 
die (zweidimensionale) Gleichung Au + Au = 0 eine auch für allgemeinere Typen 
anwendbare Methode. Es seien A, (n = 1,2,...) die Eigenwerte für das Gebiet 
D (Rand (€) und die Randbedingung u = 0 auf €. Bezeichnet Z die Länge von Ü, 
so ist, wie bekannt, das dimensionslose Produkt Z?2, ein Minimum, wenn D ein 
Kreis ist. Verff, behandeln vor allem folgende zwei Aufgaben: 1. Gesucht ©, falls 
1? 7, ein Minimum ist; 2. Gegeben sind zwei geschlossene Kurven €, und (O,. D, 
und D, sind die umschlossenen Gebiete, wobei D, ©, enthält, und es sei die Haupt- 
frequenz A, von D, kleiner als die Hauptfrequenz 7, von D,— D,—C,. Es wird 
eine zwischen (€, und €, gelegene Kurve (€, die eine einfach zusammenhängende 
Membran D mit dem Inhalt A berandet, so gesucht, daß AA zum Minimum wird 
(4 der erste Eigenwert für D). Es folgen noch Hinweise auf weitere Probleme, 
insbesondere auch auf solehe bei Differentialgleichungen höherer Ordnung. 
K. Maruhn. 


Snolj, 1. E.: Über die beschränkten Lösungen einer partiellen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 89, 411-—413 (1953) 
[Russisch ]. 

Es wird bewiesen, daß, wenn u = u(&,...,2,) eine beschränkte Lösung der 
Gleichung: 


1 02 
(1) Lu 


N —. 


—— N m nr — 


11 


ist, wobei 
(2) im an.) _ Dr / SALBEN: 
A =VW, r=V > u, =maz((,g), 
r— 00 wel 


) dem Spektrum des Operators L angehört. Wenn dazu ii ur da, de, ” + 09, 
R 


so ist A Häufungspunkt des Spektrums von L. An einem Geßenbeispiel wird gezeigt, 
daß, wenn g schneller wächst als (2) angibt, die Gleichung (1) bei jedem A eine be- 
schränkte Lösung hat, dagegen das Spektrum von Z abzählbar ist. K. Maurin. 

Lelong-Ferrand, Jaequeline: Majoration de l’intögrale de Dirichlet dans certains 
espaces de Riemann. C. r. Acad. Sci., Paris 236, 1227—1229 (1953). 

Die Formel von Beurling (dies. Zbl. 23, 142): 

2% vr 2m 

Hufr &)-(5)] = 2 j! | Au dd do 

0 00 
[u(0, 0) hat stetige Ableitungen bis zur zweiten Ordnung für 0<o<r und die 
Periode 2 bezüglich 9] wird auf eine recht allgemeine Klasse Riemannscher Räume 
ausgedehnt. K. Maruhn. 

Daboni, Luciano: Applicazione al caso del cubo di un metodo per il calcolo per 
eccesso e per difetto dalle capaeitä elettrostatica di un conduttore. Atti Accad. naz. 
Lincei, Rend., Cl. Sci. fis. mat. natur., VII. Ser. 14, 461—646 ((1953). 

Verf. beweist folgende ihm von G. Fichera mitgeteilte Abschätzung für die 
Kapazität C(7’) eines Körpers /’ mit der Begrenzung $I': 

a(B) (meer <C(T)<a(B)/( mingr [® i 
ae 5 
Hierbei ist «(B) eine auf jeder beliebigen Borelschen Menge von J' definierte voll- 
ständig additive Funktion. Durch passende Wahl von B und «(DB) (Maßfunktion) 
wird folgende beste Abschätzung für die Kapazität des Würfels von der Seitenlänge 
1 erzielt: 0.654 < C (I) < 0,676. M. J. De Schwarz. 

Kerr, E.: A note on positive harmonie functions. .J. London math. Soc. 28, 
89—94 (1953). 

L’A. complete la note pr&c&dente faite en collaboration avee A.C. Allen [Proc. 
Cambridge philos Soc. 48, 571—577 (1952)], en donnant des proprietes analogues 
de l’allure de g(t) gräce ä des hypotheses de limite sur des courbes tangentes a Ox. 

M. Brelot. 

Allen, A. €. and E. Kerr: The converse of Fatou’s theorem. J. London math. 
Soc. 28, 80—89 (1953). 

Les AA. etudient la representation (analogue ä celle de Poisson-Stieltjes dans 
le cercle) de toute fonetion harmonique >0 dans le demi-plan y >0. On sait qu’il y 
correspond une mesure >0 sur y=(, c’est-A-dire une fonction croissante g(t) 
et le theoreme classique de Fatou affirme que la ol une densite finie 0 existe la 
fonction harmonique tend vers zo selon toute courbe ä tangente differente de Ox. 
Deja Loomis [Trans. Amer. math. Soc. 53, 239—250 (1943)] avait montre que 
r&ciproquement l’existence d’une limite finie A selon deux segments (non sur 0%) 
entrainait l’existence d’une densit& ögale & Al. Les AA. approfondissent cette 
reciproque. Prenant l’origine au point-frontiere etudie et g(0) = 0, ils supposent 
moins sur P’allure le long de deux segments (seulement que OM°u a une limite 
(—1 <d< 1)) et en deduisent une propri6te de l’allure selon tout autre segment 
(limite explicitee de OM° u) et une propriöte de l’allure de g(t) [limites explieitees 
de & -tg(t) et tlg(—)]. M.._brelot. 

Beckenbach, E. F. and L. K. Jackson: Subfunetions of several variables. Paci- 
fie J. Math. 3, 291—313 (1953). 


102 


Die Ausführungen der Verff. stellen eine Verallgemeinerung einer Arbeit des Ref. dar 
[Tautz, Math. Ann. 118, 733—770 (1942) (dies. Zbl. 27, 401), im folgenden mit „ED“ zitiert, 
nicht wie von den Verff. zitiert: Math. Ann. 117, 694— 726]. Die Klasse der subharmonischen 
Funktionen ist eine gewisse Erweiterung der Klasse der harmonischen. Geht man statt von den 
harmonischen von irgendeiner Funktionenklasse {F(z,,...,2,)} aus, so läßt sich eine ent- 
sprechende Erweiterung vornehmen, wenn der Klasse {F} gewisse Bedingungen auferlegt werden. 
Dies hat Ref. in ED für den zweidimensionalen Raum, in einer späteren Abhandlung (Tautz, 
dies. Zbl. 37, 30) für einen metrischen Raum unter Beschränkung auf lineare Mannigfaltigkeiten {F} 
durchgeführt. Verff. entwickeln unter Verzicht auf die Linearitätsbedingung für den zwei- 
dimensionalen Fall eine analoge Theorie. (Bemerkung des Ref.: Ref. hatte um 1933 ebenfalls 
eine Theorie des nichtlinearen Falles aufgestellt und darüber im Mathematischen Seminar der 
Universität Breslau vorgetragen. Jedoch wurde dies nicht veröffentlicht. Auch dürften die 
Ausführungen der Verff. etwas einfacher sein.) — Die Funktionen F(z, y) der Klasse {F (x, Yy)} 
sind in irgendwelchen Teilgebieten eines festen Grundgebietes D der Ebene definiert. Sei {y} 
eine Klasse von Konturen, welche Teilgebiete I’ von D beranden und alle Kreise x in D von 
hinreichend kleinem Radius enthalten. Postulat 1. Für jedes y aus {y} und beliebige stetige Rand- 
funktionen f auf y existiert eine einzige Funktion F(xz,y;f;y)€{F(z,y)} derart, daß 
a) F(x,y;f;y) = f(x, y) auf y und b) F(xz,y; f;y) n !’=T+y stetig ist. — Postulat 2. 
Für jedes M = 0 gilt, wenn F,F,e{F} und F(z,yJ)<F;,(z,yJ) +M auy,F,(&,y)s 
F,(&,y) + M in I. Ist auch nur in einem einzigen Punkte von y F,(z,y) <F,(z, y) + M, 
so gilt dies in ganz I‘. Entsprechend den subharmonischen Funktionen lassen sich jetzt „Sub- 
{FY-Funktionen in D“ g(x,y) definieren durch die Vorschrift a) g(z, y) stetig in D, b) Aus 
g9(2,y) S F(x,y) aufy folgt g(x, y) < F(x, y) in I’. — Postulat 3. Für jeden Kreis x aus {p}: 
Wenn die stetigen Funktionen f, auf x gleichmäßig beschränkt sind, so sind die F(x, y; f,; y) 
gleichgradig stetig in K. Schreibt man jetzt auf dem Rande » einer offenen Punktmenge 2 in D 
eine beschränkte Randfunktion h (x) vor, so kann man genau wie in ED ein Dirichletsches Problem 
formulieren. D. h. gesucht ist eine Funktion H (A) in 2, welche a) für jedes y in 2 die Gleichung 
H(z,y) =F(x,y; H;y) erfüllt und b) der Randbedingung 

lim inf A(ß) < lim inf H(A) < lim sup H(4) S lim sup h(ß) 
B>x A—a Aa B>a 
genügt. Nun kann man wie bei Perron [Math. Z. 18, 42—54 (1923)) und in ED Ober- und 
Unterfunktionen einführen. Die Existenz solcher muß jetzt im nichtlinearen Falle als besonderes 
Postulat gefordert werden. H(A) ergibt sich etwa als obere Grenze von Unterfunktionen. Zum 
Nachweis der Erfüllung der Randbedingung werden neue Postulate benötigt. Im Falle eines 
linearen Operators F (x, y; f; y) gehen die 8 Postulate der Verf. genau in die 6 Bedingungen des 
Ref. in ED über. @. L. Tautz. 


Integralgleichungen. Integraltransformationen : 


e Hilbert, D.: Grundzüge einer allgemeinen Theorie der linearen Integralglei- 
chungen.. Reprint. New York: Chelsea Co. 1953. XXVI, 282 p. $ 3,95. 


e Petrovskij, I. G.: Vorlesungen über die Theorie der Integralgleichungen. 
Übersetzt von R. Herschel. Würzburg: Physiea-Verlag, Rudolf Liebing K. G. 1953. 
100 8. DM 7,80. { 
| Das russische Original des trotz seiner Kürze inhaltsreichen Buches, das hier in einer guten 
Übersetzung vorgelegt wird, ist in dies. Zbl. 38, 265 besprochen. Wie das zitierte Referat 
zeigt, hat der Verlag mit dieser Übersetzung eine gute Wahl getroffen. Leider fehlt die 
Angabe des Erscheinungsortes und -jahres der Originalausgabe. E. Pannwitz. 


Krasnosel’skij, M. A.: Neue Existenzsätze für die Lösungen bei nicht-linearen 
Integralgleichungen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 88, 949-952 (1953) 
[Russisch ]. 

Ohne Beweise werden neue lirgebnisse über die Lösbarkeit der Integralgleichung von 
Hammerstein: (1) p(x) - 4 K(z, y) f(y, p(y)) dy angegeben, vgl. hierzu des Verf. Arbeit 


dies. Zbl. 44. 327. Diese Ergebnisse beruhen auf einem Satz über Funktionale: Es sei ® ein 
im Hilbertraum $ definiertes Funktional mit folgenden Eigenschaften: (a) lim ©B(p) = . 
>00 
(b) Ist Z’ der Gradient von ®, so sei D(p-+h) —D(p) = (h,Tp) + le BR zu beliebigem 
e>0) gebe es ein von PET (T Kugel in $) unabhängiges 6 > 0, so daß aus ||A|| < 6 folgt 
lo(p,h)|zellhl. () !—=I,+T%; T\, ein linearer stetiger Operator mit stetigem Inversen, 
I‘, ein vollstetiger Operator. Unter den Voraussetzungen (a), (b), (ce) existiert ein Punkt meEdD 
in dem ® sein Minimum annimmt. Es gilt 7’g, = 0. — Als Beispiel der Anwendungen werde 
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einer der vorgelegten Sätze über die Integralgleichung (1) zitiert: Der Operator Bop(x) — 
a K(x, y)o(y)dy bilde den Raum Z? in Z? (/p+i1/g=1, ps2) ab und sei als Produkt 


der adjuingierten linearen und vollstetigen Operatoren H, H* darstellbar; H bilde L2 in 2”, 
H* bilde L in Z? ab. Der Operator fp(x) = f(x, p(x)) bilde Z’ in Z” ab. Außerdem sei die 
U 


Hammersteinsche Bedingung: [ fz, u) du Sau2/2 + bir) |u?” +cla) (KEG -o<u 
Ü 


‚<.oo) erfüllt, wobei 0<y<2, b(z) € D'Y, c(x)EL,a< 1/Ag (A, größter Eigenwert des Kernes 
Ka, y)). Dann besitzt (1) mindestens eine Lösung. — Verf. bemerkt, daß dieses Theorem und weitere 
ähnliche Sätze auch mittels des folgenden topologischen Prinzips gewonnen werden können: 
Im beschränkten, abgeschlossenen Teilgebiet 7 des Hilbertschen Raumes, das den Nullpunkt 
enthält, sei ein vollstetiger Operator 4 gegeben. Für alle Randpunkte pvon T gelte: (Ao,p) < 
(9, 9). Dann besitzt die Gleichung @ = Ag mindestens eine Lösung. — Verf. weist auf mögliche 
Verallgemeinerungen durch Ersetzen der Funktionalräume LP, L durch Räume von Orlicz 
hin. W. Thimm. 


Nickel, Karl: Lösung von zwei verwandten Integralgleichungssystemen. Math. 
Z. 58, 49—62 (1953). 


Verf. bestimmt explizit die allgemeine Lösung der beiden Integralgleichungs- 
systeme 


(1) = “ b(y) etg k(z,— y,) dy, = 9, (%,); 
nd 
) ED ni el) 
a =1,.-..,r) bei en Mozen rein imaginären Werten des Parameters k. Das 


Verfahren besteht in einer Reduktion der Systeme auf den (bekannten) Falln = 1, 
indem durch Anwendung der Auflösungsformel für n = 1 auf eine der Gleichungen 
eine der unbekannten Funktionen f,(y) durch die übrigen ausgedrückt und durch 
Einsetzen in die restlichen Gleichungen die Zahl der Unbekannten um 1 vermindert 
wird. Bei jedem solchen Reduktionsschritt geht ein System der Form (1) in eines 
der Form (2) über und umgekehrt (vgl. dies. Zbl. 42, 108 und 46, 186). 

J. Weissinger. 

Lehmann, N. Joachim: Bemerkungen zu einer Klasse polarer Integrodiffe- 
rentialgleichungen. Math. Nachr. 9, 45—50 (1953). 

Cenni su una estensione della classica teoria di Hilbert-Schmidt per le equa- 
zioni integrali lineari a nucleo reale simmetrico, dove Il’ [Ks s) y(s) ds & sostituito 
da una forma bilineare (K(z, s), y(s)) definita in una opportuna varietä funzionale 
lineare. L’interesse del lavoro riposa sul notevole grado di generalitä che puö avere 
la detta forma bilineare e sulla possibilitä di applicazioni a vaste classi di problemi 
ai limiti autoaggiunti per equazioni differenziali lineari. @. Cimmino. 


Thosar, Yeshwant V.: Two theorems on operational calculus. Math. Z. 57, 
336—348 (1953). 

Verf. beweist zwei neue Theoreme auf dem Gebiet der Laplace-Transformation. 
Danach stehen z. B. zwei Oberfunktionen, die die Bildfunktionen f(p) und (yYp) 
liefern, bei geeigneter Wahl der Variablen selbst in dem Zusammenhang von Bild- 
und Originalfunktion. In 13 Beispielen werden diese beiden Gesetze dazu benutzt, 
gewisse Integrale auszuwerten. H. Buchholz. 


Bose, $. K.: Une chaine de transformations de Laplace. Bull. Sci. math., 
II. Ser. 77, 81—89 (1953). 

Wenn einige Funktionen der Reihe nach durch Laplace-Transformation ver- 
knüpft sind, so besteht zwischen der ersten und der letzten eine gewisse Relation. 
In dieser Richtung werden drei Sätze bewiesen und durch Beispiele illustriert. Ferner 
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[e,°] } (u ’ 
wird gezeigt: Wenn 9,(p) = vs ever f(a)de, (r= 0,1, 2,...), ist, so gi 
ö 
SR g 


unter gewissen Voraussetzungen: — — Harp +g= >‘ 9,(p). Dies i \ 
ro 
trivial, weil 9,(p)/p = (- 1)" d Da ge die Entwicklung n die Taylorsche ist! 


@. Doetsch. 


Colombo, Serge: Sur quelques transcendantes introduites par la resolution des 
&quations integrales de Volterra A noyaux logarithmiques. Bull. Sei. math., II. Se 
77, 89—104 (1953). 


oo 


E sr" 
Es werden die  Transzendenten definiert: v(z.n) = f TULLN W 
0 


x’ g” zırn gm ; 

aam=- | Foryrm Rum) | Focasurmrne: Ver 
ö 0 

stellt das Verhalten von v(z,n) für {> +0 fest, betrachtet Korrespondenzen und 
Operationen innerhalb der Laplace-Transformation, in denen v(x, n) vorkommt, une 
bestimmt die zweidimensionalen mn ine der img von v(z, y). u(x, m, y) und 


p er 


; = =. | FGS 7% betrachtet 


u(x, y,n). Ferner wird die Transformation T {p} 
undeine Reihe von Operationsregeln und eine Hanks abgeleitet. @. Doetsch. 

Azpeitia, A. G.: Bemerkung über eine Laplace-Transformierte. Gac. mat., 
Madrid 5, 6—7 (1953) [Spanisch]. | 


San Juan, Ricardo: Fonetions representables au moyen d’une integrale des 
Laplace. C. r. Acad. Sci., Paris 236, 451—452 (1953). 


oo 
Damit f(s) als Laplace-Integral [ es! F(t) dt (F in jedem endlichen Intervall 
0 


Lebesgue-integrabel) darstellbar ist, das in einem Punkt mit einer Abszisse ,Z © 
konvergiert, ist notwendig und hinreichend: 1. f(s) ist in Rs > x, analytisch. 
2. f()—0 für s—oo auf jedem Strahl ares=@ mit —n/2 <p< n/2. 
1 x+ib fs) 
3. If(s)/s| < M(x) in jeder Halbebene Rs>x>x, 4. lim „— f er —— dB 
b>oo TR. ;; 
definiert eine Funktion «(t), die in jedem endlichen Intervall O=<t<S T absolut 


stetigist mit x(0) = 0, xt) =O(1) für ©, = 0, x(t) = o(e**) für % > 0 (lt > oo). 


Es ist Ft) = «’(t) zu setzen. — Ein entsprechender Satz gilt für Laplace-Stieltjes- 
Integrale, wenn in 4. von «(t) verlangt wird, daß es von beschränkter Variation mit 
(0) = 0 ist. @. Doetsch. 


Bayer): Pierre: Quelques r6sultats relatifs A la fonetion de Mittag-Leffler. 
Acad. => Paris 236, 1467—1468 (1953). 

Ww pt E sur, " 
egen 2 e” Ad 7 ‚ergebe n sich für E,( Ir Pr, auf 


Grund des Heltungekainon der Laplace-Transformation einige einfache Integral- 
relationen. (@r. Doetsch. 


Sumner, D. B.: A convolution transform admitting an inversion formula of 
integro-differential type. Canadian J. Math. 5, 114-117 (1953). 
Während Widder, Hirsehman und Pollard Fälle behandelt haben, in denen 


die Faltungstransformation f(x) = Ai @(& —t)op(t) dt durch einen Differential- 
—00 


operator unendlich hoher Ordnung umgekehrt werden kann, gibt Verf. ein Beispiel 
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eines Kernes @, wo die Umkehrung durch die Aufeinanderfolge eines Differential- 
und eines Integraloperators erfolgt. Es ist dies @(t) = [et +2 et! eos +17, 
0<P<1. Wenn die Transformation für wenigstens ein x (und damit für alle x) 
in dem Streifen |3 x] <x(ß + 1) konvergiert, so ist 
F(D)  [E(D)J" f(x) = 3 [p(& + 0) + p(& — 0)] 
an jeder Stelle, wo die rechte Seite existiert, wobei F(D) = m!sinzD und 
+00 
een er 
lass sinzßd-D aß ) Her En 


ist und eX? f(x) wie üblich als f(@ + k) interpretiert wird. An einem Beispiel wird 
gezeigt, daß die Reihenfolge der beiden Operatoren nicht vertauscht werden darf. 
@. Doetsch. 


Horväth, J.: Sur les fonetions conjugu6es ä plusieurs variables. Indagationes 
math. 15, 17—29 (1953) = Nederl. Akad. Wet., Proc., Ser. A 56, 17—29 (1953). 
This paper develops some results due to M. Riesz, A. Zygmund and others concerning 
the conjugate function — or Hilbert transform. — The essential idea is to consider a function 
depending on several variables as a function whose argument is a vector. The symbol |t| stands 
for the norm of the vector t€ R". If yE R, the author defines, in RP+, the Poisson Integral: 
st dt b Ä Ben B, = 
U, y)— ra) f(t) (ei + yar where: m=- > vERT, YUV and OZnrR)T (m). 
It is first shown that, almost everywhere in R": lim U(x, y) = f(x). The Poisson conjugate 
y—>0 


dt 


3 ae TE at k N ; nr 
integralis Y (x. %y) = O | fit) > IE+ om dt. Putting W (x, y) = ° | f(t) ar 
&— |>Y 
the author proves that, almost everywhere in R": lim [W (x, y) + V(x, y)] = (0. Utilizing a 
yo 


q 
result of J.Leray, the author establishes that the Fourier transform of a,(t) = ( I ya 
/— -v|ul ee 

Vrer'" iVm -e u £ i 
b,(t) = —— — —— and B,(u) = ua" . This result is 
and Bi ) (je]2 -e ya)" Inı2 I (m) u( ) Sel= 7 (m) | | ä 
obtained by means of a long and delicate reasoning. Itis an important one, for the functions U 
and PY, to the multiplicative constant O1, are the convolution products of f(t) by a, and b, 
respectively. This leads immediately to the main result of the paper, namely that if f(t) & L?(R*), 


f' re) - 2 es dt, x R",t € R" then: (a) the conjugate function of 
=. 


are A,(u) = 


1 
and g(x) = lim 


ie lt — 
eo | z|>e 
f, 9(x), exists almost everywhere in R*; (b) g(x) € L?(R") and ||g(x)|| = ||F(d||; || - - - || denoting, 
as usual, the norm in L(R); (ce) almost everywhere: f(t) = — lim f en dx. The 


e>0 |e—t| >e 
author makes the remark that R" may be considered as a subvector-space of the vector space 
defined by the Clifford algebra generated by n +1 basic elements and ‚that, in the result 
mentioned under (c), g(z) - (e—t) may be interpreted as a product in this Clifford algebra. 
If f(t) € L’(R")(1<p < ©), the author, utilizing a result of Zygimund and Calderson, proves 
that the result under (c) remains valid. In the last paragraph, an interesting relation between 
the conjugate function and the generalized potentials of M. Riesz is mentioned. The function 


g(x) may, under certain conditions, be defined as the gradient of a generalized potential. 
©. Racine. 


Berger, Erich R.: Comments on „The Dirac delta function and the summation 
of Fourier series“. J. appl. Phys. 24, 951 (1953). | 
Mikusinski, J. G.-: On generalized exponential functions. 'Studia math. 13, 


48—50_(1953). 
Si dimostra il teorema seguente: data la successione &, Bj. Pg, - -. di numeri 


positiyi, e posto 


re N a 1 Duden ee 
Um ( 7) R=1,2,3,...). fa) | 
vn 
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sed Byı -, >e perv=1,2,3,...,e > —= +00, allora 1) la serie f(x) 
ur 

converge per x = 0, 2) la sua somma & ET da 1 a O0 nell’intervallo [0, +00), 

3) infine & 


[e) Ar v5 2 
% ; allen + B» ii xp (7) 

per p>0. Si tratta di un corollario & ER 1 e 2 di una nota anteriore dello 
stesso A. (questo Zbl. 44, 62), che generalizza il teorema 3 della stessa nota. — 
Il presente risultato si trova applicato nella nota seguente di J. G.-Mikusinski 
e C. Ryll-Nardzewski [v. la recensione seguente]. F. Bertolini. 

Mikusinski, J. G.- and €. Ryli-Nardzewski: A theorem on bounded moments. 
Studia math. 13, 51—55 (1953). 

Nello stesso ordine di idee dei teoremi di Müntz e di Lerch, si dimostra che: 
date 1) una successione di numeri positivi &, M, P}: Pa; Pa; - -. ed 2) una funzione 
f(x) sommabile nell’intervallo [1,5] (b > 1), se & 


b 
Bas Bn >e e| f ar fir) de 
i 


ZUWEISEN I 4= +0, 


n= ‚P 3 
allora & f(x) = 0 quasi ovunque in [1,5]. A questo fine si fa uso del fattore dis- 
continuo a quello di Si 


| E Pass ) 1 per 0se<i 

> u n mm I en Er — 

on T n=1l N € TE 7 ua Bi n| rl 1) 0 per zT = 1 ; 
sr 


che viene studiato in base ai risultati della nota precedente di J. G.-Mikusinski 
[v. la recensione precedente]. F. Bertolini. 


Mikusinski, J. @.-: A new proof of Titehmarsh’s theorem on convolution. 
Studia math. 13, 56—58 (1953). 

Servendosi del teorema sui momenti limitati (cfr. recensione preced.) l’autore 
dä una nuova dimostrazione del teorema di Titehmarsh sul prodotto di composizione : 
Ente due funzioni f(x) e g(x) sommabili nell’intervallo [0,7] (7 >0), se & 


! fit — r)g(r) dr = 0 quasi ovunque in [0, 7], allora & f(x) = 0 quasi ovunque in 
(0, tl e g(2) = 0 quasi ovunque in [0,4%] con h +, ZT. F. Bertolini. 


Mikusinski, J. G.- et €. Ryli-Nardzewski: Un th6oröme sur le produit de com- 
position des fonetions de plusieurs variables. Studia math. 13, 62—68 (1953). 
Si estende al caso pluridimensionale il teorema di Titehmarsh sul prodotto di 


composizione (efr. recensione preced.): date due funzioni f(t. ty +. +, 4.) Glkystgs-..,t,) 
sommabili nel simplesso S, cosi definito 0<t, (=1,2%,..,n), hı ++ -- 
rt.<a, eb 
iR In 
J dt, ‘+: [ dr, (ht Tas: Tg Tr) El 


0 0 


quasi ovunque in 8, allora Ö ft. ty...) = 0 quasi ovunque in S,, e 
lt. .,2,) = 0 quasi ovunque in S,, con a=b-+ c. La dimostrazione si basa 
essenzialmente sul lemma seguente: detto S, „il simplesso (dello spazio ad n dimen- 
sioni) avente come vertice l’origine e come base l’insieme 1, >0 = 1,2,...,n), 
„ eo. Te 2 .* us = >> | Ds 
h v 4 u = I, con ve Fre + 21,120, , > U EL. Rn), ai 
funzione /sommabile in S7,,,(0 &ivi quasi ovunque nulla, quando, per un certo & > 0, 
se l’ angolo tra i vettori ve v{®) & minore di eed il Er 57,» ® contenuto in 87,0, 


allora & nullo Tintegrale di f esteso alla base di 8, „. Cfr. anche Lion (questo zb. 
42, 114). F. Bertolini. 
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En jr, R. P.: Remarks on a moment problem. Studia math. 13, 59—61 
Si dimostra la seguente estensione del teorema di Lerch:dati 1)la funzione f(x) 

ommabile nell intervallo [a,5] (b>a>0), 2) la successione complessa Ay dos 

»- +, 8) il numero positivo h, se & 

1 


oo 
a Dr 
\ A,„— 00, arg, —0, > = A 


n=1!'n 
b 
Sri) dt = 0 [(a + ©] 


per n > oo e per ogni e>0), allora & f(x) = (0 quasi ovunque in [a,b]. — La 
mostrazione si basa su un teorema di Levinson (questo Zbl. 18, 143) di cui 
vengono rettificate aleune ipotesi. F. Bertolini. 


le |n — m| h (Nemelme28 Ss) 


N 


San Juan, Ricardo: L’accroissement des moments d’une fonction holomorphe 
dans une angle. C©. r. Acad. Sci., Paris 236, 1941—1943 (2953). 

Die Funktion f(z) («= re) sei im Winkelraum |p| < «r/2 regulär und 
beschränkt. Die für die Halbgeraden |p| < «r/2 — ö (6 > 0) gebildeten Momente 


un(9) = Ai |f(t) "dt| seien der Beschränkung u, (9) < [A (6)]” - nX"® (n — oo) unter- 
ö 


worfen, wobei A(ö) von p und n unabhängig und «’ <« ist. Verf. zeigt unter 
Verwendung des Resultats einer anderen Note (dies. Zbl. 50, 116), daß daraus 
f@) = 0 folgt. D. @Gaier. 


Funktionalanalysis. Abstrakte Räume: 


e Bourbaki, N.: El&ments de math@ematique. XV. 1. part.: Les structures 
fondamentales de l’analyse. Livre V: Espaces vectoriels topologiques. Chap. I: 
Espaces vectoriels topologiques sur un corps value. Chap. Il: Ensembles convexes 
et espaces localement convexes. (Actual. sci. industr. No. 1189.) Paris: Hermann & 
Cie. 1953. 123 p. 

Ein Vektorraum E über einem algebraischen Körper K wird zu einem topologischen Vektor- 
raum (kurz „TV-Raum‘), wenn X und E# mit Topologien versehen sind, in welchen die Vektor- 
_ operationen stetig sind. Die TV-Räume bilden das Fundament der linearen Analysis; sie werden 

hier einer einleitenden Strukturanalyse unterzogen. Beginnend (I. 1.) mit der Definition eines 
TV-Raumes E und seiner speziellen und häufigsten Verwirklichung im normierten Vektorraum 
über einem bewerteten Körper, werden die fraglichen Stetigkeitsforderungen, sowie die Gestalt 
der Umgebung des Ursprungs von Z, ferner Fragen der Vervollständigung, der Zerlegungsräume 
(espaces quotients), der Produkt- und direkten Summenbildung behandelt. Es wird eine all- 
gemeine Konstruktionsmethode angegeben, die mit Hilfe eines Systems von linearen Abbildungen 
von TV-Räumen in einen Vektorraum E dieses E topologisiert. 1.2. behandelt die linearen 
Mannigfaltigkeiten in einem TV-Raum in bezug auf ihre Abgeschlossenheit, Kompaktheit im 
Kleinen und Endlich-Dimensionalität. Bei den metrisierbaren TV-Räumen (1. 3.) steht der 
Banachsche Satz im Vordergrund, wonach jede stetige lineare Abbildung zweier solcher voll- 
ständiger Räume (über einem nicht-diskreten bewerteten Körper) ein Homomorphismus ist. 
In II. ist K der Körper R der reellen Zahlen. II. 1. entwickelt die allgemeinen Eigenschaften 
konvexer Mengen hinsichtlich Durchschnitt. Produkt und Hülle. Die Bedeutung der „Kegel- 
mengen“ und ihre Beziehung zu den geordneten Vektorräumen wird ausführlich erörtert. Die 
lokal-konvexen Räume sind Gegenstand von II. 2.; ähnlich wie in I.1. kann auch hier durch 
ein System von linearen Abbildungen lokal-konvexer Räume in einen Vektorraum E dieses E 
zu einem lokal-konvexen Raum gemacht werden II. 3. beschäftigt sich mit der Trennbarkeit 
konvexer Mengen, welche auf dem Hahn-Banachschen Satz in seiner geometrischen Form beruht: 
Ist KH ein TV-Baum über R, A eine offene nicht-leere konvexe Teilmenge von E und M eine zu A 
fremde lineare Mannigfaltigkeit, so existiert eine abgeschlossene Hyperebene H, welche M ent- 
hält und zu A fremd ist. II. 4. hat den Krejn-Milmanschen Satz zum Ziel: In einem lokal-kon- 
vexen Hausdorffschen TV-Raum ist jede bikompakte konvexe Teilmenge gleich der abgeschlosse- 
nen konvexen Hülle ihrer extremen Punkte. II. 5. behandelt die Seminormen zusammen mit 
den konvexen Funktionen. p| # ist eine Seminorm, wenn i)zeEnAeRop(Üer) = || p(®), 
(i) {,Y CE—>p(xz + y) = p(«) + p(y). Mit Hilfe eines Systems von Seminormen in einem 
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Vektorraum E über R kann man # zu einem lokal-konvexen Raum machen; umgekehrt 

sich jeder lokal-konvexe Raum über R in solcher Weise definieren. Abschließend folgt die anı 
lytische Form des Hahn-Banachschen Satzes: Ist p |E eine Seminorm auf einem Vektorraum 
über R, ist M ein Teilvektorraum und f|M ein lineare Form in M mit |f()| < p(«) für «€ 
dann gibt es eine lineare Form f’|E, welche f |M fortsetzt und |f’(y)| < p(y) für yEE erfi 
II. 6. diskutiert einige der obigen Probleme für TV-Räume über dem Körper der komple 
Zahlen. Ein Anhang bringt den Markoff-Kakutanischen Satz über die Existenz eines geme it 
samen Fixpunktes eines Systems von stetigen, linearen, affinen, miteinander vertauschbaren Au 
bildungen einer nicht-leeren, konvexen, bikompakten Teilmenge eines Hausdorffschen TV-Rauma 
in sich, G. Aumann, 


Vilenkin, N. Ja.: Vektorräume über topologischen Körpern. Mat. Sbornik 


n. Ser. 32 (74), 195—208 (1953) [Russisch]. 

The theory of topological veetor spaces over diserete topological fields, as expounded bi 
Lefschetz [Algebraic Topology, Amer. math. Soc. Colloqu. Publ. Vol. 27, New York, 19 
referred to in this paper under its Russian language avatar], is here extended to vector space 
over non-diserete topological fields. The axioms are these. Let P be a topological field and « 
atopological Abelian group. @is called a vector space over P if: 1. the discrete group @ is a vecte 
space over the discrete field P; 2. the product xg (x P,g € @) is jointly continuous in x and g 
3. if gu 9: - -» 9n are linearly independent elements of @, then the subspace of @ generated bi 
91 Ir + = +» In is resolvable into the direct sum of n 1-dimensional subspaces g, P, 9 P,..., m: 
each isomorphic to P. A set TC @is bounded if forevery neighborhood V of 0in@, thereis ana < \ 
such that TCaV; @is said to be locally bounded if there is a bounded neighborhood of 0 in 
The notion of local boundedness is of course applicable to the field P. Local convexity is define: 
as follows. Let V be a neighborhood of OD in P, which we take henceforth to be locally boundec 
and let W be a neighborhood of Oin@. If, foreveryg<@ N W’, there exists an open linear Bo 
morphism » of @ onto P such that y(W) CV and y(g) non € V, then W is said to be V-convex 
This notion is easily seen to be independent of the neighborhood V employed. The linear spa« 
G is said to be locally convex if the V-convex neighborhoods of () form an open basis at 0. @i 
said to be linearly discrete if the topology of @ is the weakest topology which is stronger than a: 
locally convex topologies on @ which induce the usual Cartesian product topology on all finite 
dimensional subspaces. The structure of linearly diserete and locally convex vector spaces # 
completely determined. A linear topology on @ is defined as one such that every neighborhoo: 
of 0 contains a closed subspace H such that @ — H is linearly diserete (this definition differs fror 
that given in Lefschetz [loc. eit. p. 74]). Linear compactness is defined just as in Lefsche# 
[loe. eit. p. 78]. Itis proved that a linearly topologized, linearly compact, and linearly 
space is finite dimensional. A number of natural properties of linearly topologized and linearl 
compact spaces are proved (always under the hypothesis of local convexity): 1. preservatio: 
under homorphisms; 2. preservation under the formation of Cartesian products: 3. closure ji 
containing spaces. The adjoint space X of @ is defined in the usual way, a suitable topology i 
introduced in @, and analogues of Pontrjagin’s duality theorems are proved. Namely, @ is th. 
adjoint of A, and @ is linearly compact if and only if X is linearly diserete. There is some overla 
in content between this paper and a paper of S. Kaplan, for the case P = the real numbe 
field [Amer. J. Math. 74, 936—954 (1952)]. E. Hewitt. 

Zelinsky, Daniel: Linearly compact modules and rings. Amer. J. Math. 75 
79—0 (1953). 

L’A. montre eomment la notion de eompaeite lindaire permet d’&liminer le 
restrietions de denombrabilite de sa recente &tude des anneaux topologiques don 
un systeme fondamental de voisinages de 0 est form d’ideaux [Duke math. J. 
18, 431-442 (1951)]. Il commence par generaliser la theorie des espace 
veetoriels linsairement compaets aux modules sur un anneau topologique; |]: 
plupart des resultats s’ötendent sans diffieult@ A ce cas plus gen6ral. Il appliqu: 
ensuite ces propriöt6s, combindes aux techniques de son preeedent article, pou 
montrer qu’un anneau semi-simple (au sens de Jacobson), ayant un syst&me fonda 
mental de voisinages de 0 form6s d’ideaux, et lingairement compact, est produi 
d’anneaux simples diserets satisfaisant A la condition minimale. La m&me method. 
lui donne aussi une gen6ralisation de son resultat relatif aux anneaux commutatifs 
un anneau commutatif, ayant un systeme fondamental de voisinages de 0 form 
d’ideaux et lineairement compact, est d6&composable de facon unique en somm: 
directe d’un anneau r&duit A son radical et d’un nombre fini d’anneaux primaires 
2 montre aussi qu’un anneau local eomplet est lineairement compact pour la, topo 
logie diserete, et qu’un anneau de valuation est lineairement compact pour la topo 
logie diser&te si et seulement s’il est maximal. J. Dieudonne. 
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e.. jr., V.L.: Convex sets in linear spaces. III. Duke math. J. 20, 105—111 
Für die Terminologie vgl. Teil I, II (dies. Zbl. 42, 262; 44, 112). Es sei Z ein 
eller linearer Raum. Mit T werde die Topologie auf L bezeichnet, deren offene Men- 
en alle X CL sind, deren Durchschnitte X V mit allen endlich dimensionalen 
inearen Mannigfaltigkeiten V offen in V in der euklidischen Topologie sind. Es 
ird bewiesen, daß diese Topologie dann und nur dann lokalkonvex ist, wenn die 
Dimension von Z höchstens x, ist. Andernfalls gibt es in Z eine abgeschlossene 
onvexe echte Teilmenge, die jede nichtleere offene konvexe Teilmenge von L 
chneidet. — Auf jedem reellen linearen Raum ZL gibt es eine feinste Topologie T’, 
o daß L[T’] ein Hausdorffscher linearer Raum wird. Ist dim [Z] < x, so ist 7’ 
lokalkonvex, ist dim [L] > 2%, so ist T’ nicht lokalkonvex. Schließlich wird die 
Frage untersucht, ob man alle konvexen Borelschen Mengen aus L erhalten kann, 
wenn man den Borelschen Erzeugungsprozeß nur mit den konvexen abgeschlossenen 
Teilmengen beginnt. Die Frage wird für L= Ebene positiv beantwortet, im allgemeinen 
Fall ergeben sich nur Teilresultate. @. Köthe. 


Grothendieck, A.: Sur les applications lin6aires faiblement compactes d’espaces 
du type C(K). Canadian J. Math. 5, 129—173 (1953). 

Soit # un espace localement convexe separe, et considerons les trois proprietes suivantes 
d’une application lineaire continue u de E dans un espace localement convexe separe F: «) u 
transforme tout ensemble borne dans Z en un ensemble faiblement relativement compact dans F}; 
P) % transforme tout ensemble faiblement compact, convexe et cerel& dans E en un ensemble 
compact dans F; y) u transforme toute suite de Cauchy faible dans Z en une suite de Cauchy 
forte dans F. L’A. dit que X possede la propriete D.-P. si x entraine pour tout espace localement 
convexe separ& F; — que E possede la propriete D.-P. stricte si & entraine y, et enfin la propriete 
R.D.-P. si $ entraine x. Dunford et Pettis (ce Zbl. 23, 329) ont d&emontre que l’espace L1 
sur un intervalle possede la propriete D.-P. L’A. commence par faire une profonde etude axiomati- 
tique de ces trois proprietes de E; par exemple, il prouve que la propriete D.-P. revient & dire 
que, dans le dual #’ de E, toute partie equicontinue convexe cerclee et o(E’, E’')-compacte est 
aussi 7(#’, E)-compacte. Il prouve ensuite que pour tout espace compact K, l’espace de Banach 
C(K) des fonctions continues sur K possede les trois proprietes precedentes, et que l’espace 
L!(u) (u mesure de Radon sur X) possede la propriete D.-P. striete. Nous ne pouvons ici resumer 
| les interessantes consequences que l’A. tire de ces proprietes, notamment en ce qui concerne 
les quotients d’espaces ((K) et la theorie de l’integrale faible. Une autre partie du memoire est 
 consacre A la d&monstration de plusieurs erit&res pour qu’une partie bornde de l’espace #F = MX) 

des mesures de Radon bornees sur un espace localement compact X, soit relativement compacte 
pour la topologie faible o(F, F’); cette etude complete et generalise les resultats du rapporteur 
sur la convergence des suites de mesures de Radon (ce Zbl. 43, 112). Comme consequence de 
ces resultats, l’A. montre que pour qu’une application lineaire continue u de Ü(K) dans un espace 
localemient convexe separ& complet F possede la propriete «, il faut et il suffit qu’elle transforme 
toute suite croissante uniformement majoree de fonctions continues positives sur K en une suite 
faiblement convergente dans F. En particulier, toute application lineaire continue de C’(K) dans 
un espace L! possede la propriete x; on en deduit d’interessantes proprietes de certains types 
de formes bilineaires continues. Un dernier paragraphe est consaere aux espaces C(K)lorsque K 
est un espace compact stonien, et A l’espace c, des suites tendant vers 0 ainsi qu’ä ses sous-espaces 
et espaces quotients. De cette etude I’A. deduit entre autres, qu’un espace de Banach non reflexif, 
separable, et isomorphe ä un quotient d’espace C(K) (K compact quelconque) n'est jamais iso- 
morphe & un dual fort d’espace de Banach. — L’article contient malheureusement de nombreuses 
fautes d’impression; parmi les plus genantes, signalons qu’ilfautremplacer VA K par VO OK 
dans l’integrale de la I. 2 du bas de la p. 148, et V„OK, par V„NCK, dans la premiere 


integrale de la p. 149; dans l’enonce de la prop. 13, p. 165, il faut lire } DA au lieu de ni Df du. 
J. Dieudonne. 
Alexiewiez, A.: On some theorems of 8. Saks. Studia math. 13, 13—29 (1953). 
L’A. generalise des th6oremes classiques de Saks [Fundamenta Math. 10, 
186—196 (1928) et ce Zbl. 6, 402; 16, 29]. Soient 7 un espace pourvu d’une mesure 
separable,.X et Y deux espaces F et U(x,t) une application de X x T dans Y 
telle que a) U(x, + 2.) = U (x, ) + U (x,, t) presque partout en I N) > 
lim as ||U (x, t)|| = 0; e) Pour tout x et tout ouvert DOW Erle Ulmt)eS) 
n 
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est mesurable. — Le th&or&me fondamental est alors le suivant: Si AR est un sous: 
espace lindaire et mesurable (B) de Y, il existe une d6eeomposition T= Au Ä 
AnB=® et un rösiduel ZCX tels que 1°) U(x,t)e R pour tout x et presque 
partout en A, 2°) U(x, t)d& R pour tout zE€Z et presque partout en B. Appl 
cations gön6ralisant les theoremes de Saks en prenant pour Y l’espace des suite: 


oo 
y= {a,} avec la norme ||y|| = Pe 5% ar puis des espaces plus gen6ra 
7} n 


tinu. A. Revuz. 

Gäl, I. S.: The prineiple of condensation of singularities. Duke math. J. 200 
27—35 (1953). 4 

The author gives a new proof of the Banach-Steinhaus prineiple of eondensation 
ofsingularities [S. Banach and H. Steinhaus, Fundamenta Math. 9, 50—61 (1927) 
The method is similar to that used by the same author (Gäl, this Zbl. 46, 335) t 
prove the allied principle of uniform boundedness. No use is made of the concept © 
category and, at the expense of some complication in detail, the principle is proved 
for a more general class of operations. F. F. Bonsall. 

Iseki, Kiyosi: Sur les anneaux normes de Hilbert. I. Sur l’existence d’une 
projeetion minimale. C. r. Acad. Seci., Paris 236, 1123—1125 (1953). 

Ein Ring H heißt ein Hilbertscher Ring, wenn (1) H ein Hilbertscher Raum: 
über den komplexen Zahlen ist, und wenn (2) zu beliebigen Elementen x, y, ze Hi 
ein Element x*€ H existiert mit (x y,2) = (y, x*z) und (yz,2) = (y,2 x*). Ist 
H ein eigentlicher Hilbertscher Ring (aus H x—=0 folgt stets x = 0), so ist die 
Zuordnung x — x* eineindeutig und es gilt («ce + By) =ax* +Pßy* sowie 
(x y)* = y* x*. Ein Element e aus H heißt projektiv, wenn ®=e und + =& 
ist. Es folgen verschiedene Sätze über solche projektiven Elemente, die diese ins- 
besondere mit den Idealen von H in Verbindung bringen. H.-J. Kowalsky. 


Iseki, Kiyoshi: On B*-algebras. Indagationes math. 15, 12—14 (1953) = 
Nederl. Akad. Wet., Proc., Ser. A 56, 12—14 (1953). 

Es wird bewiesen, daß jede (nichtkommutative) B*-Algebra A halbeinfach ist 
und daß eine B*-Algebra dann und nur dann eine O*-Algebra ist, wenn alle Elemente 
x x* ein positives Spektrum haben. Die Beweise verwenden, daß jede maximale 
kommutative B*-Algebra in A isomorph einer Funktionenalgebra C(Q2) ist. Mit 
derselben Methode wird auch der Satz von R. Arens neu bewiesen, daß in eineı 
B*-Algebra niemals z2*+1=0 gilt. @. Köthe. 


Kelley, J. L. and R. L. Vaught: The positive cone in Banach algebras. Trans. 
Amer. math. Soc. 74, 44—55 (1953). 

Soit R une algebre de Banach commutative reelle possödant un &löment units. Soit F 
l’adherence de l’ensemble des sommes de carrös, qui est un cöne convexe. Soit U I’homomor. 
phisme canonique de R dans l’algebre de Banach des fonctions continues reelles sur le spectre X 
de R (X est un espace compact). Alors: (1) ||U(x)|| = max [dist (— x, P), dist (x,P)]. Il er 
rösulte des caracterisations du radical de R, une caracterisation d’Arens (ce Zbl. 29, 402) des 
algebres de foncetions continues röelles sur un espace compact, et des extensions au casdes *-algöbre, 
commutatives de Banach sur le corps complexe (on considere alors les homomorphismes „di 
type r&el““ dans le corps complexe). La d&monstration (rapide et ölögante) de (1) repose princi 
palement sur le fait que P contient la boule de centre 1 et de rayon 1, et sur le fait (dü aussi i 
Kadison, ce Zbl. 42, 348) que les homomorphismes de R dans le corps reel sont les points extr6& 
maux de 2 (= intersection de Ja boule unit6 du dual R* de R, et du cöne polaire de P dans R*) 
Application aux groupes abeliens localement compaets: soit @ un tel groupe, R l’algebre de 
mesures de Radon complexes sur @ qui sont somme d’une mesure atomique et d’une mesur 
f du |u, mesure de Haar; f€L!(@, u)]; on obtient une borne superieure de la transform6e di 
Fourier d’une me R qui, selon les AA., semble nouvelle möme pour @ = le groupe des entier 
rationnels. — Le cas des *-algebres de Banach non commutatives est aussi ötudie; le röle de 
homomorphismes de type reel de R dans le corps complexe ötant jou6 par les reprösentations uni 
taires de R, une formule analogue A (1) est obtenue. Exemple de corollaire: soit R une *.algebr 
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de Banach & el&ment unit6 telle que ||x x*|| = |Ix||?; si x &* est toujours le carr6 d’un 6löment 
hermitien, R est une C*-algeöbre. J. Dixmier. 


Rothe, E. H.: A note on the Banach spaces of Calkin and Morrey. Pacifis J. 
Math. 3, 493—499 (1953). 

Let @ be a bounded domain in n-dimensional real Euclidean space, and for 
& >1, let Z, be the space of real valued functions f such that f* is summable over @. 
The class ®, introduced by Calkin (this Zbl. 26, 392) and Morrey (this Zbl. 26, 394) 
is then the class of funetions which together with their first generalized derivatives 
are in Z,. With the natural norm ®, is a Banach space. The author proves that 
PB. is reflexiveand hence, by a theorem of Bourbaki (this Zbl. 19, 123) and Alaoglu 
(this Zbl. 23, 129) proves that any bounded closed convex set C in ‘B. is compact in 
the weak topology. If /(x)is a real valued function lower semi-continuous in C 
relative to the weak topology it follows at once that /(x) attains a minimum in (. 
An application is given to a problem in the calculus of variations. F. F. Bonsall. 

Bonsall, F. F. and A. W. Goldie: Algebras which represent their linear fune- 
tionals. Proc. Cambridge philos. Soc. 49, 1—14 (1953). 


The paper is concerned with the extension of functionals additive and homogeneous with 
respect to the multiplication by elements of a linear algebra. Let A stand for an associative linear 
algebra with reals as scalars, and let B be a vectorial subset of A. A real functional 7 defined in 
aset ÜO)4A-B is called the right trace over B if 
(1) (A a’ +"a)b)=A't(a’b) +A”rT(a”b) 

(2) t(a(}’b’+4"b"))=4't(ab’) +4" r(ab”) 
for }',A'scalar, and for a,a’,a”’€ A, b,b’,b''€ B. The functional r, defined by 7,(a) = r(ab) 
is distributive over A and the family {r,} is vectorial. Let 2 be a subspace of the space of all 
distributive real functionals over A, then a righttrace 7 over B is said to represent 2 over B if 
every element of (2 may be represented as 7, with some b € B, if this representation is unique, 
and if „E22 implies bE B. A right trace 7 is called right non-singular if 7,—= (0 implies 
— (0. The left traces and so on are defined similarly. I£ ris a right and left. trace representing 2 
over B, ris said to be the two sided trace representing 2 over B. The authors study firstly the 
algebras A having a right trace 7 representing over B the set I’ of all distributive functionals — 
such traces are called effective. Every algebra with an effective trace must be finite dimensional 
and we must haye A = B; moreover if t is a twd sided trace representing J’over A then r is 
both left and right non-singular — the converse is also true. If A is finite dimensional then every 
right non-singular trace is left non-singular. The algebras with effective trace are precisely the 
Frobenius algebras (hence posess the unit element). — Now let X be a linear space with the 
elements of A as scalars; a A-subspace of X is a subset of X which is linear with respect to A as 
well as to the reals. A mapping &(x) of X into A,is called an A-distributive functional if it is 
additive and homogeneous with elements of A as multipliers. Then the following theorem of 
extension of functionals holds: (7) Let the algebra A have an effective trace r, let n(a) be a real 
subadditive and positively homogeneous functionalover A, and let X, be an A-linear subspace of X. 
Then every A-distributive functional £(x) defined in X, with the property r(£(x2)) <rn(x) may 
be extended to a functional &(x) defined in X and such that £(x) = £(x) for ze X, and 
t(£(z)) <nr(x) for € X. — The authors develop also an analogous theory for infinitely di- 
mensional algebras. Since these algebras have not effective traces, the definitions must be altered. 
The algebra is supposed to be normed (non necessarily of Banach type), /’ denotes the set of all 
distributive and continuous functionals over A. A right trace is called effective if it represents 
the set Z in the above exposed sense. The theorem on extension of functionals reads now as 
follows: it is supposed that the functional (a x) is continuous for fixed x, then under the hypo- 


theses of (T) an A-distributive functional &(x) in X exists such that &(x) — ED) EIOLZDICENT 
and r(a &(x)) <n(a x) for everya€ A, x€ X. — The authors exhibit several examples of linear 


algebras of infinite dimension with an effective trace. One is the space €, of sequences a = {a,} 
with a,— 0, with the product defined in usual manner. Then if B is the set of the elements « 


[0,0] [0,0] 
such that_ > ja,|< ©, the funetional r(a)— N a, is an effective right trace over B. 
n=1 n=1 u 
Other examples concern the Hilbert space and the space L?. A. Alexiewiecz. 


Bonsall, F. F.: Core-preserving transformations of a veetor space. Proc. Cam- 
bridge philos. Soc. 49, 15—25 (1953). 


[0,0] 
The core of a sequence x = {£,} of complex numbers is the set K(x2) = M E„(x) where 
ni 
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E,„(x) is the elosed convex set spanned upon the elements &,, &n+1 . .... A matrix sequence-to- 

sequence transformation 7 is core preserving if K(Tx)C K(x) for every x. The core can be 

defined analytically: denoting by Z the set of complex numbers, K (x) = N, a NKd)<r(ax)} 
ran i 


& 
where (x) = lim R(x £,). The author presents a general theory of core preservation in abstraet 
n—>00 


spaces, generalizing the known results for numerical sequences. (For the definitions of the notions 
used below see the preceding review.) Let 5 be a real linear associative algebra with an effective 
trace r. In partieular $is finitely dimensional with the unit e. The norm is defined as ||A|| = 
(2 + +0,23) where h= aa, +++ %„a, isthe development of x with respect to the 
(fixed) basis @,, ... .,a,. Let X be a vector space over $. The core of the element x is defined as 
K(x)= N Eihe9,r(ah) < n(ax)} where isa (fixed) subadditive and positively homogeneous 
ach h ‚ 
functional ei X. A S-linear transformation T' of X into itself is called core preserving if K(Tx)C 
K (x). Let |\x||* bethe pseudonorm ||z||* — |\h\| and suppose that for an element « theset 
e K(z) 
K(u) consists only of the element e. Then T is core preserving if and only if (*) K(Tu) = {e} 
and ($) ||7x||* < ||x||* for.every x. The conditions for core accordance of two transformations 
[K(T,x)CK(T, x)] are similar. There are also considered cores which correspond to the func- 
tionals x taking on also values + oo. In this case the condition (£) is to be replaced by ||7’z]|, = 
Ije!|x where ||x||. = i I ||}l|. As applications the author derives the classical conditions for 
eK(z) 


core preservation in the case of numerie sequences, proves a Tauberian theorem and considers 
also an example in Hilbert space. A. Alexiewiez. 


Bourgin, D. G.: Some multiplicative funetionals. Canadian .J. Math. 5, 174— 
178 (1953). 

Poursuivant son &etude des fonetionnelles multiplicatives sur une algebre normee 
(ce Zbl. 39, 334) ’A. determine les fonctionnelles multiplicatives eontinues sur les 
algebres suivantes: 1. l’algebre CO des fonctions (reelles ou complexes) definies dans 
un espace discret, s’annulant hors d’un ensemble denombrable et tendant vers 0 au 
point & l’infini, la norme &tant le maximum de la valeur absolue; 2. l’algebre LP 


ne rnit 


formee des elements de C dont la somme des puissances p-&mes des valeurs absolues - 


converge, avec la norme usuelle (p > 1). Par transformation de Fourier, il ramene 


au second des problemes pr&eedents la determination des fonetionnelles multipli® - 


catives continues sur l’algebre L?(I) des fonetions de carr& sommable dans un inter- 
valle compact /, la multiplication 6tant la eonvolution. J. Dieudonne. 

Temple, G.: Theories and applications of generalized funetions. ‚J. London 
math. Soc. 28, 134—148 (1953). 

The purpose of the paper is to show different applications of „‚generalized fune- 
tions‘“‘, based on the concept of weak convergence. Particularly, the author claims 
that this way leads to a simpler and more direet exposition of Schwartz’s theory 
of distributions. — To define the generalized functions the author uses the method 
described in one of my papers (Jan G.-Mikusinski, this Zbl. 32, 76). The method 
consists in considering three sets F, D and € where a „product“ from F and ® to © 
is defined, such that [op = go (ge F, pe ®) implies f—=g. Then the topology 
in ( induces a weak topology in F. "The elosure of F with respect to this weak topo- 
logy furnishes the generalized funetions. — The author considers different types 
of generalized funetions obtained by means of appropriate specializations of the 
sets F,® and €. He shows the advantages of using them in the theory of delta 
funetions and of „elementary solutions‘ of partial differential equations. 

J. Mikusinski. 

Riss, J.: Elöments de ealeul difförentiel et th6orie des distributions sur les 
groupes abeliens localement compaets. Acta math. 89, 45-105 (1953). 

@G sei im Folgenden stets abelsch und lokalkompakt, G sei die Gruppe der stetigen Charaktere, 


(@ ist wieder lokalkompakt, “x, &) sei der Wert des Charakters & für das Element x€e@G. Mit 
x(@) wird der reelle lineare Raum aller stetigen Darstellungen I(x) von @ im Körper Rder reellen 
Zahlen bezeichnet. Die Topologie auf 2(G) ist die der kompakten Konvergenz auf G, die mit 
der der einfachen Konvergenz auf @ übereinstimmt. Mit R(G) wird die Menge der stetigen 


Abbildungen r(t) von R in @ bezeichnet. Wie aus (r(t), &> — <t,#(&)) folgt, sind R(@) und 26) 
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isomorph. Damit wird R(@) ebenfalls ein lokalkonvexer linearer Raum. Bezeichnet 9(G) die 
Menge der kompakten Untergruppen H von G, für die N(H) von endlicher Kodimension in 
R(G) ist, so bildet $(@) in @ eine gegen 0 konvergente Filterbasis, ebenso die R(H), H-H(@), 
in R(G@). Ist r-R(G) und f(x) eine komplexe Funktion auf @, so heißt f(x)in x nach r ableitbar, 
wenn f(x +r(t)) für {= 0 ableitbar nach t ist; diese Ableitung wird mit d, f(x) bezeichnet. 
f(x) heißt ableitbar schlechthin, wenn es für jedes &€@ und jedes r& N(G) ableitbar ist. Ab- 
leitbare Funktionen sind z. B. die IE &(G), es ist d,l(x) — I(r(1)), und die Charaktere &, es ist 
d,<x, &) = 2inr(£)<x, &). Nicht jede ableitbare Funktion ist stetig, E,(G) sei der Raum aller 
stetigen Funktionen, deren erste Ableitungen sämtlich stetig sind. Ist feE6&,(G), so ist d,f(x) 
eine stetige Linienfunktion auf R(G). Jedem rE R(G) entspricht ein Differentialoperator d,, 
der jedes FE &,(G) in ein d,(f) - C(G), den Raum der stetigen Funktionen abbildet. Versieht 
man €,(@) mit der Topologie der kompakten Konvergenz der Funktionen und ihrer ersten Ab- 
leitungen, &(@) mit der Topologie der kompakten Konvergenz, so ist d, eine stetige Abbildung. 


Die höheren Differentialausdrücke D= N En d.: .. de sind ohne weiteres zu erklären 
und damit E(@), der Raum aller stetigen Funktionen auf G, deren sämtliche Ableitungen Df 
existieren und stetig sind (n—=1,2,...). Daß der Raum E(G) + (0) ist, folgt aus dem funda- 
mentalen Existenzsatz, daß zu jeder offenen Teilmenge 2C@ eine positive stetige Funktion f 
existiert, deren sämtliche Ableitungen existieren und stetig sind, und deren Träger in Q liegt. 
Also ist auch der Raum D(G) aller f€ &(G) mit kompaktem Träger nicht leer. Grundlegend 
für die Distributionentheorie ist ferner der Satz, daß zu jeder lokalendlichen Überdeckung (2,) 
von @ durch relativ kompakte offene 2, positive f, € D(G) existieren, deren Träger in 2, liegt, 
so daß = f,=1 auf @ gilt. Nun wird auf D(G) die lokalkonvexe Topologie eingeführt, die 


auf allen d(K, H) mit deren Topologie übereinstimmt; dabei ist d(K, H) der Teilraum von D(G), 
der aus allen f besteht, deren Träger in der kompakten Menge K liegt und die auf den Neben- 
klassen eines H €9(G) konstant sind; die Topologie von d(K, H) ist ein (F)-Topologie, die durch 
die Halbnormen sup ||Df||o erzeugt wird. Der duale Raum D’(G) ist wieder der Raum der Distri- 
butionen. Diese werden nun inenger Analogie zudem Vorgehen vonL. Schwartz studiert. Es wird 
der Träger einer Distribution eingeführt, und es werden die Operationen der Ableitung einer Di- 
stribution sowie der Komposition zweier Distributionen untersucht. Jede Distribution mit einem 
Punkt a als Träger wird als eine verallgemeinerte höhere Ableitung an der Stelle a erkannt. 
Nicht alle Resultate der Schwartzschen Theorie gelten in der allgemeinen Theorie. Zum Schluß 
wird eine Theorie der Fouriertransformation 3 gegeben. Sie ist ebenfalls komplizierter als im 
euklidischen Fall, die durch $ in Isomorphie stehenden Funktionenräume A(G) und A(G) sind 
nicht in D(G) bzw. D(G’) enthalten, haben auch andere Topologien, so daß die dualen Räume 
dazu nicht mehr aus Distributionen bestehen, vielmehr neue Typen von Distributionen ergeben, 
die ebenfalls näher untersucht werden. Für diese neue Art von Distributionen ist dann die 
Fouriertransformation wieder durch die transponierte Abbildung %’ erklärt. @. Köthe. 


Graves, Ross E.: Functionals of finite degree and the convergence of their 
Fourier-Hermite developments. Proc. Amer. math. Soc. 4, 95—101 (1953). 
‚ l 


C etant l’espace de Wiener, f' ft) dx(t) pourf€ L,(0, 1) Vintegrale de Riemann- 
( 


2 y * . 
Stieltjes generalisee (ef. Paley, Wiener, Zygmund: ce Zbl. 7, 354), l’A. definit 
les polynomes de Fourier-Hermite sur Ü par 


ou les &,(t) constituent un ensemble orthonorm6 complet sur 7,(0, 1) et A 
(—1)m 2-ml2 (m!y1l2 e® dneWldun. Si F(x)EL,(C), en posant a re 
w 


w N 2 
Fahr = SUuurA, Ei x)| d„® 
J Be Damm lE) daLr0n.8 „im u Fa) en ma mar Emma (2) di 


—=(. Le degr&de Pn,...,my tm + "+ My- Une fonetion F(%) sur (' est dite de 
degr6 fini n si dans son developpement de Fourier-Hermite ne figurent pas de poly- 
nomes de degre sup6rieur An, et s’il en figure au moins de degre n. L’A. prouve que 
le degr& d’une fonction F(x) ne depend pas du systeme orthonorm& complet et que 


L 


BEE: \ e 
pour une fonction de degre fini F(x), on a lim 3 A an 2) 
- N>0 mı..,my=0 
A. Revuz. 


8 


F(x) pour presque tout ze. 


Zentralblatt für Mathematik. 50. 
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Dubreil-Jacotin, Marie-Louise: Propristes algebriques des transformations 
Reynolds. ©. r. Acad. Sei., Paris 236, 11361138 (1953). a 

Soit E l’anneau des applications f, g, . . . d’un ensemble E sur les parties finie 
d’un corps ordonne X. Une transformation T: Q@ —(R est dite de Reynolds si 
Tf+)=TM+T(Q; Tk)=k pour kEeX; T(f-T(g))= T(f)- T(g 
i<g->Tt(f)< T(g). Une partie A de E est T-idempotente (T-annulante) si s 
fonction caracteristique est invariante par T (est dans le noyau de T). Une partiti 
de E est une T-partition si ses celasses sont T-idempotentes. T est r&guliere s’il| 
n’y a pas d’elöment T-annulant qui soit interseetion d’elements T-idempotents. 
A fER on associe la partition r(f) dont les classes sont les images r&ciproques par f} 
des el&ments de X. — L’A. demontre les proprietes suivantes. T(f) = f siet seule- ; 
ment si z(f) est une T-partition. Les T-partitions de E forment un treillis Tr i 
pour l’union; il est en outre complet pour l’interseetion ä& condition que T soi 
röguliere. Sous cette condition l’interseetion Op des T-partitions est une T-partition, 
T(f) est constante sur chaque classe A de #7 et cette constante ne d&pend que des | 
valeurs de fsur A. La note se termine par des remarques pr&eisant les hypotheses 
de validite de rösultats dus ä& J. Kamp& de Fe£riet (ce Zbl. 35, 153) et J. J.Sopka. 
(Thesis Harvard 1950). P. Dedecker. 

Dubreil-Jacotin, Marie-Louise: Proprietes algebriques des transformations de; 
Reynolds. ©. r. Acad. Sci., Paris 236, 1950—1951 (1953) 

L’A. e&tudie ici une transformation de Reynolds 7 non reguliere, les transfor- 
mations regulieres ayant fait l’objet d’une Note anterieure (v. ci dessus). Les classes 
de la partition ©, (intersection des 7-partitions) sont alors des T-idempotents ou des T-annu- 
lants et l’ensemble E se decompose en la r&union V des T-idempotents de ©, et la röunion Bi 
des T-annulants de ©,. La transformee de Reynolds de la fonction caracteristique de ®B ne 
prend que les valeurs 0 et 1 et elle s’annule notamment sur W; c’est done la fonetion caracte- 
ristique d’une partie B; CB qui est T-idempotente et dont le compl&mentaire B, par rapport 
a B est T-annulant. Une transformee de Reynolds 7f est constante sur les classes de ©,. Sur 
une classe contenue dans a, cette constante ne depend que des valeurs de f sur la classe; sur 
une classe de ®, elle ne depend que des valeurs de f sur A et B, sans toutefois dependre des va- 
leurs de f sur une reunion T-annulante de classes de B,; enfin sur une classe de ®,, cette con- 
stante ne depend que des valeurs de f sur B, sans cependant döpendre de ses valeurs sur toute 
union T-annulante de classes de B,. L’ensemble U est 7-reduisant au sens de G. Birkhoff 
(f = 0 sur X entraine Tf = 0 sur W) (ce Zbl. 41, 443). P.Dedecker. | 

Charles, Bernard: Sur certains anneaux commutatifs d’operateurs lin6aires, 
C. r. Acad. Seci., Paris 236, 990—992 (1953). 

Charles, Bernard: Un eritere de maximalite pour les anneaux eommutatifs | 
d’op6erateurs lineaires. ©. r. Acad. Sci., Paris 236, 1835--1837 (1953). 

E sei ein endlich-dimensionaler Vektorraum über einem kommutativen Körper, ‚| 
und A sei ein kommutativer Ring linearer Operatoren von E. R heißt nilpotent, ‚| 
wenn es zu jedem Ac& R einen Exponenten & gibt mit 4* = 0. R heißt maximal-: 
nilpotent, wenn darüber hinaus die Menge aller mit den Elementen von R vertausch- | 
baren Operatoren der von R und dem identischen Operator erzeugte Ring ist. Verf. | 
leitet ein Kriterium her, das bei einer Zerlegung R=R,+.::+ R, gestattet,, 
von der Maximalität der Komponenten R, hinsichtlich gewisser Teilräume E, von B' 
auf die Maximalität von A selbst zu schließen. Es werden zwei einfache Typen | 
maximal-nilpotenter Ringe angegeben, mit Hilfe derer dann an Hand des erwähnten | 
Kriteriums ein Überblick über die maximal-nilpotenten Ringe auch in komplizier- | 
teren Fällen gewonnen werden kann. H.-J. Kowalsky. 

Dye, H. A.: The unitary structure in finite rings of operators. Duke math. .J 
20, 55—69 (1953). 

Une W*-algebre est dite non atomique si elle ne contient aucun projeceteur minimal. Dans 
une W*-algebre non atomique M, l’adherence faible du groupe M, des operateurs unitaires | 
de M est la boule unite de M (dans la d&monstration, J’A. utilise l’extension non commutative 
du th. de Liapounoff selon lequel l’ensemble des valeurs de certaines mesures vectorielles | 
est ferme et convexe). Ce resultat est utilise pour etablir le th. 2: soient M et N des W*-algebres ı 
finies non atomiques, p un isomorphisme de M,„ sur N,, M,, et N, etant munis des structures | 
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uniformes gauches deduites de la topologie faible; alors, p s’etend de maniere unique en la somme 
op’ d’un isomorphisme lineaire et d’un isomorphisme semi-lineaire de M sur N (le th. est faux 
pour les W*-algebres atomiques). Si p(A-1)=Agp(l) pour tout nombre complexe A tel que 
|4| = 1, 9° est un isomorphisme lineaire. Enfin, op’ est un isomorphisme spatial moyennant: 
1. une hypothese de denombrabilite sur M’ et N’; 2. I’hypothöse que p est compatible avec 
les „operateurs de liaison‘‘ (definis comme transformes de Cayley de certains operateurs auto- 
adjoints associes A linvariant Ü de Kaplansky). J. Diamier. 

Dixmier, J.: Formes lineaires sur un anneau d’operateurs. Bull. Soc. math. 
France 81, 9—39 (1953). 


. MM sei im folgenden stets ein Operatorenring im komplexen Hilbertschen Raum H, B der 
Ring aller Operatoren auf H. Auf B werden verschiedene Topologien betrachtet, die starke 


mit den Halbnormen |!4 x], A€EB, xEH, die schwache, die ultrastarke mit den Halbnormen 
oo [3 


= (4 x,!?) ‚x; irgendeine Folge aus H mit N ||x,||?< &, und die ultraschwache mit den 
Halbnormen |< 4x, 4; >21, & |||? < ©, £||y,|?<&. Ist B, die Einheitskugel aus B, 
so ist jede Linearform auf B, deren Einschränkung auf B, ultrastark stetig ist, ultraschwach 
stetig. M* sei der duale Raum des als (B)-Raum aufgefaßten M. Dann bildet die Menge M 
aller ultraschwachen Linearformen auf M einen abgeschlossenen Teilraum von M*, eh 
dualer Raum wieder M ist. M,, ist auch die Menge der ultrastark stetigen Linearformen. Eine 
positive Linearform auf M gehört zu M, dann und nur dann, wenn sie normal ist (vgl. für die 
Bezeichnungen J. Dixmier, dies. Zbl. 46, 335). Damit ist eine algebraische Charakterisierung 
der ultraschwachen Topologie gegeben. Zahlreiche Folgerungen für *-Homomorphismen und 
5#-Abbildungen von M auf und in einen anderen Operatorenring N. Fallen die schwache und 
die ultraschwache Topologie auf M zusammen, so auch die starke und ultrastarke und umge- 
kehrt. Dies ist der Fall, wenn M’ rein unendlich ist. Es sei im Folgenden m ein Ideal in M 
und @ eine treue normale Spur auf m. Mit |B| werde (B* B)V? bezeichnet. Durch || B ||} = 
p(|B|) wird m ein linearer normierter Raum, dessen vollständige Hülle mit Z!(p) bezeichnet 
wird. Bezeichnet andererseits m, die stark abgeschlossene Hülle von m in M, so wird sie be- 
züglich der üblichen Norm ||4A |! = ||A|!o ein (B)-Raum L%® (op). Es ist nun Z% (o) der duale 
Raum zu L!(p). Aber auch Analoga zu den L?-Räumen existieren: In einer früheren Arbeit 
des Verf. (dies. Zbl. 47, 357) wurden zu m die Ideale m“, « > 0, eingeführt. Auf ihnen wurde 
für «=1/p die Norm !/4A||,= (p(\A|»))'? erklärt. Es gilt die Höldersche Ungleichung 
|p(AB---C)|< ||Al|, ||], - - - ||C ||, wenn AE m!'», BEm!'@, ..., C € m’ gibt; ebenso die 
Minkowskische Ungleichung, d.h. für 1< p< oo ist || A||, eine Norm auf m!’?. Die vollstän- 
dige Hülle von m'’? bezüglich dieser Norm wird mit L?(gp) bezeichnet. Es gilt, daß LP(p) und 
L*%(o) für 1/p+ 1/g=1, 1<p<o, zueinander dual sind. Als Anwendung wird, wenn N 
ein Unterring von M ist, eine Abbildung von M auf N konstruiert, die im Falle, daß N das 
Zentrum von M und M von endlicher Klasse ist, die kanonische H -Abbildung ist. %. Köthe. 

Destouches-Aeschlimann, Florence: Derivee et differentielle totale d’un opera- 
teur. C. r. Acad. Sei., Paris 236, 354—355 (1953). 

L’A. definit axiomatiquement pour des champs d’operateurs convenables les 
notions de differentielle et de derivee partielle de facon & retrouver le formalisme 
de la mecanique ondulatoire. @G. Petiau. 

Wolfson, Kenneth G.: An ideal-theoretic characterization of the ring of all 
linear transformations. Amer. J. Math. 75, 358—386 (1953). 

A sei ein linearer Vektorraum über dem nicht notwendig kommutativen Körper F, und 
T(F, A) bedeute den Ring aller linearen Abbildungen von A in sich. Besitzt A endliche Dimen- 
sion, so ist T(F, A) bekanntlich einfach und genügt der Minimalbedingung für Linksideale. 
Und diese Eigenschaften sind umgekehrt auch kennzeichnend für derartige Ringe. Verf. gibt 
nun eine entsprechende Charakterisierung der Ringe T(F, A) für den allgemeinen Fall nicht 
notwendig endlicher Dimension an. Gleichzeitig werden die Ringe T7,(F, A) untersucht, die 
aus allen linearen Abbildungen von A in sich mit einem Rang < x, bestehen. Insbesondere be- 
steht T,(F, A) aus allen linearen Abbildungen endlichen Ranges. Ist K irgendein Ring, so heißt 
ein Linksideal von K Linksannulator, wenn es eine Teilmenge von K gibt, die genau von den 
Elementen dieses Ideals linksseitig annulliert wird. Unter dem Sockel K, von K wird die Summe 
aller minimalen Rechtsideale von K verstanden; besitzt K keine minimalen Rechtsideale, so 
ist der Sockel das Nullideal. — Das wesentliche Hilfsmittel für die erwähnten Untersuchungen 
ist ein Satrüber Galoiszuordnungen: E(F, A) sei ein Ring linearer Abbildungen von A in sich, 
der T,(F, A) umfaßt. Dann bestehen gewisse Galoissche Zuordnungen zwischen den Teilräumen 
von A und den Rechts- bzw. Linksannullatoren von E, sowie zwischen den Rechts- und den 
Linksannulatoren von E selbst. Nach einigen vorbereitenden Sätzen über primitive Ringe und 
über die idealtheoretischen Eigenschaften der Annulatoren ergeben sich folgende Hauptresultate: 
Enthält der Abbildungsring E(F, A) alle idempotenten Abbildungen von A, die einen Rang 
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< x, besitzen, und ist dim A > 2, so gilt E(F, A)D T,(F, A). Enthält E(F, A) insbesonde 
alle idempotenten Abbildungen, so ist E(F, A) = T(F, A). Die Ringe T,(F, A) und T(F, 
werden also von ihren Idempotenten erzeugt. Ein Ring K ist dann und nur dann zu einem Ring 
T,(F, A) isomorph, wenn folgende Bedingungen erfüllt sind: (1) X ist ein einfacher Ring, jedoch 
kein Nullring, der minimale Rechtsideale besitzt; (2) K selbst ist einziges Linksideal mit ver 
schwindendem Rechtsannullator. Ähnlich können die Ringe T',(F, A) gekennzeichnet werden, | 
Schließlich gilt: Ein Ring K ist dann und nur dann zu einem Ring 7'(F, A) isomorph, wenn | 
folgende Eigenschaften besitzt: (1) K, ist kein Nullring und ist in jedem zweiseitigen Ide 
(= 0) enthalten; (2) X, ist in jedem Linksideal mit verschwindendem Rechtsannullator en 
halten; (3) die Summe zweier Rechts (Links)-Annullatoren ist ein Rechts-(Links)-Annullator 
(4) K besitzt ein Einselement. Abschließend wird gezeigt, daß die Struktur der Ringe 7(F, A 
im Falle dim A > 3 bereits vollständig durch ihre Idealtheorie bestimmt wird. H.-J. Kowalsky. _ 


Feller, William: Semigroups of transformations in general weak topologies. 


Ann. of Math., II. Ser. 57, 287—308 (1953). | 
Let {7,0 <t< ©, be a family of bounded linear operators from a real Banach space 
X to X such that 7,,,= T,T,. The strong measurability in t of T',, together with 7,=I 
implies the existence of the infinitesimal generator A x = strong lim A!(T,— I) x for dense x 
wird u 
such that 7, = exp (t A) (E. Hille and the reviewer). In view of the application to the inte- 
gration of diffusion equations, the author abandons the hypothesis of the strong measurability. 
He investigates the adjoint semi-group {T#} operating upon the adjoint space X* to X#; 
(9, Tıx) = (T# y, x) where (y, x) denotes the value at zE_X of the bounded linear functional 
y€X*. He starts with the (7) measurability of 7*, viz. the measurability in tof (y, T,x) for 
y€n, x€EX where nis a (closed linear) subspace of X* invariant by 7#. The essential norm 


||7% y||. is defined as the infimum of all numbers « such that, for each x and each e> (0), the 
t-set {t; |(y, 7, x)| > (x + e) ||x||} has density Oatt,. Itis proved that ||7#||, = sup || 7*yj]| /||y|| 
ve 


n 
is measurable in t and bounded in t in every closed subinterval of (0, ©). The subspace of X* 
b 


“ spanned by the Dunford-Pettis integrals Ya [ T*ydt, yEn, is denoted by n,. Then the 


a - 
subspace »; spanned by 7 and n, isinyariant by 7TF and the operation of DP integral, and, 
moreover, T, is (7) measurable. »7, is invariant by 7’F and 7° is strongly eontinuous in t>(. 
Then the author defines the equivalencee „9% by TFy = T*y, (for almost all t). The 
subspace spanned by n and all the functionals equivalent to some element of n will be denoted 
by Ngnı, and let ||7’F||, be the essential norm with respect to 7,„,. It is proved that ||7#,,|], < 

Tl ||Töllz in the case n—=7. This implies the existenee of p>0 such that 

exp (— pt) TY||„ is bounded at ©. If we denote by H the set of those yEn for which 

exp (— pt) TF y||, is bounded near t 0, then the infinitesimal generator Q of T*in 7 is 

defined by 2Y=y’ = y when y= Banach limitAT1(T£ Y— Y) exists fra YEH. By 
h 


Yo 
considering the resolvent of Q, it is proved that Yen, be in the domain of 2 if and only if Y 
oo 
is representable as the Laplace integral Y = | exp(-At) Tfydt with A>p and yEH. 

0 
K. Yosida. 


San Juan, Ricardo: Resolution d’un systeme infini d’&quations linsaires. ©. 
r. Acad. Sei., Paris 236, 1841—1843 (1953). 


© mr 
Vorgelegt sei das Gleichungssystem = „m =, (n=0,1,..) für die 
_ 
Unbekannten a,; dabei sei lim |C, |" <oo und my,.'./m, > (1 -+ vlt mit 
n— 00 
T=2. Verf, beweist, daß ein Lösungssystem {a,} existiert, wobei a, = 0 (e#r) 
mit O<k<retg(z/r) gilt. D.Gaier. 


Mann, W. Robert: Mean value methods in iteration. Proc. Amer. math. Soc. 
4, 506—510 (1953). 

Verf. geht von einer stetigen Transformation 7 (x) aus, die den konvexen Bereich E eines 
Banachraumes auf sich abbildet. Von einem in E liegenden x, her wird der Iterationsprozeß 
2, = T(x,), 2, = T(®,),... durchgeführt, der unter gewissen Voraussetzungen einen Grenzwert 
7, = lim x, nach sich zieht. Sind aber solche Voraussetzungen nicht gegeben, so kann der 
Iterationsprozeß divergierend sein. Möchte man in diesen Fällen die Konvergenz erzwingen, so 
schaltet man Mittelwerte ein, die ähnlich dem Verfahren bei divergenten Reihen zur Konvergenz 


tr 


führen sollen. Grundlage dieser Mittelwertbildung ist eine unendliche Matrix 


er 
AR N mit, =0(t>n), 20 (isn) 
A=| a, 05, 0, 0:.-- x 
A und Wa,„,,=1 für alle n. 
i=1 
ni N 
Es wird nun 9,1, = T(w)mitvy,= Na, gesetzt. Dies ist eine verallgemeinerte Iteration, 


= 

insofern man für Y =} (= identische Matrix) die gewöhnliche Iteration gewinnt. Falls lim x, 
(oder lim v„) existiert, so existiert auch lim v, (bzw. lim x,), und es gilt lim x, = lim ®.. Exi- 
stiert dagegen kein lim x, und lim v,, so gibt es wegen der Kompaktheit von E je eine gewisse 
Menge X und V von Grenzpunkten der x, bzw. v,. Für X und V werden einige Sätze bewiesen; 
es gilt z. B. unter Einführung gewisser weiterer Bedingungen für X, daß V in der konvexen Hülle 
von X enthalten ist. Insbesondere wird von der Cesaroschen Matrix Anwendung gemacht. Zwei 
Beispiele illustrieren die Ergebnisse. H. Töpfer. 


Ryll-Nardzewski, C.: Sur la convergence des series de puissances de Poperateur 
differentiel. Studia Math. 13, 37—40 (1953). 

L’A. considere la serie de puissances de l’operateur differentiel s (v. J. G.- Mi- 
kusinski, ce Zbl. 38, 278) (1) y„+yı%s+Yy34232-+:--, ot les y„ et A sont 
des nombres complexes. Il donne le eritere suivant: S’il existe un nombre 6 >1. 
tel que lim sup (n")? y„| < oo, la serie (1) converge pour tout A complexe. Si 
lim sup n”|y,| > 0, la serie (1) diverge pour tout A complexe non nul. — L’A. 
applique ensuite ce critere au developpement (2) 1+As/1!+ Ara! ..- 
de la fonction e”* (v. J. G.-Mikusinski, ce Zbl. 44, 126) et d&montre que (2) 
converge pour tout A complexe lorsque «<< 1 [on sait que (2) diverge pour tout A 
complexe lorsque «> 1]. J. Mikusinski. 


Ryli-Nardzewski, C.: Sur les series de puissances dans le caleul op£eratoire. 
Studia Math. 13, 41—47 (1953). 

Si D(2)=o&,2+ 0%,2?+--. a un rayon de convergence R>0, la serie 
1) of) =am1fiA+ 0,72 + -- -, ou fest une fonction continue (f? = produit de 
composition de f par f), converge uniformement dans tout cercle || So (v. J. G.- 
Mikusinski, ce Zbl. 38, 278). L’A. generalise ce theoreme aux fonctions f qui sont 
sommables dans tout intervalle0 < t <k. — L’A. considere encore la m&me serie (1) 
lorsque f= sg, oü s est l’operateur differentiel et f une fonction nulle au point 0, 
continue A gauche et A variation born&e dans tout intervalle 0 <t <h. Il demontre 
que (1) converge alors uniformement dans tout cerce || <o< R/g(0+)| et 
et diverge pour || > R/|g(0 +)|. — Les demonstrations des deux theoremes pre&ce- 
dents decoulent d’autres theore&mes plus göeneraux, qui ne seront pas reproduits ici. 

J. Mikusinski. 

Krasnosel’skij, M. A.: Einige Eigenschaften der Wurzel aus einem linearen 
Integraloperator. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 88, 749—751 (1953) [Russisch]. 

The notion of the gradient of a functional (for definition and a detailed dis- 
cussion, see Vajnberg, this Zbl. 48, 93) and a variational method are introduced 
here to study the iterates of a linear operator. Let @ be a measurable set of 
finite or infinite measure (presumably in some Euclidean space) such that 
G,C@ and 0<m(G,) <©o imply that 6, = HUK, where AnK= 0 and 
m(H) = m(K) = 4m(G,). The following theorems are announced, without 
proof. Y! Let R be a self-adjoint positive linear operator on a Hilbert space 9. 
For allintegers p >1 and all ® in the domain of RP, the inequality (RD, dr = 
(Rr®,8)(®,d)P! obtains. 2. Let K(x,y) be a positive definite kernel, let 


AD — fK(x, y) D(y)dy, and let K,(x, y) be the r-th iterate of the kernel 
G 


K(x,y). Then, if SIE. tl dsdt<oo, for g=2 and g=p,>2, the 
GE 
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operator A!/? maps L,(G) into L,(@) for all psuch that 2<p=2rp/((r —1)Po + 2 
Furthermore, the operateur All2 is completely eontinuous. An analogous result i 


stated for the ease m(G) <oo and ess sup |K,(s, t)| < ©. E. Hewitt. 
(s,1)e0 xG 


Cordes, Heinz Otto: Separation der Variablen in Hilbertschen Räumen. Math. 
Ann. 125, 401—434 (1953). 

Zur einheitlichen Behandlung des Problems der Vollständigkeit von durch Separation 
Variablen gewonnenen Eigenfunktionen („Eigenprodukte‘‘) bei vielen Anfangs- und Randwert- 
aufgaben partieller Differentialgleichungen wird eine Theorie separierbarer Operatoren in Hil 
bertschen Räumen unter Verwendung des v. Neumannschen Kreuzproduktes und ähnlich 
Produktbildungen aufgebaut. Es erweist sich als zweckmäßig, an Stelle eines gewöhnlichen 
Hilbertschen Raumes ein sogenanntes ®-System zu betrachten, d.h. einen separablen Hilbert- 
schen Raum $ mit drei inneren Produkten (u, v), (u, v), = (u, S’v) und (w, v), = (u, T’v) und 
entsprechenden Begriffen wie Metrik, s-Metrik, t-Metrik usw., wobei 8’ und 7’ hermitesche positive 
beschränkte Operatoren mit S’ + T’= 1 sind. Bei definitem (u, v), kommt außerdem die Ver- 
vollständigung $, von 9 bezüglich ||w|!, und die stetige Fortsetzung 8 von 8’ auf 9, ins Spiel; 
analog bei definitem ||w||,. An elementare Regeln über ®-Systeme und lineare Operatoren in 
P-Systemen schließen sich einige später benötigte, jedoch auch für sich interessante Abschätzun- 
gen und Aussagen über die Inversen gewisser von komplexen Parametern linear abhängiger 
Operatoren an, von denen als Beispiel die folgenden zitiert seien. A sei in D,C 9 definiert und 
in 9 selbstadjungiert mit der linksseitig stetigen Spektralschar E, und (w,v), definit, also 
L = 8"! vorhanden. Zu jedem Intervall 4 = ]7,, 7, ] in einer gewissen festen reellen Umgeb 
|2—7,| < ö, der Zahl 7, mit 7, <A,<7, existiere eine Zahl c(4), mit der ||E,u||,< 
e(A) ||Eıu|!, für jedes u - 9 gelte. Dann ist L(A — 7,) s-selbstadjungiert und D,..-;,, dicht 
in 9. Aus fEH9,„gEH und (f, L(A— 7,) u), = (9,u) für jedes vE D,,4.,, folgt FED, und 
(A—7,)f=g. Jedes u€ D, 4, läßt sich abschätzen dureh ||u]| sa |(A— A)ul) + dbilulie 
und |jw|| < 2 Max (a,b) |(LA-A)+WÜul, wenn a=2[Min{lA.—%]| |A-4l} : 
(A—-c(A)(1 + (A129) und B=Y2(1 + (Mr? [1 —e(Ad)(1 + e(A)J12]- und A 
wie oben gewählt ist. Der Operator RY, = (SA — AT’) — i)"' ist in jedem abgeschlosse- 


nen Halbkreis | — 7, < 6 < 6,1mA2> 0 gleichmäßig beschränkt, und bei definitem (u, v)ı 
wird außerdem (u, RS ,v,, für gewisse u und ® im Inmern jedes solchen Halbkreises analytisch” 


und auf seinem Rande stetig. — P! und ®? seien nun zwei gewissen Definitheitsforderungen 
genügende ®-Systeme. © bedeute die Menge aller formalen Produkte x = u! u? mit ul e 91, 
uw” € 9°, und 9’ den Raum aller formalen endlichen Linearkombinationen aus ©. In © werde 
(u, v), = (u!, vl), (u?, v2), entsprechend (u, v); und schließlich (u, v) = (u, v), + (u, ®), defi- 
niert und linear auf 9 fortgesetzt. Die Vervollstindigung $ von 9’ bezüglich ||| bildet zu- 
sammen mit den drei auf © fortgesetzten inneren Produkten ein B-System P = PR P?, das 
Kreuzprodukt von ®! und P2. Das v. Neumannsche Kreuzprodukt 91 & 9? ist ein bezüglich 
||| diehter Unterraum von 9. Verf. beweist wiederum eine Reihe von Regeln. Er betrachtet 


n 
dabei verschiedene Produkte, die z. B. folgende Gestalt haben: (u!, f), = N (u!, fl). f}, wobei 


’ 1 
i n 
I= N hRE9, u 9! sei, und Fortsetzungen hiervon. Ist A! ein Operator in $', so werde 
v l 
. e n 
ein Operator A! in 9’ im Bereich Dt aller Elemente u = N ww mit w, € Do, u € 9° durch 
v 1 


n 
A'u= N (A! ul) u definiert; analog A®. Der Operator B = ($!’ 8? + TY' T’y-! in 9 ist 
v | 
wesentlich selbstadjungiert; B sei seine H-Abschließung. — Ein Operator A in 5 heiße separier- 
bar in die Komponenten A! und A®, wenn D, gleich der Menge aller endlichen Linearkombina- 
tionen von Vektoren der Gestalt u = ut u mit ED, WE Dr und (A!S1’ 4 A? TY)uED, 
ist und Au B(ATS? 4 A? TV) für jedes ve D, gilt. An Beispielen zeigt sich, daß tat- 
sächlich eine Verallgemeinerung der Separierbarkeit bei den anfangs genannten Problemen vor- 
liegt. Eine eingehendere Untersuchung der separierbaren Operatoren gipfelt in verschiedenen 
für die wesentliche Selbstadjungiertheit von A hinreichenden Bedingungen, die sich auf die 
oben zitierten Hilfssätze stützen. A! und A? werden dabei als selbstadjungiert angenommen; 
eine zusätzliche Betrachtung gestattet, auch von wesentlich selbstadjungierten A! und A? aus- 
zugehen. Verf. kündigt die Herleitung der das Ausgangsproblem bildenden Entwicklungssätze 
als leichte Folgerung aus diesen Kriterien für eine spätere Arbeit an. K. Krickeberg. 


Hartman, Philip: On the essential speetra of symmetrie operators in Hilbert 
space. Amer. .‚J. Math. 75, 229-240 (1953). 
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T being any closed symmetric operator in Hilbert Space, with the deficieney indices (m, m), 
m > 0, the spectra of the self-adjoint extensions A of T are studied. It is known [H. Weyl, 
Math. Ann. 68, 222—269 (1910); E. Heinz, this Zbl. 43, 117], that the essential spectrum 
2” (4A) is the same for all such A. [2”(4A) is the set of all cluster points of the spectrum (4A), 
including the proper values of infinite multiplieity.] Denoting the point spectrum of a self- 
adjoint $ by II(S), the following assertions are proved: (1) A real u is in at least one IZ(A) if 
and only if OEIT(T— uf) (T*— uf]. We have uEII(A) for every A if and only if 
0 EHTT*— ul) (T— ul). (2) wis in at least one &’(A), then 0EF’[(T — uI)(T* — u])]. 
IE 0OELX’[(T*— uN(T—uI)], then «is in every &’(A). (3) Every real u is in at least one 
Z(A) and, for every u DELUKT—ul(T*—uD]. E VELKT*—uN(T— ul], then m 
is in every 2(A); conversely, when m is finite, if u. c £(4A) for every A, then 0€E Z[(T*— ul) 
(T — u I)]. (These assertions were proved previously, for certain ordinary differential operators, 
where m = 1, by Hartman and Wintner, this Zbl. 41, 423.) Denoting by p(A, A) and by 
e(4, A) the multiplieities of the real A in the point and continuous spectrum of the self-adjoint 4, 
respectively, put z(}) = min »(4, A), y(A) = min c(}, A), where A runs over all self-adjoint 


extensions of the given 7. It is proved that (A) < p(1, A) <n(A) + m, y(}) < c(4, A) < 
y(A)-+ m. In the proofs, essential use is made of the following lemma, interesting in itself: Let X 
be a closed operator with domain dense in Hilbert space, and let E(A), F() denote the (right- 
continuous) resolutions of the identity belonging to X*X, XX*, respectively. Then there exists 
a unique bounded operator W such that W*W = I —E(0, WW*—=I-—F(0), and that 
BE WE,.W® E,.= W*R,,W for E,,=#wW-EQ,F,,=-FıW)-FÜ,0Osıi<su 
B. 8z.-Nagy. 

Mautner, F. I.: On eigenfunetion expansions. Proc. nat. Acad. Sci. USA 39, 
49—53 (1953). 

The problem of expanding an arbitrary function in terms of eigenfunctions of 
a given operator in Hilbert space is stated in a generalized form. By arguments 
based on the operational calculus and the Radon-Nikodym theorem, solutions are 


obtained in various cases, including those of certain self-adjoint differential operators. 
J. D. Weston. 


Mertvecova, M. A.: Ein Analogon zum Prozeß der berührenden Hyperbeln 
für allgemeine Funktionalgleichungen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 88, 
611—614 (1953) [Russisch]. 

Anknüpfend an eine Mitteilung von G. S. Salechov über einen kubisch kon- 
vergenten Iterationsprozeß zur Auflösung von Gleichungen, sowie an die Arbeiten 
von Zagadskij und Kantorovi@ über die Übertragung der Newtonschen 
Methode auf nichtlineare Funktionalgleichungen überträgt die Verf. den Iterations- 
prozeß von Salechov auf nichtlineare Funktionalgleichungen P(x) = 0, wo der 
Operator P dreimal im Sinne von Fröchet differenzierbar ist. Es werden in 
einem Satz hinreichende Bedingungen für die Konvergenz des Verfahrens angege- 
ben, in einem weiteren Satz etwas engere Bedingungen, unter denen auf die Einzig- 
keit der Lösung geschlossen werden kann, und in einem dritten Satz werden die 
Ergebnisse für den Fall von nichtlinearen Integralgleichungen spezialisiert und an 
einem numerischen Beispiel erläutert. A. Ostrowskti. 

Bajraktarevie, Mahmud: Sur certaines suites iterdes. I, I, II. €. r. Acad. 
Sei., Paris 236, 881—883, 988—989, 1125—1127 (1953). 

Ziel der Betrachtungen der Note list es, zu einer n 0=<2=2 gegebenen 
Funktion g(z) eine Funktion f(x) zu suchen, die der Funktionalgleichung f[g(22)] Kar 
9(2)(0<2<1) genügt. Für den Fall, daß g(z) den Bedingungen a) bis e) genügt, wird 
in großen Zügen ein bemerkenswerter Existenzbeweis für f(x) gegeben ; dabei wird 
unter Auwendung von Dualzahlen ein gewisses iteratives Verfahren benutzt. — Die 
Bedingungen für g(z) sind: a) g(2) ist n 0=2=2 mindestens überall linksseitig 
(rechtsseitig) stetig. b) g(z) fällt, e) g(0) = —g9(2) > 0. d) lo@) +92 —2)| a) 
für 22, bei 2<2, (2>2,). e): Aus g(22,) = 9(22,) folgt Mg. In den beiden 
folgenden Noten wird die stetige Iteration untersucht: f(x) sei einein -—oo< x <-+00 
stetige und streng steigende Funktion mit f(x) >x und f(x) >0 für x > — oo. 
Die „natürlichen Iterierten“ f,(x) von f(x) (n = 0, +1,...)sind durch /,(2) = ®, 
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(2) = Flha@)) (mn =1,2,...) und [„[f„(@)) = * definiert. Unter einer „steti 
Iterierenden“ von f(x) versteht man eine Funktion 9,(x) mit 9,(2) = x sowie 
d,(2) = f(x) für -oo< x< + 00 mit 9,,,(2) = 6, [0,.(x)] für -—o< x<+oo 
y2,y+22-—1, wobei 0,(0) für -1Sy=0 stetig und streng steigend ist. 
Bekanntlich ist jede Iterierende 9, (x), die diesen Bedingungen genügt, stetig und 
streng steigend hinsichtlich x und y; ferner existiert zu Ö eine einzige stetige und 
streng steigende Funktion (x), so daß P(0)=0 und Y(z+1)= Ed E 
und die (verallgemeinerte) Abelsche Funktionalgleichung 9,(2) = Y[Y(x) + yl 
für -o<r<+o, y2-—1 gilt. Unter Anwendung seiner in der ersten Note 
erläuterten Methode gewinnt Verf. hier unter gewissen Voraussetzungen eine Lösung 
der Abelschen Funktionalgleichung. — In der dritten Note wird eine Verallgemeine- 
rung der Ergebnisse der ersten Note angegeben, wobei statt der Funktionalgleichung 
f[g(22)] = g(z2) ein System von Funktionalgleichungen fj(9.,,(22)] = 9,(2) mit 
analogen Methoden untersucht wird. H. Töpfer. 

Ewing, G. M. and W.R. Utz: Continuous solutions of the funetional equation 
f(x) = f(x). Canadian J. Math. 5, 101—103 (1953). 

Für die Funktionalgleichung f"(x) = f(x), in welcher f" die n-fache Iteration 
der stetigen reellen Funktion f bezeichnet und welche für einn = 2 und alle reellen 
Zahlen x gelten soll, werden alle möglichen Lösungen aufgezeigt. Es ergeben sich 
zwei Typen: I. f(x) = x auf einer zusammenhängenden Teilmenge S der reellen 
Achse und für alle x ist nf Ss f(x) <SsupS; I. f(x) = x durchweg, oder 
f?(xz) = x auf einem abgeschlossenen Intervall [a,5] mit f{fa)=b und f(b)=«a 
und für alle x ist as f(2)<sb. G. Aumann. 

Arzanych, I. S.: Eine Parameterdarstellung der Lösungen eines Systems von 
linearen Funktionalgleichungen in kommutativen Operatoren. Uspechi mat. Nauk 
8, Nr. 3 (55), 157—160 (1953) [Russisch]. 

Maksimov, I. M.: Über eine Summengleichung. Doklady Akad. Nauk SSSR, 
n.- Ser. 89, 401—403 (1953) [Russisch]. 


| 
| 


oo 
Es werden „Summengleichungen“ der Form: (1)g(#2) =/ E K(z,s)p(s)+f(x) 
= 1 + 


oo oo 

. . y n e * ” 
unter den Voraussetzungen: 2 > 
Ka, Pr 


” I ” - oo 
K(z,s)PSK, = 
= 


untersucht. — 2, sei die Klasse der Funktionen f(x,» : -, x„) mit den Eigenschaf- 
ten: 1. f(x) -..,%,) Ist für alle Systeme natürlicher Zahlen x,...., x, definiert 


oo oo 
und reell. 2. Es gibt eine Zahl f>0, sodaß 3 -+- 5 Iflap:--- ah 
z=-l nmel a 
ö= 1,2, gilt. — Wird für die Lösungen Zugehörigkeit zu &, verlangt, so gelten 


für Lösbarkeit und Anzahl der Lösungen von (1) Sätze, die den Fredholmschen 
Sätzen der Integralgleichungstheorie analog sind und auch mit der Fredholmschen 
Methode bewiesen werden. Beweise fehlen. W. Thimm. 


Praktische Analysis: 


Picone, Mauro: Über die mathematischen Leistungen des italienischen natio- 
nalen Instituts für angewandte Mathematik während des nunmehr vergangenen 
Vierteljahrhunderts seines Bestehens. Pubbl. Ist. naz. Appl. Caleolo Nr. 363,398. (1953). 

Das Institut INAO wurde 1927 in Neapel gegründet und 1932 dem Nationalen Forschungsrat 
in Rom unterstellt. Seine Aufgabe wird durch die Forderung ‘charakterisiert: „Man muß die 
Lösung in einer Form erhalten, die die numerische Auswertung mit einem vorgegebenen Grad von 
Genauigkeit gestattet.“ Die Untersuchungen führten zu einer Abkehr von den klassischen 
Methoden (,Befreiung vom Dogma der Greenschen Funktion“) und machten das Institut zu 
einer „Stätte, wo die Funktionaltopologie mit dem Rechenkalkül Hochzeit feiert“, 1. Beiträge 
zur Lösung der linearen Funktionalgleichungen: Die Resultate von etwa 200 Publikationen sind 
in 2 gleich-betitelten INAC-Berichten von G. Fichera und €. Miranda (dies. Zbl. 39, 353) zu- 
sammengefaßt worden (Druckfehler S.5, 212: Lies [187] statt [183]). — 2. Lösungen nicht 
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linearer Differentialgleichungen: Die Arbeiten der’ INAC bezogen sich auf das eindimensionale 
Gebiet; Verf. fordert die jungen Mathematiker auf, sich mit mehrdimensionalen Problemen zu 
befassen. — 3. Taubersche Untersuchungen: Arbeiten von L. Cesari und A. Ghizzetti. 
— 4. Asymptotische Untersuchungen: Ein großer Teil der geleisteten Arbeit — besonders betr. 
Stabilitätsuntersuchungen — ist unveröffentlicht geblieben — 5. Zur Variationsrechnung: Bes. 
erwähnt wird die Arbeit von L. Tonelli, dies. Zbl.26, 229. Die Schrift enthält ein Literatur- 
verzeichnis von 263 Nummern. F. W. Levi. 

Rigbi, Zvi: An extension in the use of triangular coordinates. Appl. sci. Re- 
search A 3, 462—463 (1953). 


Burkhardt, Felix: Über spezielle lineare Gleichungssysteme mit der Eigen- 
schaft lim (&— A)”= Nullmatrix. (Ein Beitrag zur Gleichungslehre der Prak- 


v—>00 
tischen Analysis.) Wiss. Z. Univ. Leipzig, math.-naturw. Reihe 1952/53, 187—192 
(1953). 

In der Wirtschaftsmathematik treten lineare Gleichungssysteme Ar — b auf 
mit Koeffizientenmatrix der Form = &— M mit der Eigenschaft im M = 0. 


v—> 00 
Zu ihrer Behandlung eignet sich die Iteration nach bP+D Mh", Hp) — p, 
t=b+bD +59 +... oder nach PD = H+M x". Für beide Arten 
wird die Behandlung mittels Lochkarten beschrieben, und es wird gezeigt, daß 
die hinreichenden Konvergenzkriterien erfüllt sind:. M, = max & u ea! 


(Zeilensummenkriterium), M,= max N |m,,|<1 (Spaltensummenkriterium), 
l 
W= en 1 (Betragskriterium). —- Für Gleichungssysteme mit beliebiger 


1, ö 
Matrix A werden die bekannten numerischen Verfahren (Gauß, Gauß-Jordan, 
Gauß-Banachiewicz) sowie einige instrumentelle Lösungsmethoden zusammen- 
gestellt. R. Zurmühl. 
Davidenko, D. F.: Über eine neue Methode für die numerische Lösung von 
Systemen nicht-linearer Gleichungen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 88, 
601—602 (1953) [Russisch ]. 

Das Bystem (9) 1,(;- 2,4) = 0. (k=1172,...,n5A Parameter) hat unter 
den üblichen Voraussetzungen (Differenzierbarkeit usw.) in einer Umgebung von 
)= 4, eine Lösungskurve r(4), die der bekannten partiellen Differentialgleichung 
genügt. Numerische Integration letzterer führt also zu Näherungslösungen von (*). 

K. Zeller. 
Ceschino, Francis: Sur une adaptation de la methode de Graeffe au caleul 
automatique. ©. r. Acad. Sci., Paris 236, 1945—1947 (1953). 
Ein Kunstgriff, wie aus den Wurzeln des m-fach transformierten Polynoms 
diejenigen des Originalpolynoms leichter rückgewonnen werden. Für den Fall 
mehrerer betragsgleicher Wurzeln bereitet dies ja im allgemeinen Schwierigkeiten. 
Wegen seiner Systematik soll sich das Verfahren bei mehr als 2 Wurzeln von gleichem 
oder ähnlichen Betrage für Rechenautomaten eignen. H. Wundt. 


Bejarano, G. G. and B. R. Rosenblatt: A solution of simultaneous linear equa- 
tions and matrix inversion with high speed computing devices. Math. Tables Aids 
Comput. 7, 77—81 (1953). 


Es wird ein dem Jordanschen ähnliches Eliminationsverfahren beschrieben. Dabei werden 
im m-ten Schritt die oberhalb der m-ten Zeile (‚.Zapfenreihe‘“) gelegenen Zeilen genau wie im 
Jordanschen Verfahren behandelt, die unterhalb gelegenen Zeilen jedoch wie beim Verfahren 
von Banächiewiez. Verf. unterscheidet partielle Reduktionen, bei denen im m-ten Schritt nur 
die m + 1 ersten Zeilen behandelt werden und vollständige Reduktionen, bei denen jeweils alle 
Zeilen geändert werden. Je nach der Speicherkapazität des vorhandenen Rechenautomaten 
bzw. der Lochkartenmaschine wird zunächst eine gewisse Anzahl partieller Reduktionen durch- 
geführt urfd danach eine vollständige Reduktion. Ist die Anzahl k, so gilt für die Elemente der 
_ durch die Elimination erhaltenen Matrix (k,,) y; = %; (Kronecker-Symbol) fur k +1. 
Mit der Matrix (k,,) wird dann von vorn begonnen. Steht genügende Speicherkapazität zur 
Verfügung, wird durch n partielle Reduktionen eine quadratische Matrix n-ter Ordnung, deren 
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Inverse existiert, in die Einheitsmatrix n-ter Ordnung übergeführt. Wendet man nur vollstän- # 
dige Reduktionen an, ist das Verfahren mit dem Jordanschen identisch. Obwohl die Anzahl 
der hinzuschreibenden Zahlen größer ist als beim Verfahren von Banachiewiez, scheint das 
beschriebene Verfahren wegen seiner Übersichtlichkeit auch für Rechungen mit den üblichen 
Rechenmaschinen geeignet. Fr.-A. Willers. 
Synge, J. L.: A simple bounding formula for integrals. Canadian J. Math. 5 
46—52 (1953). 
Essein > 1, ganz; D ein n-dimensionaler Integrationsbereich, D sein Volumen. F sei eine 
über ® zu integrierende Funktion von n Variablen, die in ® zweimal differenzierbar in jede 


Richtung s vorausgesetzt werde; es seisup |F| < F und sup |d?F/ds?| < M. Ferner sei ® durch 
D D 


kongruente n-Zellen vom Volumen A(n = 1: Segmente, n = 2: Dreiecke, n = 3 Tetraeder, 
usw.) unterteilt; ihr Gesamtvolumen betrage T, so daß D— T das n-Volumen desjenige 

(randnahen) Teiles von ® ist, der bei dieser Parzellierung nicht erreicht wird. Ist (bei beliebiger 
Durchzählung der Ecken) F, der Wert von F in der i-ten Ecke und stoßen dort m, Kanten zu- 

sammen, dann zeigt Verf.: (1,) [ FdD = we SE m,F,;,+E,+E, wobei für die Fehler- 

® i 1 

glieder die Schranken (2,) |E,I<F(D—T), |E)) <kM T erhalten werden. Der Parameter 
k (> 0) hängt nur von der Gestalt und Größe der n-Zelle ab und hat den Wert k = 271 (r,2— P/A): 

mit P - | r?2dD, wobei r, der Radius der umschriebenen Kugel einer n-Zelle und Pdas po- 
4A . 


lare Trägheitsmoment dieser (homogen mit der Masse 1 belegt gedachten) Zelle bezüglich des 
Kugelzentrums ist. — Speziell ist fürn = 1: k = h?/12, falls h die Segmentlänge ist; fürn — 2:k 
— (83? + 59?+ 8,2)/24 falls s,, 8, s, die Längen der Dreiecksseiten der 2-Zelle sind; fürn—=3:k= 
2 (rg? — R?)/5, wenn r, den Radius der dem Tetraeder umschriebenen Kugel und R den Abstand 
von deren Mittelpunkt zum Schwerpunkt bezeichnet. — Für n=1 si PDiasısh, 
h=(b—a)/r. Dannist D=T=b-a, E,=(, und (1,) bzw. (2,) gehen über in 
b 1 n—1 

(1,) # Par zufrı+2 = F+R) +, 

a = i=1 
bzw. in (2) |#,| < h?M (b—a)/12; diese Formeln treten beim Beweis der Euler-Maclaurin-" 
schen Summenformel [vgl. Whittaker-Robinson, Caleulus of observations, 2. Aufl. London 
1925, S. 142, Formel (6)] auf. Der Beweis von (1,) und (2,) wird zunächst für n=2undn—=3° 
explizit geführt und dann die Gültigkeit für jedes n gezeigt. Für n = 2 ergibt die Triangulation 


mit N gleichseitigen Dreiecken der Seitenlänge 2a: | = 3U!a?, k= a2, m; —6, 
(13) ) FdD = 3UR2a8 I m, F, + E,+E, (22) IE,| < 312! N M/2 
D i 5 ; 


und die Triangulation mit N gleichschenklig rechtwinkligen Dreiecken der Hypotenuse 
22:4=a?, k=.a®/3, m, = 4 oder 8, (14) JFaD=- Ma NmF,+E,+E, (2%) |2|< 
R 2 


I 
31a? NM, In (15) bzw. (1) ist Z, = 0, wenn sich ® durch die jeweils genannten Triangu- 
lationen vollständig zerlegen läßt. Schließlich vergleicht Verf. seine Formeln (1,), (2,) mit einer 
(uadraturformel, die v. Mises im Jahre 1936 (dies. Zbl. 15, 63) aufgestellt hatte. 
H. Bilharz. 

eo \ilne, William Edmund: Numerical solution ot differential equations. (Applied 
Mathematies Series). New York: John Wiley & Sons, Ine.; London: Chapman & 
Hall, Limited 1953. XT, 275 p. $ 6,50. 

Das Buch bringt eine ausführliche Darstellung der wichtigsten Methoden für numerische 
Lösung gewöhnlicher und partieller Differentialgleichungen. Die Methoden sind im Interesse 
der bequemen Anwendbarkeit, soweit möglich, elementar und sehr verständlich dargestellt, 
durch zahlreiche numerische Beispiele erläutert, mit vielen praktischen Hinweisen versehen, und 
auch hinsichtlich der erreichten Genauigkeit untersucht, soweit sich Fehlerabschätzungen auf 
einfache Weise durchführen lassen. Bei den Anfangswertaufgaben der gewöhnlichen Diffe- 
rentialgleichungen (Kap. 1 bis 6) werden zunächst einige gröbere Summationsmethoden be- 
sprochen; es folgen das Iterationsverfahren (schrittweise Näherungen mit einer großen Tafel 
von Näherungsausdrücken bei der Ersetzung von Integralen), die verschiedenen Arten der 
Differenzenschema-Verfahren (Extrapolations- und Interpolationsformeln, Verfahren der zen- 
tralen Differenzen, Formeln des Verf.), das Runge-Kutta-Verfahren für Gleichungen 1. Ordnung 
(Kap. 5), und einige Differenzenschemaverfahren bei Gleichungen 2. Ordnung (Kap. 6, darunter 
wieder Formeln des Verf.). Es ist sehr zu begrüßen, daß Verf. bei der großen Zahl der zur Ver- 
fügung stehenden Formeln dem Praktiker die Auswahl erleichtert, indem er einige als besonders 
geeignet empfiehlt. Kap. 7 behandelt Randwertaufgaben, hauptsächlich bei Gleichungen 2. Ord- 
nung. Verf, beschreibt Methoden, mit Schätzung eines Anfangswertes die Aufgabe auf Anfangs- 
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5 wertaufgaben zurückzuführen, und kurz das Ritzsche Verfahren und die Galerkinsche Methode 
(je 2 Seiten). — Der zweite Teil des Buches betrifft partielle Differentialgleichungen. Kap. 8 
behandelt parabolische und hyperbolische Gleichungen, und zwar U, = ec? AU und U ca UN 
(A Laplacescher Operator bei einer oder bei zwei Raumkoordinaten x, y); daneben werden als 
Beispiele auch kompliziertere Differentialgleichungen gewählt, U,=le®(U,.-+U) und 
U, = 02 (Ue-)/öx?. Besprochen wird nur das Differenzenverfahren, dieses aber sehr ausführ- 
lich und übersichtlich mit Hilfe besonderer Operatoren und „Sterne“, und biszuden Komplikationen, 
die bei krummlinigen Rändern hinzukommen. Kap. 9 bringt Hilfsmittel aus der Matrizenlehre, 
charakteristische Zahlen von Matrizen, Iterationsverfahren und Relaxation bei linearen Glei- 
chungen; in Kap. 10 (Potential- und Bipotentialgleichung) werden die Operatoren und Sterne 
von Kap. 8 benutzt und Fehlerabschätzungen für das Differenzenverfahren durchgeführt. In 
Kap. 11 werden Eigenwertaufgaben nach einer Methode von Lanczos behandelt. Der Diffe- 
rentialgleichung Z(u) + A?u—= 0 (L gegebener linearer homogener Differentialoperator) und 
gegebenen Randwertbedingungen wird eine partielle Differentialgleichung V,;, — L(V) mit 
gewissen Anfangs- und Randbedingungen zugeordnet und diese mit dem gewöhnlichen Diffe- 
renzenverfahren mit der Zeitmaschenweite h gelöst. Aus dem so erhaltenen Schema gewinnt 


N 
man die Koeffizienten 4, einer Gleichung NV A,cos (},h)) =0 für die Näherungswerte 4, 


j=0 

der Eigenwertaufgabe. Ein Anhang über Einfluß der Abrundungsfehler, die neuen großen Rechen- 
geräte, die Monte Carlo-Methode und eine Sammlung von 258 Literaturstellen beschließen das 
Buch, welches in seiner ganzen Anlage und nicht zuletzt durch die 50 sorgfältig ausgewählten 
und durchgeführten Zahlenbeispiele und die beigefügten Übungsaufgaben von der großen in 
Jahrzehnten gesammelten Erfahrung des Verf. zeugt. L. Collatz. 


Fox, L.: The use of large intervals in finite-difference equations. Math. Tables 
Aids Comput. 7, 14—18 (1953). 

In Widerlegung einer Bemerkung von Southwell weist Verf. darauf hin, daß 
es sowohl aus Gründen der Genauigkeit als der Rechenökonomie zweckmäßig ist, 
die Schrittweite in den Differenzenformeln für Differentialquotienten unter Hinzu- 
ziehung von Gliedern höherer Ordnung möglichst groß zu wählen und die Genauig- 
keit allein an Hand des Differenzenschemas zu kontrollieren. Insbesondere ist die 
Größe des Konvergenzradius der Taylorentwicklung nicht maßgebend für die Wahl 
der günstigsten Schrittweite. J. Weissinger. 

Weissinger, J.: Numerische Integration impliziter Differentialgleichungen. Z. 
angew. Math. Mech. 33, 63—65 (1953). 

Verf. nennt mehrere Arten, die Anfangswertaufgabe F(x,y,y') =0, y(x) = %: 
y’(&%) = % numerisch zu behandeln. 1. Mit y’=t erhält man das System 
dx/dt = f(z, y,t), dy/dt=tf mit f= — F,l(F,+tF,). Verf. zeigt, daß man nicht 
zwei Differenzenschemata für f und £ f braucht, sondern mit dem für £f auskommen 
kann. 2. Durch Differentiation der Ausgangsgleichung entsteht y’= — (F,+y'F,)/Fy 
und man kann die bekannten Methoden für Differentialgleichungen 2. Ordnung 
verwenden. 3. Mit g(z, 9, y) = y’ — F(x, y, y)/Fy(&g Y, y)) kaun man das 


Iterationsverfahren 
x 


(x) = yo+ S ya) da, w+ılE) = glo wer), y(R)) 
X 
aufstellen, für das unter ziemlich allgemeinen Voraussetzungen die Konvergenz nach 
einer früheren Arbeit des Verf. (dies. Zbl. 46, 341) folgt. Bei Ersetzung des Integrals 
durch eine Summe erhält man ein Interpolationsverfahren, für welches eine Fehler- 


abschätzung durchführbar ist. L. Collatz. 

Warga, J.: On a class of iterative procedures for solving normal systems of 
ordinary differential equations. J. Math. Physics 31, 223—243 (1953). 

Verf. beschäftigt sich mit Iterationsverfahren für das Anfangswertproblem eines Systems 
gewöhnlicher Differentialgleichungen 1. Ordnung 2 = f(z, 1), z(t) = 20 |? und /(z, 1) sind n- 
dimensionale Vektoren]. Die Arbeit zerfällt im wesentlichen in 3 Teile: 1. Unter gewissen An- 
nahmen über f(z, f) wird ein gemeinsamer Rahmen für alle derartigen Iterationsverfahren ent- 
wickelt, der es auch gestattet, gemeinsame Konvergenzeigenschaften zu untersuchen; es wird 
eine notwendige und hinreichende allgemeine Konvergenzbedingung angegeben. 2» Im An- 
schluß hieran wird die Schnelligkeit der Konvergenz für einige der bekannten Verfahren (Taylor- 
Reihe, Picard-Iteration, Methode von Lichtenstein, Kantorowitch u.a.) eingehender unter- 
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sucht, z. T. auch an Hand von Beispielen. 3. Es werden zwei besondere Iterationsverfahren 
vorgeschlagen, vom Verf. a) „„A-procedure“ und b) „iterative k-th degree procedure“ genann 
a) verbindet bis zu einem gewissen Grade die weitgehende Anwendbarkeit des Verfahrens 
Picard mit der raschen Konvergenz des Verfahrens von Kantorowitch. Während die 
dahin besprochenen Verfahren nicht unmittelbar zur numerischen Rechnung brauchbar sin 
da alle aufeinander folgenden Schritte für alle, nicht nur für diskrete Werte der unabhängige 
Veränderlichen ausgeführt werden müssen, gibt b) ein solches numerisches Verfahren, desse 
Lösung gegen die exakte Lösung des Systems konvergiert. Es stellt eine Modifikation der Pi 
carditeration dar, indem f(y;(t), t) stückweise durch Parabeln k-ten Grades approximiert wird 
Konvergenzbedingung und Fehlerabschätzung werden angegeben. Abschließend wird noch kurz 
die Anwendung auf Integral- und Funktionalgleichungen besprochen. F. Reutter. 
Weissinger, Johannes: Verallgemeinerungen des Seidelschen Iterationsverfah- 
rens. Herrn R. v. Mises zum 70. Geburtstag gewidmet. Z. angew. Math. Mech. 33, 


155—163 (1953). j 

Für das Gauß-Seidelsche Iterationsverfahren in Einzelschritten und allgemeiner die „‚Ite- 
ration in Gruppen‘ zur Lösung eines Gleichungssystems Ar = r ist die Voraussetzung, daß 
die gegebene Matrix A symmetrisch und definit ist, bekanntlich für die Konvergenz hinreichend. 
Verf. setzt nun X nur als symmetrisch und semidefinit voraus und kommt so, da man bei jedem 
Gleichungssystem durch die Gaußsche Transformation stets diese Voraussetzung erreichen 
kann, zu einer (determinantenfreien) Theorie beliebiger linearer Gleichungssysteme. Durch 
Einordnung in die allgemeine Fixpunkttheorie für Iterationsverfahren in allgemeinen Räumen 
(Weissinger, dies. Zbl. 46, 341) gewinnt Verf. das Ergebnis: Ist A symmetrisch und posi- 
tiv semidefinit, so gibt es stets Zerlegungen A=S5-B -%, mt B=-%B +% 
det (S — B,)=+0; © symmetrisch, © + % positiv definit. Bildet man bei beliebigen Vek- 
toren zur die Folge „u =Cy, +1 (für v=123...) mt = (56 - 3)185 
ı* = (5 — B,)tr, so konvergiert 9, = L,., — E, stets gegen eine Nullösung von X und genau 
dann gegen eine nichttriviale Nullösung, wenn r nicht orthogonal zu allen Nullösungen von A 
ist. Die Folge r, konvergiert genau dann, wenn r zu allen Nullösungen von A orthogonal ist; 
dann ist Wx = r lösbar. Die Überlegungen werden auf lineare Fredholmsche Integralgleichungen 

1 


2. Art x(o) — f K(o,r) x(r) dr = r(o) oder kurz r— X r=r übertragen. Mit E als Einheits- 


operator und YW= &— f hat man wieder Yr—=r. Der Matrix E entspricht jefzt der Kern 
1 

C(o,r) = B,(o,r) + [ 

Ö 


oo 


5 Bi" (o, ) B,(oe, r) do mit 
1 


_ $JK(o,t) fürrso, j0 fürrso 


B,(o,rT)= ı Ale, nn) = 
110, 7) 10 für r>o (0, 7) IX für r>o, 
und Bj”) ist der v-te iterierte Kern von B,. Es ergibt sich auch hier eine vollständige deter- 
minantenfreie Auflösungstheorie dieser Integralgleichungen. L. Collatz. 


Cohn, George 1. and Bernard Saltzberg: Solution of non-linear differential 
equations by the reversion method. .J. appl. Phys. 24, 180—186 (1953). 

In der Gleichung Z,J/ +2,J?+..+.+Z,J" = V(t) bedeutet V(t) eine 
gegebene Zeitfunktion, ‚/(t) eine gesuchte Funktion, Z, gegebene Differential- oder 
Integraloperatoren, A einen Parameter (Anfangs- oder Randbedingungen werden nicht 


oo 
erwähnt). Der Ansatz J= N 4” ,J,, führt bei Vergleich der Koeffizienten gleicher 
mi ; 


4-Potenzen auf ein rekursives System, bei dem jeweils 2, I Zu Ja Z Js - - . durch 
die früheren J, (bzw. bei Z,J, = V durch V) ausgedrückt werden. Es wird das 
Bildungsgesetz für Z,J, ermittelt und die von Pipes (dies. Zbl. 46, 92) bis Zı J13 
ausgerechnete Tafel für Z, J,, und Z, J,, ergänzt. Zwei Zahlenbeispiele. L. Collatz. 


Cunningham, W. J.: A limitation of the reversion method. J. appl. Phys. 24, 
952 (1953). i 

Shortley, George: Use of Tschebyscheff-polynomial operators in the numerical 
solution of boundary-value problems. J. appl. Phys. 24, 392-396 (1953). 

Bei Randwertaufgaben der Laplaceschen und Poissonschen Differentialglei- 
chung in 2 und 3 Dimensionen (die Idee ist auch bei allgemeineren linearen Diffe- 
rentialgleichungen anwendbar) konvergiert bei den zugehörigen Differenzenglei- 
chungen das gewöhnlich verwendete Iterationsverfahren bei N inneren Gitterpunk- 
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ten und großem N nur sehr langsam. Verwendet man ein geeignetes Tschebyscheff- 
sches Polynom des Differenzenoperators (vgl. Flanders und Shortle y, dies. 


Zbl. 39, 341), so kann die Rechenarbeit größenordnungsmäßig auf 1 JYN im 2-, und 


auf [VN im 3-dimensionalen Falle heruntergedrückt werden. Zahlenbeispiel einer 
I. Randwertaufgabe bei der zweidimensionalen Poissonschen Gleichung. 
L. Collatz. 
Motzkin, T. S. and W. Wasow: On the approximation of linear elliptie differen- 
tial equations by difference equations with positive coefficients. J. Math. Physics 
31, 253—259 (1953). 


Zu einem Differentialausdruck 


il x ou 2 cu 
La] =— 5 au) —— + 5 b,(8) — + c(a)u 
t ] D) we irl A Be ;( Yan, I e( ) ’ 
wobei x einen Punkt &,,..., x, bedeutet, wird ein finiter Ausdruck 


= 


N 
L,[u] = S co(&,h)u(z+m,h), 


wobei m, ein Vektor mit ganzzahligen Komponenten m,; (für j=1,...,n) und h die Maschen- 
weite eines Gitters bedeutet, ein formales Analogon zu L[w] genannt, wenn bei Taylorentwick- 
lung von L,[u] an der Stelle x die Glieder bis zu den zweiten partiellen Ableitungen einschließ- 
lich mit denen von ZL[w] übereinstimmen. L,[w] wird vom „positiven Typ‘ im Falle „< 0, 
€, >0 für s+ ( und vom „nichtnegativen Typ“ für „<0,c,>0 (fürs=#0) genannt. Bei 
einem festen System von Nachbarpunkten (bei Vektoren m, mit Komponenten 0, +1) gibt es 
nicht bei jedem elliptischen Differentialausdruck einen Ausdruck vom nichtnegativen Typ, aber 
wenn L[w] ‚‚gleichförmig elliptisch‘ (elliptisch und deta,,(x) > const > 0) in einem gewissen 
Bereich B ist und dort gleichmäßig beschränkte Koeffizienten hat, gibt es bei genügend kleinem h 
ein formales Analogon ZL,[«] von positivem Typ. — Bei Einführung eines gewissen Zusammen- 


N 
hangsbegriffes wird gezeigt: Bestehen die Gleichungen u(2) = N c,u(x + m,h) für x in 
s= 


ei 


N 
einem Bereich B, u(xz) = v(x) in einem Randbereich B*, mit c,(,h)>0, N c<1linB, 
s=1 


so gilt das Maximumprinzip min v(x) < u(x) < max v(x). Die Zusammenhangsvorausset- 
in B* in B in B* 
zungen sind bei vielen praktisch vorkommenden Differenzengleichungen erfüllt. Z. Collatz. 
Dungen, Frans H. van den: Sur l’integration nume6rique des &quations diffe- 
rentielles hyperboliques lineaires. C. r. Acad. Sei., Paris 236, 42—43 (1953). 
Verf. erläutert seine Methode der angenäherten Bestimmung der Umkehrung 


e 5 te al ae 
eines Transformationsintegrals an dem Beispiel der Wellengleichung Far — a GR ; 
-r 00 
NEO, tler), E = Du g(z). Inder transformierten Funktion F(t) = j) eirzudz 
» a 2 


sind die Koeffizienten (variants integraux) in der Entwicklung von F nach Po- 
tenzen von p für die gesuchte Lösung u kennzeichnend. F genügt einer gewöhn- 


lichen Differentialgleichung und man gewinnt daraus die Darstellung F(t) = 


+00 5 +00 
cos cpt fi er tde en ij e'px gdx. Die genannten Koeffizienten lassen 


== —o0 

sich air durch die Anfangswerte f und g ausdrücken und führen bei angenäherter 
Ersetzung der Integrale durch Summen zu Gleichungen für Näherungswerte von 
u in Gitterpunkten eines Rechtecksnetzes in der (x, f)-Ebene. Bei Randwertauf- 
gaben kann man Transformationen verwenden, bei denen an Stelle der Exponen- 
tialfunkfion Eigenfunktionen einer zugeordneten Eigenwertaufgabe treten. Die 
Idee wird nicht genauer ausgeführt. L. Collatz. 

Grinberg, G. A., N. N. Lebedev und Ja. S. Ufljand: Eine Methode zur Lösung 
des allgemeinen biharmonischen Problems für ein rechteckiges Gebiet bei vorgegebe- 
nen Werten der Funktion und ihrer Ableitung in Richtung der Normalen auf dem 
Rande. Priklad. Mat. Mech. 17, 73—86 (1953) [Russisch]. 
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Die in einem geschlossenen ebenen Gebiet @ gültige biharmonische Differenti 
gleichung AAw(x, y) = Q(x. y) wird von den Verff. bei gegebenem Q und gegebe 
Werten w= f, Ow/öv =g (v = Normale) am Rande (© des Gebietes durch d 


00 . . 
Ansatz Aw= Aw— N u,y, gelöst; hierin ist w, eine partikuläre Lösung 
n=0 


y„(x, y) ein in @ orthogonales System harmonischer Funktionen, während die Bei 
werte u, sich aus der Greenschen Formel zu 


u [[taw)unde + [(f — op.) ds 
G c 


ergeben. Die Bestimmung von w(x, y) aus bekannten Aw(x, y) wird somit auf die 
Randwertaufgabe von Dirichlet bzw. die von Neumann zurückgeführt. Verf. 
konstruieren das System der, für das rechteckige Gebiet und stellen die notwendigen 
Koeffizienten für n = 0,1,..., 9in Zahlentafeln zusammen. Die Ergebnisse werden 
zur Lösung der folgenden Aufgaben benutzt: 1. Numerische Bestimmung der 
Randmomente einer allseitig eingespannten quadratischen Platte unter exzentri- 
scher Punktlast; 2. Untersuchung des ebenen Spannungszustandes in einer quadra- 
tischen Platte, die an jedem Rand einer zentrischen Streckenlast ausgesetzt ist und 
auf diese Weise auseinandergezogen wird. S. Woinowsky-Krieger. 

Boscher, Jean: Sur la determination numerique de fonetions biharmoniques 
par un proced6 analogique de reseaux superpos6s. ©. r. Acad. Sei., Paris 236, 44—46 
(1953). 

Die Gleichungen A® = S(x, y), AS =0 für eine biharmonische Funktion 
®(x, y) werden näherungsweise durch Differenzengleichungen in einem quadrati- 
schen Gitter ersetzt, welche wiederum angenähert durch ein elektrisches Netzwerk 
mit Widerständen realisiert werden. An einem Beispiel zeigt sich gute Überein- 
stimmung zwischen den auf diese Weise experimentell ermittelten Näherungswerten 
und den theoretischen Werten einer biharmonischen Funktion. L. Collatz. 

Mohrenstein, A. v.: Numerische Auflösung der Schrödinger-Gleichung. Z. 
Phys. 134, 488—503 (1953). 

Mignot, Noel: Sur les solutions numeriques du problöme de la ehaleur. (©. r. 
Acad. Seci., Paris 236, 1735—1737 (1953). 

Zur Lösung des Randwertproblems 

(K (x) u), — B(x) us, t) = C(x) u, (K>0,C0C>0,B>=0), 
Yu =9pw+Hw=-gh20,H >Zlodderwv sw, KR, ww = K,uinea<r<b,t>0 
wird die Differentialgleichung durch eine Differenzengleichung über einem Gitter (x,,t,) mit 
a=1l4Axr (<I<I), db=-[(N-1)+1]Ax ((<VY’<1I) ersetzt. Der Produktansatz 


u(2,t) = f; 9% liefert bei Zugrundelegung von finiten Approximationen der homogenen 

Randbedingungen .— ‚ein Eigenwertproblem für f; mit L,N=4(K,, + K)hı- 

J(K,, +2K, + Ku)fy +4 (K, tr Klin AR Bf; = —A0C,t, Ar. Ist das Problem 

selbstadjungiert — d.h. Kl) ;L,(M]) = 0 für alle die Randbedingungen er- 
ad“ b Bi 


a;<b 
füllenden Funktionen f, und 9, —, so sind alle Eigenwerte reell. Ist das selbstadjungierte Problem 


definit— d.h. 3 #7, <0 für alle die Randbedingungen erfüllenden f; — und genügen die 
azıay<b 2 - 


r 
tandbedingungen einer weiteren Beziehung, so gilt 0 <A-Ax? < max [(4K (x) + B(x) A22)/C (x)] ; 


7 
die Schranken werden für hinreichend kleines x beliebig genau angenommen. Ein analoger 
Einschließungssatz ist für Differentialgleichungen bekannt. Die Anwendung der Resultate auf 
Rechenschema und Stabilitätsfragen sind einer weiteren Veröffentlichung vorbehalten. ($. 
nachst. Besprechung.) H. Witting. 

Mignot, Noel: Sur les solutions num6riques du problöme de la chaleur. €. r. 
Acad. Sci., Paris 236, 2375—2377 (1953). 

Unter Benutzung der in der vorstehend besprochenen Note hergeleiteten 
Eigenwertabschätzung werden die gebräuchlichsten finiten Ersetzungen der Dif- 
ferentialgleichung (K(z) w,), — B(a)us,)=C()u, (K>0,B>20, 0> 0) 
auf ihre (schwache) Stabilität hin untersucht. H. Witting. 
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Collatz, L.: Fehlerabschätzungen zum Iterationsverfahren bei linearen und 
nichtlinearen Randwertaufgaben. Herrn R. von Mises zum 70. Geburtstag. Z. an- 
gew. Math. Mech. 33, 116—127 (1953). 

Auf dem Teilraum ® einer additiven, metrischen Gruppe N mit dem Abstand ||, — f. || 
bzw. der Norm ||f|| = ||/— 0|| sei ein Operator T (T® ° N) mit einer Lipschitzkonstanten &K 
gegeben: | Th - TR||S K||f, — fr|| für j1, fs € B. Besitzt die Gleichung [= Tf eine Lösung 
u in ®, so gilt im Falle X < 1 für die Iterationsfolge “,., — Tu, bekanntlich die Fehlerab- 
schätzung ||w, — u|!< K* ||, — u,_,!|, K*= K/(1— K). Die Iteration ist sicher dann durch- 
führbar, wenn ı,, ©, € B und wenn alle pe R mit |p — || S K* ||u, — w,|| in ® liegen. Verf. 
wendet diesen Satz auf verschiedene Randwertaufgaben an und zeigt insbesondere, wie man durch 
Benutzung geeigneter, bisher nicht gebräuchlicher Normdefinitionen die Güte der Fehlerab- 


schätzung wesentlich verbessern kann. — Als erstes wird die lineare Randwertaufgabe L[u] = 
pu+ginB, U,l[u =y. auf 7, (u=1,...,k) betrachtet, wobei p, q, y„ gegebene Funk- 
tionen von %, .. .„,. x, und die 7), gegebene Randflächen des Bereiches B im (x, ... ., x,)-Raum 


sind; die y,„ dürfen ohne Einschränkung der Allgemeinheit — 0 vorausgesetzt werden. Besitzt 
die Eigenwertaufgabe L [2] = z in B, U,,[z] = 0 auf IT, eine in B— YT,, positive Eigenfunk- 
tion Z mit dem Eigenwert 7, und eine in B nichtnegative Greensche Funktion @(x, &), so ist 
II f|| = sup |f/Z| mit K = |p|max/A, eine Norm, bei deren Benutzung der Fehler nicht durch 
eine Konstante. sondern durch die Form der Eigenfunktion Z abgeschätzt wird. (sup und max 
bezüglich 5.) Einen ähnlichen Vorteil hat man — ohne Vorzeichenbeschränkung für @ — bei 


der Norm |!f|| = sup |f/W|, K = sup If |@(&, E) p(&E)| W(E) dE/W (x), wo W(x) eine be- 
liebige positive (evtl. auch nichtnegative) Funktion in B bedeutet. Diese Norm erweist sich 
mit W(x) =1— x?/2 bei dem Zahlenbeispiel -— u” = (1 + x®3)uw-+1, u(+1)=0 als beson- 
ders günstig. — Als nächstes wird dasselbe Problem, aber mit einer nichtlinearen Funktion 
F(x, uw) auf der rechten Seite der Differentialgleichung betrachtet und schließlich die gewöhn- 
liche Differentialgleichung L[u] = F(z, u, w,...w'’) mit linearen Randbedingungen. Auch 
zu diesen Betrachtungen werden ausführliche Zahlenbeispiele gegeben. J..Weissinger. 

Matthieu, P.: Uber die Fehlerabschätzung beim Extrapolationsverfahren von 
Adams. II. Gleichungen zweiter und höherer Ordnung. Z. angew. Math. Mech. 33, 
26—41 (1953). 

Das in Teil I (dies. Zbl. 44, 130) entwickelte Prinzip wird auf Differentialglei- 
ehungen höherer Ordnung y9 = f(x, y, y', ...., y®-») angewandt. Ist y*(x) eine 
Näherungslösung, so genügt der Fehler ö = y— y* (näherungsweise) einer linearen 
Differentialgleichung r-ter Ordnung, deren inhomogenes Glied g(x) = f(x, y*, y*,.. 

., yrn=D)) — y*(r) im Falle des Extra- und des Interpolationsverfahrens dieselben 
Eigenschaften wie in I besitzt. Zur Berechnung einer Majorante für ö werden ver- 
schiedene Methoden angegeben ; diese sind besonders einfach, wenn die Koeffizienten 
der Fehlergleichung gewisse Vorzeichenbedingungen erfüllen, was man häufig durch 
einfache Umformungen erzwingen kann. Obwohl an verschiedenen Stellen Glieder 
höherer Ordnung vernachlässigt werden, führt das Prinzip, wie Verf. bemerkt, zu 
strengen Fehlerabschätzungen. J. Weissinger. 

Tollmien, W.: Bemerkung zur Fehlerabschätzung beim Adamsschen Interpola- 
tionsverfahren. Herrn R. v. Mises zum 70. Geburtstag gewidmet. Z. angew. Math. 
Mech. 33, 151—155 (1953). 

Die in einer früheren Arbeit (dies. Zbl. 18, 83) vom Verf. aufgestellte Fehler- 
abschätzung beim Adamsschen Verfahren enthielt noch eine Lücke, die inzwischen auf 
verschiedenen Wegen von J. Weissinger und dem Referenten ausgefüllt wurde. 
Verf. bringt nun in der vorliegenden Note seinen eignenen Vorschlag, wie er sich 
die Behebung jener Schwierigkeit vorstellt. Dieser besteht darin, daß Verf. die nur 
in den Rasterpunkten x, als bekannt angenommene Näherungslösung y durch eine 
neue Näherung y* ersetzt, welche durch ein geeignetes Interpolationspolynom mit 
„zusammengerückten Stützstellen‘‘ festgelegt wird. Die praktische Ausgestaltung 
sowie der Vergleich mit den bekannten Fehlerabschätzungen wird in Aussicht ge- 
stellt. , E. Mohr. 

Cooperman, Philip: An extension of the method of Trefftz for finding local 
bounds on the solutions of boundary value problems, and on their derivatives. Quart. 


appl. Math. 10, 359—373 (1953). 
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Die Arbeit befaßt sich mit der Herleitung von Fehlerabschätzungen für 
näherungsweise Lösung der Randwertaufgaben der mathematischen Physik n 
einer ursprünglich auf Trefftz zurückgehenden Variationsmethode, und zwar zu 
nächst für die Lösung der allgemeinen zweidimensionalen Randwertaufgabe der 
Elektrostatik und schließlich für die folgende allgemeine Randwertaufgabe: Di 
Funktionen u, und u, = @u,/z, i=1,2,...,m) der unabhängigen Veränder 
lichen x, (k=1,2,...,n) sollen im Gebiet D bzw. auf den Teilen y, und y, 
Randes y von D den Bedingungen genügen: 

L,[u) = f; in D, M,[u) = —g, auf y, w=k,aufy, u,=öujz,in D +Y4 | 
Dabei seien Z, und M, aus der positiv definiten oder indefiniten homogenen Quadrat- f 
form E’[u] in u, und w,,, deren Koeffizienten Funktionen von x, sind, in folgender 
Weise gebildet: | 


RB Ih Si öE [u] y TE pr Dit 
E, [«] Eu Du, x Ex [a] —— Bug ? E;,x [W] = dx, Ex [«] F Tx,n = Dn 
(n ist die nach außen führende Normale von D), 
L,[u] = E; x, [%) — E;,[u], M,[u) = E;.l[u] - x, „- 
J. Heinhold. 


Koehler, Fulton: Estimates for the errors in the Rayleigh-Ritz method. Paecifie 
J. Math. 3, 153—164 (1953). 

Eine selbstadjungierte positiv-definite Eigenwertaufgabe bestehe aus der linearen homo- 
genen Differentialgleichung Ly=4y und linearen homogenen von A freien Randbedingungen 
(©). Dabei kann y eine Funktion von endlich vielen Veränderlichen sein. (f, g) bedeutet 
| f(P)g(P) dP (Integration über das Grundgebiet der Eigenwertaufgabe). Die Existenz von 
Eigenwerten 0<A, <A, <sSA,<S --- und von einer Greenschen Funktion G(P,Q) zuLly=0 


mit Randbedingungen (©) wird vorausgesetzt; J [6:dPdQ sei endlich und [@dQ sei für 
alle P gleichförmig beschränkt. Nun sei y,, Ya. . .,y„ ein Satz linear unabhängiger im Sinne 
der Eigenwertaufgabe zulässiger Funktionen und V,„ die Klasse ihrer Linerakombinationen. 
Das Ritzsche Verfahren liefert mit der Frage nach dem Minimum von (®, L®)/(®,®) unter 
der Bedingung DEV, mit der Wurzel u,(n) der Gleichung det |b,;,— ua,,| = U Näherungs- 
werte u, > A, [es ist b,,;, = (y, Ly,), a; = (ya, Y,)]- Die Forderung (L®, 1 ®)/(®, ®) = Mini- 
mum bei DEV, führt auf det|c,,—v’a,,|=0 mit den Nullstellen v,> u, [es, ist 
%; = (Ly,Lwy;)]. Nun können auch untere Schranken für die }, aufgestellt werden: dazu 
seien die y, so ausgewählt, daß für die Funktionen w,—=Ly, gilt (w, w,) = ö,, Mit 
n 


Hilfe von K(P,Q)=/[@(P,8)6(8,Q0)d$; A,(P,Q)= N a,w(P)w,(Q. s=e(n) 
iu) 1 
f [(K — A,)?dP dQ\! folgt dann die Hauptformel 
Kr—-ssu’srsiaın. 
Das Problem einer praktisch brauchbaren Abschätzung von e zur Anwendung dieser Formel 
wird genannt, aber nicht behandelt. Ist g,(P,n) die zu v, gehörige normierte Annäherungs- 
funktion an die zu A, gehörige normierte Eigenfunktion, so ist bei festem k der Unterschied 


9. — Y. von der Größenordnung e?, gleichförmig im Grundgebiet. L. Collatz. 


Faedo, Sandro: Sulla maggiorazione dell’errore nei metodi di Ritz e dei minimi 
quadrati. Atti Accad. naz. Lincei, Rend., Cl. Sei. fis mat. natur., VIII. Ser. 14, 
466470 (1953). 

Früher von M. Picone [Rend. Cire. mat. Palermo 52, 225—253 (1928)] und 
dem Verf. (dies. Zbl. 31, 316) gemachte Aussagen betreffend die Größenordnung des 
Fehlers bei der Behandlung des Randwertproblems L(y) = d[A(x) dy/dx|/dx + 
A(z)y= f(x) (02) >0), y(a) = y(b)=0 mit der Methode der kleinsten 
Quadrate bzw. der Ritzschen Methode werden vom Verf. an Hand eines Beispiels 
dahin präzisiert, daß die dabei benutzten vollständigen Funktionensysteme nicht 
ohne weiteres vereinfacht werden können, ohne die Konvergenz erheblich zu ver- 
schlechtern. M.J.De Schwarz. 


Ljusternik, L. A.: Über Approximationen des Laplaceschen Operators durch 
Differenzen. Uspechi mat. Nauk 8, Nr. 3 (55), 152—153 (1953) [Russisch ]. 
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Albrecht, J.: Taylor-Entwieklungen und finite Ausdrücke für Au und AAu 
Z. angew. Math. Mech. 33, 41—48 (1953). 

Es werden regelmäßige Gitter in der Ebene (Quadrat-, Dreiecks- und Sechs- 
ecksnetze) und im Raum (Würfelnetze) zugrunde gelegt. Für Funktionen u(x, Y) 
[bzw. im Raume u(x, y,2)] werden als finite Ausdrücke Linearkombinationen der 
Werte a, Au, Adu in einem Gitterpunkt und einigen . Nachbargitterpunkten in 
Taylorsche Reihen entwickelt und durch geeignete Zusammenfassung partieller 
Ableitungen auf eine besonders übersichtliche Form gebracht, die gegenüber den 
bisher durchgeführten Rechnungen die Vorteile bietet: 1. Die Zahl der beim Taylor- 
abgleich zu lösenden Gleichungen wird in vielen Fällen geringer. 2. Man übersieht 
besser, von welcher Ordnung das Restglied eines finiten Ausdrucks bei gegebenen 
Gitterpunkten höchstens werden kann und wieviel Punkte bei gegebener Ordnung 
des Restgliedes mindestens gebraucht werden. Eine große Anzahl bekannter Formeln 
ordnen sich übersichtlich ein, einige neue Formeln werden angegeben. Die großen 
Tabellen können auch bei weiteren neu aufzustellenden Formeln nützlich sein. 

L. Collatz. 


Fox, L. and E. T. Goodwin: The numerical solution of non-singular linear 

integral equations. Philos. Trans. Roy. Soc. London, Ser. A 245, 501—534 (1953). 

Verf. behandelt Integralgleichungen, indem er das Integral durch eine einfache Quadratur- 
a+nh fe 

formel ersetzt, die eine Differenzenkorrecktur enthält: 1% f IK) da — Ey Te 


a 


Y 19 
54 A? — 720 aba ) (fa — fh). Die Fredholmsche Integral- 


i 1 1 
+ mat gi +4; 4-54 + 
b 
gleichung 2. Art [ k(z, y) fy) dy = g(x) + f(x) wird durch folgendes lineares Gleichungs- 
a 
system ersetzt, wobei k(a+rh,a+ sh) mit k(r,s) und ffa+rh), ga +rh) durch f,, 9, 
1 
bezeichnet werden: A B kr,0)pr kr d)htr teen Yhatg ken) +4,| — 
+: (r=0,...,n). h soll so klein gewählt werden, daß die Differenzen auch klein bleiben. 


Eine erste Näherung fj,fi',... erhält man durch Vernachlässigung der Differenzen. Aus 
diesen ersten Näherungen berechnet man nun Näherungen für die Differenzen. daraus die 4, 
und damit die Verbesserungen ıür die f,. In Form von Matrizengleichungen geschrieben 


“lautet daher das Verfahren A = -g; AMP"=hAf); AM= RAM); 


Die Lösung ist f= f" +" +” +» -. In ähnlicher Weise hat Verf. auch Rand- 
wertprobleme bei Differentialgleichungen behandelt (dies. Zbl. 34, 221 u. 219). Die Lösung 
der Gleichungssysteme erfolgt entweder durch direkte Methoden oder nach dem Relaxations- 
verfahren. Eine weitere Methode geht von ob. Quadraturformel aus unter Weglassung der 
Differenzen. Man verschafft sich aber die Näherungswerte für die Schrittweiten h,4Ah,.... 


1 En! IE N 
Aus zwei solchen Lösungen ergibt sich die verbesserte Lösung = /(5R)+5 ı{ 5h)—f(h) |, 
2 DEN 2 


(1 19 N ALT 1 ] 
oder entsprechend aus drei Lösungen: f = f\ zh) lien) - 3 n)| = h 5 n)—ra)| 
# > b 


(Methode der „sprungweisen‘“ Näherung). — Das Eigenwertproblem 7 H k(x,Y) f(y)dy= f(x) 
ad 


wird in gleicher Weise durch ein lineares Gleichungssystem ersetzt, das in Matrizenform ge 
schrieben lautet: (A— „)f+Af=0, wobei u=1/h4. Für einen symmetrischen Kern kann 
man mit einer Diagonalmatrix D, die $ in der ersten und letzten Spalte, in den anderen Spalten 
die Einheit enthält, schreiben: (B— Dr) f+ DAf=0. Dieses Gleichungssystem wird nach 
dem R:laxationsverfahren in folgenden Schritten aufgelöst: (1) Näherungswerte f, angenommen; 
(2) Näherüngswert für u mit Hilfe des Rayleighschen Quotienten u = fBj/f'Df; (3) Berech- 
nung der Reste (B — Du) f, der Verbesserungen der f, und u solange, bis die Reste zu vernach- 
lässigen sind; (4) Berechnung der Af”, des verbesserten Wertes u = f’(B + DA)f/f’Df, der 
Reste (B— Du + DA). Wiederholung des Relaxationszyklus bis die Reste vernachlässigt 
P 


Tv 


werden können. — Die Volterrasche Integralgleichung 2. Art J ka, y) f(y) dy = f(x) + g(x) 
da 
wird in gleicher Art ersetzt durch ein lineares Gleichungssystem mit Dreiecksmatrix: f, = — 99; 


( 
Zentralblatt für Mathematik. 50. ee) 
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Ak, O)G + -Ihk,l))h =—MmthA; -*:. Bei der Volterraschen Gleichun 
4 je nie ar er Kirn singuläre Kerne durch Differenzieren eine solche 2. Art erhalte 


x 
k(z,x) f(x) + ji 4 k(x, y) f(y) dy = Zoe). Sofern k(xz, x) = 0, muß man mehrmals 


renzieren. Die Lösung dieses Systems erfolgt entweder durch eine indirekte Methode: Un 
Weglassung der / wird das System für 2 oder mehr Intervalle gelöst. Die Verbesserung der We 
erfolgt nach obiger Methode der „sprungweisen“ Näherung. Oder man drückt die A 
der Lagrangeschen Form aus und erhält: [1—ha,k(n,n)] f„ —hla, k(n,n — 1) fnı 
a,kinn—2)fn at’: ta kn, 1) fi + a, kin, 0) fo] = — In» wobei die a, Konstanten si 
die nur von der Ordnung der in der Quadratformel benutzten Differenzen abhängen. Erforder 
liche Anfangswerte können aus der Taylorreihe ermittelt werden. (Dies Verfahren läßt sich a 

bei Fredholmschen Gleichungen anwenden.) Eine kurze Fehlerbetrachtung folgt. R. Ludwig. 

Edmundson, H. P.: Monte Carlo matrix inversion and reeurrent events. 
Tables Aids Comput. 7, 18—21 (1953). 

The author interprets Wasow’s results (this Zbl. 48, 113) by expressing 
o(M,,) and o(G,,) (for notation see review of Wasow’s paper) in terms of the pro 
babilities r,, that in a random walk starting at state 2 the state k will eventually be 
visited. S. Vajda. 

Luke, Yudell L.: Coefficients to facilitate interpolation and integration of linear 
sums of exponential funetions. J. Math. Physics 31, 267—275 (1953). 

Um eine Funktion f(x), deren Werte in etwa n bestimmten Punkten gegeben 
sind, durch eine Summe von einfachen Exponentialausdrücken anzunähern, kann 
man die Lagrangesche Interpolationsformel anwenden. Für äquidistant angenommene 
Punkte mit dem Abstand Ah lassen sich — von n und h abhängige — Koeffizienten 
ein für allemal berechnen, und zwar werden solche für 3, 4, 5 Punkte achtstellig ge- 
geben mit A =0,1; 0,2;...;1,0, in den beiden letzten Fällen auch mit 0,02 und 
0,05. Ferner werden Koeffizienten für numerische Integration von f(x) für die 
gleichen Werte von n und h gegeben sowie Tafeln zur Abschätzung der erzielten: 
Genauigkeit. E.J. N yström. 

Niven, Ivan: On the error term in interpolation formulas. Quart. appl. Math. 
10, 397—398 (1953). 


Jeffreys, Harold: Halving the interval in a table when first derivatives are given. 
Quart. J. Mech. appl. Math. 6, 123 (1953). 


Davis, Philip: Errors of numerical approximation for analytie funetions. J. 
rat. Mech. Analysis 2, 303—313 (1953). 

The error committed in the use of an approximate formula for numerical computation is 
traditionally expressed as the produet of a constant depending solely on the numerical rule em- 
ployed, and a higher derivative evaluated at some intermediate point of the interval. Such an 
expression has drawbacks; e. g., it is not easy to compare the accuracy of different rules; and 
higher derivatives may be unavailable or diffieult to obtain. Davis proposes another way of 
estimating such error. Dealing with functions analytie on an interval of the real axis, and therefore 
in a region of the complex plane, he introduces a Hilbert space of analytie functions and uses the 
Riesz representation of bounded linear functionals. The error E(f) is estimated in the form 
Eh = o,||f||, where a, is the norm of the error functional, depending on the approximation 
rule employed but not on the function, and ||f|| is the norm of fin the Hilbert space. — Briefly, 
the argument runs as follows. Consider a function f(z) regular and singlevalued in |z| < 1, con- 

oo 


tinuous on |z| = 1, and belonging to H? in |2| <1. Then fe) = 5 a„2",(e] <1), Ile = 
n=o 
A a BT Ne. 
} "=, Al" < 69118) IL} J (1-2 a) TEN PR) J = Ks z „ie Bau. 
w jw| =1 


k 2 
Applying Schwarz’ inequality, wehave |E(f)|< o, ||f||, where 0, = (4.72)! | 2 (, n 2) ds, 
jo=1 


00 
= (2m)! 3% |E(@")]?. Davis gives several examples of the estimation of o,, of which 
n=( 
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approximation to an integral over the interval (0, 1/2) by means of the trapezoidal rule is the 
1/2 
simplest. Here E()—= | fx)dx — 4(f(0) + fd), Am)? a = 2,08 x 10°". To estimate 
Ö 


|/f|| in the above more general case, we have Il? = fl If? ds, whence |[f|| < (2 zu? M, 
-1 


2 = 
where M is the maximum modulus offon |2| = 1. Da vis shows how to estimate If|| if M be not 
known, but the values f(ß,), (rn = 1,2,...) for a sequence {Pa}; |! <1, which has a limit point 
inside |z| =1, are known. An interpolation series for f(z), intimately related to the Blaschke 
product, is used. The latter part of the paper contains generalisations to the case of functions 
ofseveralindependent variables. N. A. Bowen. 

e Meyer zur Capellen, W.: Leitfaden der Nomographie. Berlin-Göttingen-Hei- 
delberg: Springer-Verlag 1953. 178 S. DM 17,40. 

Da die Nomographie in den letzten Jahren auch in nicht-technischen Wissen- 
schaften Eingang gefunden hat, entsprechen die älteren, z.T. auch vergriffenen 
Bücher nieht mehr modernen Anforderungen. So ist diese neue, klar geschriebene 
und sorgfältig durchdachte Einführung sehr zu begrüßen. Sie bringt im ersten 
Teil die mathematischen Grundlagen mit allgemeinsten Schlüsselgleichungen, 
speziellen Beispielen und interessanten historischen Angaben, im zweiten Teil an 
Hand ausgezeichneter Figuren weitgehende Anwendungen. F. Rehbock. 

Vil’ner, I. A.: Lösung des Problems der Anamorphose von Funktionen im 
(N — 1)-dimensionalen Raume durch Methoden der Vektoralgebra. Uspechi mat. 
Nauk 8, Nr. 3 (55), 153—156 (1953) [Russisch]. 


Dienst, Hans-Rudolf: Untersuchungen zum Eindeutigkeitsproblem der Nomo- 
graphie. Bl. Deutsch. Ges. Vers.-Math. 1, H.4, 71—96 (1953). 

Auszug aus der Diss. d. Verf. (Univ. Tübingen). — Zur Darstellung des funk- 
tionalen Zusammenhanges (1) F(u, v, w) = 0 benutzt man Nomogramme mit drei 
Kurvenscharen (2) gi(x, y) = const. (i = 1, 2,3). Bei einer topologischen Abbildung 
z=X(z2,y),9 =%(x, y) erhält man wieder ein Nomogramm von (1). Die Frage, 
wann ein Nomogramm (2) der Gleichung (1) auf ein Nomogramm aus 3 Geraden- 
scharen topolgisch abgebildet werden kann, läßt sich nicht durch ein brauchbares 
allgemeines Kriterium beantworten. Liegt aber bereits ein Geradennomogramm 
vor, so läßt sich dies beliebig projektiv abbilden. Es besteht aber darüber hinaus 
das Bedürfnis, ein Geradennomogramm von grundsätzlich anderer Art zu erhalten. 
Es muß dann also mindestens zwei projektiv verschiedene Geradennomogramme 
geben, die ein Nomogramm (2) von (1) in ein Geradennomogramm überführen. Dies 
bezeichnet Verf. als ‚„‚Eindeutigkeitsproblem der Nomographie“. Die Frage wird 
topologisch als Problem der Geometrie der Gewebe behandelt. Verf. gibt eine 
obere Schranke für die Zahl der Nomogramme an (unter gewissen Voraussetzungen), 
in die ein beliebiges 3-Nomogramm auf im Kleinen projektiv verschiedene gerad- 
linige 3-Nomogramme topologisch abgebildet werden kann. ; R. Ludwig. 

Myard, Franeis: Resolution grapho-möcanique et simultande des integrales 


successives f yrxdy prises le long d’une courbe ferm6e. Ö.r. Acad. Sci., Paris 236, 
2 


1947—1949 (1953). | f 
Angabe eines Prinzips, wie, abweichend vom Amslerschen Apparat, der Flächen- 
inhalt und die höheren Momente eines ebenen Bereiches mittels rekursiv auf ver- 
schiedenen Ebenen arbeitenden Integratoren gleichzeitig bestimmt werden können. 
Die Beschreibung eines auf diese Weise arbeitenden Geräts ist angekündigt. 
[ H. Wundt. 
Liebmann, 6G.: A resistance-network analogue method for solving plane stress 
problems. Nature 172, 78 (1953). 


Laville, Gaston: Analyse experimentale d’un appareillage industriel un vue 
de sa regulation automatique. C. r. Acad. Sci., Paris 236, 1236—1238 (1953). 
9% 
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Caimann, Viktor und Walter Hoppe: Die Berechnung von ein- und mehrdi- 
mensionalen Fourierreihen mit einem mechanischen Überlagerer neuer Konstruktion. 
Z. angew. Phys. 5, 121—130 (1953). 

Die beschriebene Maschine verwendet sinusförmige Schablonen, durch welche 
[für das ganze Intervall (0 — 27)] 24 Nadeln verschoben werden. Der Frequenz- 
wert h läuft von 1 bis 14, die Amplitude von 1 bis 150. Es genügen 14 Schablonen, 
denn der Apparat beruht auf dem Prinzip, daß Sinuskurven verschiedener Ampli- 
tuden durch je zweimalige Summation von Sinuskurven konstanter Amplitude aber 
verschiedener Phase dargestellt werden können. Als Beispiel wird eine zweidimen- 
sionale Synthese von Hexamethylentetramin durchgerechnet. Der Apparat ist 
auch zur Fourieranalyse geeeignet. Mehrdimensionale Synthesen werden in ein- 


dimensionale aufgelöst. W. Nowacki. 
Willers, Friedrich-Adolf: Mathematische Maschinen. Wiss. Ann. 2, 280—298 
(1953). 


Eine einführende Darstellung des Baus und der Arbeitsweise von Analogie- 
Maschinen und von programmgesteuerten Ziffernrechenmaschinen, die auch Nicht- 
Mathematikern leicht verständlich und wohl hauptsächlich für solche gedacht ist. 
\ H. Wundt. 

Biermann, L. und H. Billing: Die Göttinger elektronischen Rechenmaschinen. 
I. Allgemeines. Z. angew. Math. Mech. 33, 48—50 (1953). 

Nach einigen allgemeinen Bemerkungen über mathematische Maschinen werden - 
die Göttinger Rechenmaschinen G 1 und G 2 kurz behandelt. Die G 2 ist etwa 
seit 1949 im Bau und soll noch im Jahre 1953 fertiggestellt werden; sie wird eine 
Rechengeschwindigkeit von ca. 30 Rechenoperationen pro Sekunde und eine Speicher- 
kapazität von 2048 Zahlen zu je 50 Dualstellen aufweisen, wobei ein beliebiger Teil 
dieser 2048 Zellen für die Speicherung des Rechenprogramms dienen kann. — Da- 
neben wurde aber in den Jahren 1950/52 eine wesentlich kleinere, aber ebenfalls - 
elektronische Rechenmaschine G 1 entworfen und fertiggestellt. Die bisherigen 
Betriebserfahrungen mit der G 1 zeigen, daß man auch mit geringen Mitteln bereits 
leistungsfähige Rechenmaschinen herstellen kann. H. Rutishauser. 

Billing, H., W. Hopmann und A. Schlüter: Die Göttinger elektronischen 
Rechenmaschinen. II. Die Göttinger bandgesteuerte Rechenmaschine G 1. Z. an- 
gew. Math. Mech. 33, 50—60 (1953). 

Die Gl ist eine kleine elektronische Rechenmaschine (500 Röhren und 100 Re- 
lais) mit einem Trommelspeicher, der 26 Zahlen zu je 32 Dualstellen aufnehmen kann. 
Das Rechenwerk kann die vier arithmetischen Grundoperationen sowie das Quadrat- 
wurzelziehen ausführen ; es rechnet im Dualsystem und mit festem Komma. Für 
die Ein- und Ausgabe von Zahlen ist die G 1 mit einer Lochstreifeneinrichtung einer- 
seits und einer Tastatur sowie einer elektrischen Schreibmaschine andererseits aus- 
gerüstet. Da die Ein- und Ausgabe immer im Dezimalsystem erfolgt, ist eine Über- 
setzung zwischen den beiden Zahlsystemen erforderlich, welche automatisch aus- 
geführt wird. Die Steuerung des Rechenablaufs erfolgt entweder durch eine Tasta- 
tur (Handbetrieb) oder durch einen Lochstreifen, welcher das Rechenprogramm ent- 
hält; dadurch wird die Bedienung der Maschine äußerst einfach. Die Rechenge- 
schwindigkeit der Maschine ist im wesentlichen durch die Geschwindigkeit der Be- 
fehlsabtastung diktiert und dürfte im Mittel bei etwa 2 Rechenoperationen pro 
Sekunde liegen. H. Rutishauser. 

Ramsayer, K.: Die erste Kleinfunktionsrechenmaschine. Z. angew. Math. 
Mech. 33, 215—216 (1953). | 

Stone, J. J.: The USAF-Fairchild speeialized digital eomputer. Math. Tables 
Aids Comput. 7, 35—37 (1953). 

Es wird die Einrichtung einer elektronisch arbeitenden Maschine beschrieben, 
die in der Hauptsache zur Lösung linearer Gleichungssysteme mit bis zu 300 Un- 
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bekannten dienen soll. Sie verwendet vierstellige Dezimalzahlen mit festem Komma. 
Jede Dezimalzitfer wird dual verschlüsselt. Die Lösung erfolgt durch Iteration nach 
dem Seidelschen Verfahren. Koeffizienten nebst Befehle sind auf einem langen, 
die Näherungswerte der Unbekannten auf einem kurzen Streifen gespeichert. Die 
Multiplikation erfolgt mittels einer Diodenmatrix und dauert etwa 400 Mikro- 
sekunden. Die Produkte werden in einem Akkumulator additiv bzw. subtraktiv 
zusammengefügt und am Schluß gedruckt bzw. vorübergehend gespeichert, bis sie 
an Stelle des alten Näherungswertes diesen in den kurzen Streifen ersetzen können. 
Fr.-A. Willers. 

Wilkes, M. V.: The use of a „‚floating address‘ system for orders in an automatie 
digital computer. Proc. Cambridge philos. Soc. 49, 84—89 (1953). 

Bei Rechenautomaten, bei denen die Befehle in Form von Zahlen verschlüsselt 
in den gleichen Speicher gegeben werden, wie die in die Rechnung eingehenden 
Zahlen, kann man die in den Befehlen vorkommenden Adressen dadurch ändern, 
daß man zu ihnen Zahlen addiert oder subtrahiert. In der vorliegenden Arbeit wird 
noch ein weiterer Schritt vorgeschlagen, durch den man noch mehr bei der Pro- 
grammierung von der Grundnumerierung der Maschine unabhängig wird. Bei diesem 
System der veränderlichen Adressen ist vorgesehen, daß nur die Befehle, auf die 
an anderern Stellen des Programmes Bezug genommen wird, numeriert werden, so 
daß die Adressen bei der Programmierung frei zugewiesen werden können. Das 
Verfahren wird unter Benutzung der bei der Programmierung für den EDSAC 
übliche Bezeichnungen im einzelnen beschrieben und an einem Beispiel erläutert. 

Fr.-A. Willers. 

Brooker, R. A. and D. J. Wheeler: Floating operations on the EDSAC. Math. 
Tables Aids Comput. 7, 37—47 (1953). 

Es werden die Schwierigkeiten diskutiert, die beim Programmieren von Rech- 
nungen für große automatische Rechenmaschinen entstehen, die mit festem Dezimal- 
punkt arbeiten. Das führt auf die Untersuchung der Möglichkeit, für gewisse Rech- 
nungsarten verschiebbare Dezimalpunkte zu verwerten. Eine Methode, bei der die 
Rechnungen mit verschiebbarem Dezimalpunkt mit einer Maschine mit festem 
Dezimalpunkt ausgeführt werden können, wird skizziert. Das Schema ist unter 
Benutzung der für die Programmierung beim EDSAC gebrauchten Bezeichnungen 
im einzelnen beschrieben. Fr.-A. Willers. 

Hollingsworth, J. and F. Gruenberger: Square root on the 602 A. Math. Tables 
Aids Comput. 7, 132—133 (1953). 

Sheldon, John and L. H. Thomas: The use of large scale computing in physies. 
J. appl. Phys. 24, 235—242 (1953). 

Scherberg, Max G. and John F. Riordan: Analogue ealculation of polynomial 
and trigonometrie expansions. Math. Tables Aids Comput. 7, 61—65 (1953). 

Verff. geben die kurze Beschreibung eines Rechengerätes, welches mit Poten- 
tiometern und Pufferverstärkern (zur Umkehrung des Vorzeichens und zur Addition) 
arbeitet und welches den Funktionswert eines komplexen Polynoms berechnet. 
Die komplexen Zahlen werden dargestellt, indem dem Real- und dem Imaginärteil 
je eine elektrische Spannung zugeordnet ist. Zur Vorbereitung von Ausdrücken für 
die Verwendung im Gerät werden Hinweise gegeben (Verwandlung von trigono- 
metrischen Formen in Polynome, Maßstabsänderungen und Nullpunktverschie- 
bungerf bei Polynomen). Ambros Speiser. 

Gray jr., H. J., M. Rubinoff and H. Sohon: A technique for real time simu- 
lation of a rigid body problem. Math. Tables Aids Comput. 7, 73—77 (1953). 

Zur Integration der Bewegungsgleichungen eines starren Körpers mit Rechen- 
automaten oder Analogierechnern erscheint es vorteilhaft, nicht die Eulerschen 
Winkel zu benutzen, sondern die Richtungskosinus eines körperfesten Koordinaten- 
systems gegen ein raumfestes. Die neuen Richtungskosinus werden durch ein System 
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von drei unabhängigen Differentialgleichungen und sechs der Orthonormalitäts- 
beziehungen bestimmt. Manchmal ist es zweckmäßig, einige dieser Identitäten durch 
weitere Differentialbeziehungen zu ersetzen. Insgesamt stehen 21 Identitäten und 
9 Differentialgleichungen zur Verfügung, die die Komponenten p, q und r der Winkel- 
geschwindigkeit im körperfesten System mit den gesuchten Richtungskosinus ver- 
knüpfen. Zur Korrektur der Abrundungs- und Integrationsfehler werden zwei Pe 
fache Verfahren angegeben, die die Orthonormalitätsbeziehungen benutzen. Kon- 
vergenzbetrachtungen dazu werden nicht durchgeführt. Fr.-A. Willerss. 

Blanch, Gertrude and Everett €. Yowell: Addendum to a guide to tables on 
punched cards. Math. Tables Aids Comput. 7, 1—6 (1953). E| 

Die Liste der in Form von Lochkarten aufgezeichneten Funktionstafeln [dies. 
Zbl. 44, 332 und Math. Tables Aids Comput. 6, 204—205 (1952)] wird fortgesetzt, 
einige fehlerhafte Angaben der ersten Arbeit werden berichtigt und ein Hinweis auf 
in Arbeit befindliche Lochkarten-Aufzeichnungen von Funktionen gegeben. 

‚ Fr.-A. Willers. 

e Wijdenes, P.: Fünfstellige mathematische Tafeln. 5. Druck der Tafel H. 
Groningen: P. Noordhoff 1953. VIII, 269 S. f 8,75 [Holländisch]. \ 

Tafelinhalt: 5-stellige Werte von logp für p = 1(1)100; 1000(1)10000; 6-stellige für 
10000 (1) 12000. — Briggsche Logarithmen der trigonometrischen Funktionen in Altgrad, Minuten 
und Sekunden (lin. Interpolation 5 Dez.). — Natürliche Werte der trigonometrischen Funk- 
tionen in Altgrad und Minuten (Winkel auch im Bogenmaß) mit Sondertafeln für etgx mit 
0 <a< 3° bzw. 3° <a < 10° (5 Dez.). —Inp für » = 0(1)1000 (Primzahlen) 10000 (5 Stel- 
len); für p = 1 (Primzahlen) 1000 (8 Stellen). —pM = p!loge für p = 1(1)99 (8 Dez.). — 
e'‘,e”" für x = 0(0,001)1(0,01)4; sinh x, cosh x für x = 0(0,01)4(0,1)7 (6 Dez.). — Primzahlen 
und Zerlegungen in diese > 7 bis 11197. — Für n = 1(1)1000 exakte Werte von n?,n® und 
mit 7 Dez. von Yn, Yn, 1/n. — @!=T(x+1) für <= —1(0,01)1 und log/'(x+1) für 
z = 0(0,01)1 mit 5 Dez. — Ei(x), Ei(—x), Si (x), Ci(x) für == 0(0,01)1(0,1)5(1)10 mit 
4 Dez. bzw. Zif. — Fehlerintegral H(x) für 0(0,01)2,59 mit 5 Dez. — Besselfunktionen J,(z), 
Jı(z), Yo(&), Yı(z) mit 5 Dez. für x = 0(0,01)5; J,(2ix), —iJ (2ix) für x = 0(0,1)3,9 
mit 5 Dez. H. Unger. 

Uhler, Horace 8.: Omnibus checking of the 61-place table of denary logarithms 
compiled by Peters and Stein, by Callet, and by Parkhurst. Proc. nat. Acad. Sei. 
USA 39, 533—537 (1953). 

Es werden Fehler mitgeteilt, die in der Tafel 14b [S. 156—162 des Anhanges, 
61-stellige Logarithmen der ganzen Zahlen 1(1)100 und der Primzahlen von 100 
bis 1097] der zehnstelligen Logarithmentafel Bd. I, hrgb. vom Reichsamt für Landes- 
aufnahme, Prof. Dr. J. Peters, Berlin 1922 aufgefunden wurden. Die Kontrollen 
wurden in großen Gruppen durchgeführt und die Summe mit log n! verglichen. 
Letztere Werte wurden mit der Stirlingschen Reihe ermittelt. Es wird festgestellt, 
daß die Fehler sich schon bei F. Callet, Tables portatives de logarithmes, Paris 1795 
finden. H. Unger. 

Thorne, €. J., R. 8. Barker and H. Eyring: Tables of quantum mechanical 
integrals. I. Some two parameter integrals. Studies appl. Math. 10, 38 p. (1953). 

e Table of the arctan x. 2nd edition (National Bureau of Standards Applied 
Mathemathies Series 26). Washington: Government Printing Office 1953. XTII, 
ImieD: 8 L:0or 


Wahrseheinlichkeitsreehnung und Anwendungen. 
Wahrscheinlichkeitsrechnung:: 


Juhos, Bela v.: Wahrscheinlichkeitsschlüsse als syntaktische Schlußformen. 
Studium generale 6, 206—214 (1953). 

Verf. bezeichnet als ‚„‚Wahrscheinlichkeits-Folgebeziehung‘“ die Beziehung von 
pP, zu P, Py, Im Gegensatz zur „deduktiven Folgebeziehung‘, die zwischen p, und 
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Pı& pP, besteht (p, und p,: Aussagen). Wenn eine solche Idee zum wirklichen Auf- 
bau der Wahrscheinlichkeitsrechnung führen soll, so findet man, daß es unendlich- 
viele Wahrscheinlichkeits-Folgebeziehungen gibt; Verf. untersucht, ob und welche 
gemeinsamen kennzeichnenden Eigenschaften aller dieser möglichen Abhängig- 
keitsbeziehungen vorkommen, die von Folgebeziehungen in syntaktischem Sinne 
zu sprechen berechtigen, und welche inhaltlichen Gründe die Auswahl einer einzigen 
zwischen den unendlichvielen logisch willkürlichen Beziehungen beeinflussen. Im 
wesentlichen stimmt der Standpunkt des Verf. mit dem von Carnap überein, 
indem er die ,„W.-Folgebeziehungen“ mit den Carnapschen ‚Induktionsschlüssen“ 
c(e, h) (e = Prämisse, h = Schlußsatz) identifiziert. B. de Finetti. 

Curtiss, J. H.: Elements of a mathematical theory of probability. Math. Mag. 
26, 233—254 (1953). 

Überzeugt davon, daß die Misessche Definition trotz aller späteren Korrektur- 
versuche als erfolglos anzusehen ist, verzichtet Verf. auf eine ‚treue Beschreibung‘ 
der empirischen Situation der Zufälligkeit des Geschehens und beschränkt sich auf 
eine Darstellung der Kolmogoroffschen Begründung der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung als eines Zweiges der reinen Mathematik. Die Additivität des Wahr- 
scheinlichkeitsmaßes und die Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit werden 
dadurch motiviert, daß man sich vom Gedanken einer idealisierten relativen Häufig- 
keit leiten lasse. Die Wahrscheinlichkeit ist damit als total-additive Mengenfunk- 
tion über einer Booleschen o-Algebra definiert, ohne daß die Forderung der Total- 
additivität hinreichend begründet erscheint. Wie üblich folgen die Definition der 
bedingten Wahrscheinlichkeit, der stochastischen Unabhängigkeit, der aleatorischen 
Variablen und die Betrachtung der induzierten Wahrscheinlichkeitsbelegung für 
das Borel-Feld in einem Vektorraum, auf den der Ereignisraum eindeutig abgebildet 
ist. H. Richter. 

Ladegast, Konrad: Einige Abschätzungen für endliche unstetige Verteilungen. 
Mitteil.-Bl. math. Statistik 5, 75—86 (1953). 

Mit einfachen Mitteln werden für beliebige diskrete, näurinxz=1,2,...,n de- 
finierte Verteilungen Abschätzungen der Wahrscheinlichkeit dafür, daß die Variable 
in ein gegebenes Intervall falle, der auf einen beliebigen Wert a bezogenen absoluten 
Momente und der auf Median- bzw. Mittelwert bezogenen durchschnittlichen Ab- 
weichungen hergeleitet. Sie führen zu Verschärfungen des Bienaym6-Tschebyscheff- 
schen Lemmas und zu Abschätzungen von arithmetischem Mittel, Median- und Mo- 
dalwert. Durch etwas schwerfällige Fallunterscheidungen lassen sich spezielle Eigen- 
schaften der Verteilung berücksichtigen. M.-P. Geppert. 

Sampford, M. R.: Some inequalities on Mill’s ratio and related functions. Ann. 
math. Statistics 24, 130—132 (1953). 

Extending results due to R. D. Gordon (this Zbl. 26, 332), Z. W. Birnbaum 
[Ann. Math. Statisties 13, 245—246 (1942)] and V.N. Murty, it is proved that the 


inequality 
[0 0) 
u X 1 
RZ: ta 2 < eel2 m ew2 du < — 
04 


is valid for &< 0 as well as for x > 0. There follows a simplified proof of an in- 
equality concerning a related function used in probit analysis. S. Vajda. 

Tate, Robert F.: On a double inequality of the normal distribution. Ann. math. 
Statisties 24, 132—134 (1953). 

The double inequality mentioned in the title is a partial improvement on re- 
sults due to Gordon and Birnbaum (see references in the preceding review). 

x S. Vajda. 

Mittmann, Otfrid M. J.: Zur Approximation einer Wahrscheinlichkeits- 

verteilung mit Hilfe ihrer niederen Momente. Z. angew. Math. Mech. 33, 61—63 


(1953). 
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Sei die Dichte einer Verteilung w(x) gegeben, die n (|) „se <<, + 0 is 
Man wähle eine mit w(x) „möglichst ähnliche‘ Dichte 4 (x) und betrachte die sed 
der zu H(x) gehörigen Orthogonalpolynome W,;(z). In (2). > a, W ,(x) A )) 


sollen die &, mit öi < m (wie üblich) so bestimmt werden, daß die ersten m Momen 3 
von w(2) mit denen von N «, W,(x) H(x) übereinstimmen und im übrigen (2) mıf 
ism 


einem zu (1) fremden Intervall die 0 im Sinne der kleinsten Quadrate möglichst gut 
approximiert. Die Überlegungen des Verf. sind jedoch rein formaler Natur. Keinerle 
Konvergenzbetrachtungen, die hier unerläßlich wären. Zum Schluß weist Verf 
auf ein Funktionensystem hin, „dessen Verwendung bei Approximationen von! 
Wahrscheinlichkeitsverteilungen bisweilen nützlich ist“. Es sind dies aber einfach 
die Laguerreschen Polynome. L. Schmetterer. 

Lenz, Hanfried: Über die Cram6rschen asymptotischen Entwicklungen 
Wahrscheinlichkeitsreehnung. Math. Ann. 125, 307—313 (1953). 

Die normierte Verteilungsfunktion F(z) einer Summe X = (2, +: +x Allı 
von rn unabhängigen zufälligen Größen kann bekanntlich, wenn gewisse Voraus- 
setzungen erfüllt sind, durch asymptotische Entwicklungen dargestellt werden. . 
Wenn F(x) gegen die Gaußsche Verteilungsfunktion konvergiert und die x, Momente : 
höherer Ordnung haben, schreitet die Entwicklung nach Gliedern der Größenordnung | 
nl, v»=0(,1,... fort. Die Glieder können verschieden sein, weil man in einem 
vorderen Glied einen Teil der restlichen Glieder mitnehmen kann. In der Edge- 
worthschen Entwicklung sind die Glieder von der Form n”/? M,(x), wo M,(x) von 
n unabhängig ist, wenn alle zufälligen Größen gleichverteilt sind. Verf. gibt nu 
eine Bere ar in er she 


. 


 Ie 22 dE — e-t12 > ° He„ (x) He Ai (t) .: [#) [ara], > 


F(t) ' 
m .-; _ 
wo He,,(t) ne Polynome sind, 
He„(t)= (— 1)m et (2) e-ei2 
und He,,(x) der Erwartungswert von He,,(x) ist. Zum Beweis wird die entsprechende 
Entwicklung der zugehörigen charakteristischen Funktion mit Hilfe des Additions- 
theorems der Hermiteschen Polynome gegeben. Die Umkehrung der Fouriertrans- 
formation ergibt sich danach aus bekannten Sätzen. H: Bergström. 
Lipschutz, Miriam: On strong laws for certain types of events connected with 
sums of independent random variables. Ann. of Math., II. Ser. 57%, 318—330 (1953). 
Es sei 85, = X, ++ X, bei identisch verteilten Zufallsveränderlichen | 
Ay und {f, (81 +, 8,)} eine nichtabnehmende Zufallsfolge mit O0< f, <n. Eine | 
Hilfsbetrachtung erlaubt dann die Anwendung einer Methode, mit welcher K.L. 
Chung und P. Erdös unlängst das starke Gesetz der großen Zahlen auf solche | 
Fälle ausgedehnt haben, für welche das Borel-Cantellische WERE versagt. So | 
wird für die Anzahl /„(S,...,8,) = N, der positiven unter den S,,...,S, bei 


p(n) , 0 und np(n) F oo folgender Satz angegeben. Für ganze A ist in <np(n) | 


* zn * o Ic 
unendlich oft} =0 oder 1, je nachdem z [(p(Ar)]V2 < oder = oo, also 
n= 


[ p(y) y*'dy < oder = 00 ist. — Außerdem ergibt sich auch ein Teil eines Satzes 


von Chung und G. A. Hunt (dies. Zbl. 32, 417) über die Anzahl f,(S,,.. ., S,) der 
Nullstellen von S8,..,8, bei P{X,=1=P{X, =-— 1} = 3% zwar durch 
eine lange Re ‚chnung, aber ohne eine vorwiekelte Anwendung des Also Ge- 
setzes vom wiederholten Logarithmus. T. Szentmärtony. 

Hoeffding, Wassily: On the distribution of the expeeted values of the order 
statisties. Ann. math. Statisties 24, 93—100 (1953). 
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Es sei # {Z,,} der Erwartungswert der i-größten Beobachtung Z,, einer Stich- 
‚probe vom Umfang n aus einer Gesamtheit mit der Verteilungsfunktion F (x). Es 


wird bewiesen, daß 
oo 


f y N h 
lim — [Z,\) = 
Gr 22 g(E (Zu) a g(x) dF (x) 
gilt, wenn g(x) eine stetige Funktion ist, die durch eine konvexe Funktion h(x) mit 
f r(e) dF(x) <oo. majorisiert werden kann. Aus g(x)=sinxt und g(&) = 
cos xt folgt, daß die Verteilung der sich mit wachsendem n verdichtenden Z {Z,3- 
Werte in die Ausgangsverteilung übergeht. E. Walter. 

Fortet, Robert et Edith Mourier: Convergence de la röpartition empirique 
vers la r&partition theorique. C. r. Acad. Sci., Paris 236, 1739—1740 (1953). 

La estensione del teorema de Glivenko-Cantelli al caso di un spacio qua- 
lunque x porta a studiare la convergenza stocastica dalla legge di probabilitä P,(e) — 


1 = ; : BR BR 
5 Z o(e, X,), dove p(e, x) & la funzione caratteristica del insieme e appartenente 
— 


ad un corpo boreliano di sotto-insiemi di x, e X,, Xy::3X,... UNa successione 
di variabili aleatorie definite in questo spazio, avendo tutte la stessa legge di pro- 
babilitä. Quando x & metrico e separabile, la considerazione dalla classe de funzioni 
“ f(z)taliche b.s. |f(x’) — f(=’’)|/(®’, ©’) < + oo conduce a due teoremi — enunciati 
n 
in questa Nota — intorno alla convergenza quasi-certa di - 5 f(X,) verso 
: ce 
i f(x) dP (e) e da cui si deducono notevole conseguenze intorno alla convergenza 
” 


quasi-certa delle funzioni di distribuzioni, quando si prende come spazio x la retta 
o il piano reale. EM AOrts: 

Chung, K. L.: Sur les lois de probabilit6 unimodales. C. r. Acad. Sci., Paris 
236, 583—584 (1953). 

Zwei einfache Beispiele zeigen die Unrichtigkeit jener Behauptung von A.I 
Lapin [Übereinige Eigenschaften der stabilen Verteilungen, Diss. 1947 (Manuskript)], 
nach welcher die Faltung F,(x) x F,(x) zweier eingipfligen, d.h. bis zu minde- 
stens einer Stelle konvexen, nach dieser konkaven Verteilungsfunktionen auch 
eingipfligist. Die auf diese gestützte weitere Behauptung von Lapin über die Ein- 
gipfligkeit der Grenzverteilung von (&+:--+ &,)/P„— 4, bei identisch verteilten 
unabhängigen £, oder nach B. V. Gnedenko [Über einige Eigenschaften der Grenz- 
verteilungen normierter Summen, Ukrain. mat. Zurn. 1, 3—8 (1949)] sogar bei 
solchen unabhängigen £,, für welche mit geeigneten a,, 

sup P{l&,/B, er Ar) > e} na 0, 
1sSksn 
muß somit mindestens als unbewiesen betrachtet werden. Vorläufig kann von den 
im Anfangspunkt eingipfligen, absolut stetigen Verteilungsfunktionen nur folgender 
Satz bewiesen werden. F, x F, ist dann und nur dann eingipflig in s, wenn V,*P, + 
V,«FR,—-F*F,+s(Fj=F,) eine (links stetige) Verteilungsfunktion ist mit 
ebensolchen Funktionen V,(x) = F,(z) — D_F,(x) für ı=1,2. 
T. Szentmäartony. 

Mourier, Edith: Flements alsatoires laplaciens dans un espace de Banach. 
C. r. Acad. Seci., Paris 236, 575—576 (1953). 

Ein --Zufallselement X = A,x, des Hilbertschen Raumes X mit einem 
orthonormalen Grundsystem {x,} wird als Element eines Banachschen Raumes 
nach Fz6chet (dies. Zbl. 42, 359) normal verteilt genannt, wenn dies für jedes 
lineare Funktional x*(X) im dualen Raum &* zutrifft. Dann ist nach der Verf. 
1. der Erwartungswert E(||X ||?) < + oo, folglich E(X) vorhanden und gleich 
EU E(A,) x,: 2. Bei einem geeigneten orthonormalen System {2} nd X= 2A, 2, 
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sind mit X auch die A, normal verteilt und unabhängig. 3. Jede Funktion f(x*) 
expi{E[a*(Y)] — 4 E [x*(Y) — E(a*(Y))]?} mit einer Zufallsveränderlichen 
in X von endlichem E(||Y||?) ist die Charakteristik einer normal verteilten Zufalls 
veränderlichen. 4. Bei unabhängigen, identisch verteilten Y,),-..,Y,„ in & mi 


demselben E(||Y,||) strebt (Y, ++ Y,)/Yn für n oo der Wahrschein 


\ 


lichkeit nach gegen ein normal verteiltes Zufallselement. T. Szentmärtony. 
Fourgeaud, Claude: Probabilit6 eonditionnelle et r&gression linsaire dans les 
espaces de Banach. C. r. Acad. Sei., Paris 236, 576—578 (1953). b 


Es seien X und Y Zufallselemente der reellen Banachschen Räume & und 9, # 
ferner u und v Maße über Borelschen Mengenkörpern in diesen Räumen, bezüglich. | 
deren alle Funktionale x*(X) und y*(Y) innerhalb der dualen Räume %* und 9* meß- 
bar sind. Die Betrachtung von (X, Y) führt zum Produktraum 3=&x V) mitdem 
Maß A, so daß bei unabhängigen X€ A, YEeB sich A(A, B) = u(A)v(B) ergibt. 
Zur Betrachtung von abhängigen X, Y wird die Klasse der Maße vX als bedingtes 
Maß von Y bezüglich X so eingeführt, daß v(B) = [»*X(B) du(X) und (X, Y)= 

€ 


dvX(Y)du(X) wird. Das charakteristische Funktional von (X, Y) wird somit 
ÖDyy(x*, y*) = SS er M+Ww*(N dAX, Y)= f eiz*(X) DX(y*) du(X) mit der be- 
3 & 


dingten Charakteristik ®*(y*) = f eiv*(Y) dvX(Y) von Y. Als Verallgemeinerung der 
9 


von Darmois 1945 gefundenen notwendigen und hinreichenden Bedingungen für die 
lineare Regression des skalaren Y bezüglich des ebensolchen X ergibt sich hier 


BE TEYL. eK * 
Dırlaet,uy)| , „ gPPree), Bir rn 
2) v=0 ou v=0 
Ey*(Y)=Ex*(X) =0 für alle x* und y*. T. Szentmärtony. 


Uberoi, Mahinder S. and Leslie S. G. Kovasznay: On mapping and measurement 
of random fields. Quart. appl. Math. 10, 375—393 (1953). 

Verff. suchen die statistischen Eigenschaften eines Zufallsvektorfeldes U,(&#) 
aus jenen zu erschließen, welche bei dem durch einen bekannten Kern K,,(s) trans- 


formierten Zufallsfeld 2,(x) = FR K,.(s) U,(# + s) dV (s) erscheinen. Und zwar 
E 


die Korrelation 
: 1 ö : ; h 2 
tu(&) = im f U (a) U, +&)dV(®) : [@,,(O expl—ik&] dV (k) 
r->00 2) Yr) 

und das Spektrum (@,,(&) von U,(#) durch die entsprechenden o,,(E) und 7',,(£) der 
2,(#). Zu diesem Zwecke werden die %,.;,(7) = f K,,.(s + Tr) K,,(s) dV(s) und 
mit, deren Hilfe die S,.,,(R) ER exp [-ikr] dV(r) bestimmt. Dann ergeben 
: ' a: 3 h . 1 : 
sich formal die @,,(k) aus den S,,,,(k) @,,(R) = I’, ,(k) = Apr) fe, ® exp[ik£&]dV (E) 


und somit die r,,. Diese Überlegungen werden auf die Ausmessung von Geschwindig- 
keitsfeldern durch Glühdraht-Anemometer sowie von Felddichten durch die Schlieren- 


oo 
methode angewendet. Nebenbei ergibt sich die Lösung von y(x) — am 
ie zT 
auf welche p(x) = [ q (a? + &23)V2) dE durch y = (x? + &2)V2 transformiert wer- 
0 
den kann, durch Zurückführung auf eine Schlömilchsche bzw. Abelsche Gleichung als 
[e,0] [0,0] 
Bi  _ $dE 2 nd v(e)ds 
Y(2) = = / [Ey (&)] (@_ ir bzw. — u | e-9n' 
7 zT 


T. Szentmartony. 
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Florek, K., E. Marezewski and C. Ryll-Nardzewski: Remarks on the Poisson 
stochastie process. I. Studia math. 13, 122—129 (1953). 

Marezewski, E.: Remarks on the Poisson siochastie process. II. Studia 
(math. 13, 130—136 (1953). 

Let 2 be the totality of integral-valued functions o(t),t=> 0, which are 
right-continuous, non-decreasing, and such that &(0) = 0. Let 2, be the totality 
of & possessing only jumps equal to 1. Let Bo be the smallest o-field which contains 
the sets of the form {w»; @(t) < y}, and let u be a probability measure in Bo. The 
authors prove the following results [I and II in (I) and III in (IT)]. I: Let the 
stochastie process (2, Ba, u) be temporally homogeneous and „weakly differential“ 
(the latter term means the independence of the inerements of ® in two contiguous 
intervals). Then u(w; o(t)=k) =exp(-at)(kl)I(at% (k=0,1,..,0a=a 
positive constant) if and only if #(2,) = 1. II: Every probability measure in 2 
or 2, vanishing for all one point sets is point-isomorphie to the Lebesgue measure. 
III: Let the stochastie process (2, Bo, ıı) be temporally homogeneous and ‚,‚diffe- 
rential‘“ (the letter means, as usual, the independence of the increments of w in 
non-overlapping intervals). Let J3(®) denote the sum of all positive jumps w(t) — 
@&(t— 0) for t€ aBorelset B. Then, (i) the random variable J „is temporally homo- 
geneous, (ii) Jz, converges to J, in probability if B, converges to B in (Lebesgue) 
measure, (ii) Jz, @—=1,2,...,n) are independent for disjoint B,’s. K. Yosida. 

Foster, F. G. and I. J. Good: On a generalization of Pölya’s random-walk 
theorem. Quart. J. Math., Oxford II. Ser. 4, 120—126 (1953). 

Let a particle move on an n-dimensional lattice of points (2) = (2, ... ., %,), 
let f(x) denote the probability of moving from a point (y) to a point (y) + (x) and 
let f(x) = f(— x). It is known [Pölya, Math. Ann. 84, 149—150 (1921)] that in 
the special case of f(x) = 1/2 n if zis a positive or negative unit vector, and — 0 
otherwise, the points are recurrent when n—=1,2 and transient when n = 3 or more. 
The authors derive a sufficient and necessary condition, in terms of the characteristic 
function of f(x), for points in a general symmetrical random walk to be recurrent 
and show that Pölya’s result for n >3 holds for arbitrary symmetrical f(x). 
On the other hand, they construct an example for n = 1 where the points are 
transient. The sufficient and necessary condition is more fully explored for a one- 
dimensional walk and a new necessary as well as a new sufficient condition are derived. 
The authors state that the question whether these latter two conditions are, in fact, 
equivalent, remains open. S. Vajda. 

Grosjean, Carl €.: Solution of the non-isotropie random flight problem in the 
k-dimensional space. Physica 19, 293—45 (1953). 

Let the probability distribution of angles between two successive vectors in a 
k-dimensional random flight and the probability distributions of the length of the 
n-th vector (n—=1,2,...) beknown. The author uses recurrence relations to deter- 
mine the probability density of the endpoint of the n-th vector being at a distance r 
from the starting point and its angle with an axis being 6, and also that of the end- 
point of the n-th vector being at a distance r and the angle of the next vector with 
the axis being 9. For isotropie random flight the results reduce to known formulae 
(ef. Watson, Theory of Bessel functions, 2nd ed. Cambridge 1944, il, 

. Vajda. 

Albert, 6. E. and Lewis Nelson: Contributions to the statistical theory of counter 
data. Arm. math. Statisties 24, 9—22 (1953). 

Verff. betrachten folgende Auswahl {g,} aus einer Folge {f,„}; von zufälligen 
Ereignissen, die in den Zeitpunkten {(f,) stattfinden. Es ist g, = fi und bei g, = fi. 
ergibt sich g,,, als das erste f;, ,, mit E(fen41) — t(f,) Zr, 2uw>0 und folgender- 
weise definiertem r,. Werden aus {f,} die Elemente nach fr, mit der Wahrschein- 
lichkeit 9 ausgewählt bzw. mit 1 — $ zurückgewiesen und ergibt sich so I m: dann 
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ist „=u+ I) — t(fp,) mit dem ersten %», für welches sich £( {Ur}) _ 116») > 
ergibt. Bei 9 = 0 bzw. 1 ergeben sich die bisher allein behandelten beiden Fäl 
bei welchen g, = fr, ist, wenn kein g bzw. kein f während des Zeitinterva 
(fr) — u, t(fr,)) stattfindet. Verff. bestimmen Vertrauensintervalle mit gegeben 
Verläßlichkeit, in welcher der reziproke Erwartungswert der exponential ver-f 
teilten £(f„,1) —t(f,) fällt. Und zwar bei der Beobachtung jener Zeitspanne, in! 

welche eine feste Zahl von Ereignissen fällt, oder bei der Bestimmung der Anzahl| 
jener Ereignisse, die sich während einer festen Zeit ergeben. T. Szentmärtony. 

Pollaczek, Felix: Sur une gön6ralisation de la theorie des attentes. C. r. Acac 
Sci., Paris 236, 578—580 (1953). a 

Verf. beschäftigt sich mit dem Problem der Wartezeit (bei Fernsprechzentrale 
vor Schaltern sowie über Landungsbahnen). Und zwar wenn sowohl die einzelne 
Besetzungszeiten, als auch die Differenzen zwischen den Einlaufszeiten der An- 
forderungen je eine willkürliche identische Verteilung F,(t) bzw. F,(t) besitzen. Die: 
s linearen inhomogenen Integralgleichungen (vgl. z. B. dies. Zbl. 33, 386) mit den; 
Laplace-Stieltjesschen Transformierten e, (z), &,(2) dieser Verteilungen besitzen dann 
bei gewissen „rechten Seiten‘‘ — in den weiter nicht erklärten Parametern g, y 
Lösungen für die Erzeugenden der Erwartungswerte von e’ mit den Wartezeiten 
t, für die n-te Beanspruchung sowie für die Wahrscheinlichkeiten p/ dafür, daß zur 
Einlaufzeit X, gerade j Beanspruchungen teils erfüllt, teils zu erfüllen sind. Im 
Sonderfall F,() =1—e für t>0 ergibt sich z. B. für die Wahrscheinlichkeiten i 

oo — 
o,()= Pfr„<t} die Erzeugende (1 — 2) PU) @—1-— eve) 4-1) Hier 
N 
bei ist (2) die Lösung von y+s— s22(y) =0 bei R(y)<0 für le] <1 und! 
ee] 1 © i ö 4 
Ay P2 ( u ) PERKETEN A En T. Szentmärtony. { 

Borel, Emile: The theory of play and integral equations with skew symmetrie 
kernels. Econometrica 21, 97—100 (1953). 

Vgl. ©. r. Acad. Sci., Paris 173, 1304—1308 (1921). 

Borel, Emile: On games that involve ehance and the skill of the players. Econo- 
metrica 21, 101—115 (1953). 

Vgl. Theorie des Probabilites; Hermann, Paris 1924, S. 204— 224, 

Borel, Emile: On systems of linear forms of skew symmetrie determinant and 
the general theory of play. Eeonometriea 21, 116—117 (1953). 

Vgl. ©. r. Acad. Sci., Paris 184, 52—53 (1927). | 

Fröchet, Maurice: Commentary on the three notes of Emile Borel. Kcono- 
metrica 21, 118—124 (1953). 

Neumann, J. von: Communication on the Borel notes. Econometrica 21, | 
124—127 (1953). 

Kiefer, J.: On Wald’s complete class theorems. Ann. math. Statisties 24, 
70—75 (1953). 

The paper gives suffieient eonditions under which (a) the elass of all admissible 
strategies, (b) the elass of all wide-sense minimal strategies, are complete elasses. 

@. Elfving. 

Gale, David: A theory of n-person games with perfeet information. Proc. nat. 
Acad. Sci. USA 39, 496—501 (1953). 

This paper eontributes to the discussion of the still unsettled question concer- 
ning the definition and existence of a solution for general n-person games. The 
author deals with non-cooperative games (i. e. those in which coalitions are forbidden) 
with perfect information. It is known (Kuhn, this Zbl. 39, 134) that such games 
have an equilibrium point in pure strategies; this point is, however, not unique. 
The type of solution which is arrived at in this paper leads to a unique set of mixed 
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trategies. It is obtained by exeluding successively strategies which are, in a well- 
defined sense, dominated by others and by assuming that equivalent strategies 
(as defined in the paper) are used with equal probabilities. It is stated that the latter 
assumption could be replaced by others. Only a sketch of the proof is given. 
S. Vajda. 
| Charnes, A.: Constrained games and linear programming. Proc. nat. Acad. 
Sci. USA 39, 639—641 (1953). 

The „constrained“ games considered in this paper are zero-sum two-person 
games with linear restrietions on the mixtures of strategies. While the strategies of 
not constrained games can be represented as points in a simplex, those of constrained 
games belong to a convex polyhedron. By transeribing into a Linear Programming 
problem and using a theorem of Gale, Kuhn and Tucker (this Zbl. 45, 97) the 
author proves the fundamental theorem for constrained games, i. e. the existence of 
asaddle point. The proof can be extended to more general convex games. S. Vajda. 

Nash, John: Two-person cooperative games. Econometrica 21, 128—140 
(1953). 

The following game is considered: let a set B of pairs (u,, u,) of possible pay- 
offs to players 1 and 2 respectively be given. The players choose mixed strategies t, 
(‚.‚threats‘“) independently and inform one another of their choices. Then each of 
them chooses an amount d, (‚„demands‘“). The pay-offs to them are the demands, 
if there is a pair in B such that u, >d, for i= 1,2. Otherwise the pay-offs are 
those belonging to the strategies t,. The game is analysed by reducing it to a two 
person non-zero sum game, and axiomatically. The author shows that there are 
optimal threats and optimal demands, suitably defined. The latter are the values 
of the game to the two players. S. Vajda. 

Otter, Richard and John Dunne: Games with equilibrium points. Proc. nat. 
Acad. Sci. USA 39, 310—314 (1953). 

This paper deals with games in extensive form. Using concepts developed 
by J.C.C.MeKinsey- (Introduction to the theory of games, London 1952), 
the author states conditions concerning the information partition of a general 
finite n-person game and proves that if they are satisfied, then the game has 
an equilibrium point  (saddle point for zero-sum two-person games), whatever the 
pay-off functions. He states that the conditions are also necessary. It follows, 
as a special case, that if there are no chance moves, then a necessary and sufficient 
condition for a game to have an equilibrium point, for any set of pay-off functions, 
is the existence of perfect information. (It is known that perfect information is 
sufficient for a general finite game to have en equilibrium point, see Kuhn, this 
Zbl. 39, 134). — The language and notation of the paper are those of set theory, 
though no set-theoretical argument is used in the proofs. S. Vajda. 

Gillies, D. B., J. P. Mayberry and J. von Neumann: Two variants of poker. 
Contrib. Theory of Games, II, Ann. Math. Studies Nr. 28, 13—50 (1953). 

Part I of this paper deals with the variant of Poker deseribed on pp. 190—196 
of J.v. Neumann and O.Morgenstern’s Theory of Games and Economie be- 
havior (2nd ed. Princeton 1947), and gives the complete analysis of optimal strategies 
which was mentioned in a footnote on p. 196 of that book. Part II deals similarly 
with the variant described on pp. 209—211. S. Vajda. 

Neumann, John von: A certain zero-sum two-person game equivalent to the 
optimal assignment problem. Contrib. Theory of Games, II, Ann. Math. Studies 
Nr. 28, 57212 (1953). 

The problem mentioned in the title is as follows: let a,, be the value of the 
i-th person in the j-th. job (,5j=1,...,n); find the assignment of persons to jobs 
with maximum total value. The author shows that this is equivalent to the fol- 
lowing game: Player I hides in a cell labeled (i, 5). Player II tries to guess either 


| 
| 
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i or j and receives, if he succeeds, 1/a,,. Otherwise the pay-off is zero. The 
tions of the latter game, and hence of the former, are then found. S. Vajda. 
Motzkin, T. $., H. Raiffa, G. L. Thompson and R. M. Thrall: The dou 
descript'on method. Contrib. Theory of Games, II, Ann. Math. Studies Nr. 
51—73 (1953). 

The authors develop a systematie computational procedure for the determina- 
tion of the vertices of the solution polyhedron of a finite two-person zero-sum ga 
Their method consists essentially of finding the points of interseetion of cert 
straight lines and hyperplanes and they explain it by reference to a geometric 
model for2 x nand 3x n games. The method is also applied to a system of linear 
inequalities, the solution of which is obtained in terms of parameters with n 
negative values. (The reviewer is unable to explain the name given to the method 

S. Vajda. 

Dresher, M. and S. Karlin: Solutions of convex games as fixed-points. Con- 
trib. Theory of Games, II, Ann. Math. Studies Nr. 28, 75—86 (1953). 1 

The authors consider zero-sum two-person games the strategies of which form 
convex sets in finite dimensional Euclidean spaces, and whose pay-off is given by 
a bilinear form. They construct an algorithm for the solution and study relation- 
ships of continuity and dimensionality. Polynomial-like games and finite games with 
a finite number of linear restraints on their strategies are special cases and are 
illustrated by examples. S. Vajda. 

Arrow, K. J., E. W. Barankin and D. Blackwell: Admissible points of convex 
sets. Contrib. Theory of Games, II, Ann. Math. Studies Nr. 28, 87—91 (1953). 

A point s(= 8,,...,3,) of a closed convex set S is „admissible‘“ if there is 
no t(=1,,...,t,) in S, different from s, and with f,< s,, for all i. The authors: 
prove the following theorem: let A be the set of admissible points in S and let B 
be the set of points in S through which passes at least one supporting hyperplane 


whose normal has positive components. Then BCACB. A result due to Bohnen- 
blust et al. (dies. Zbl. 41, 255) can be derived from this result. S. Vajda. 
Shiffman, Max: Games of timing. Contrib. Theory of Games, Il, Ann. Math. 
Studies Nr. 28, 97—123 (1953). 
The author considers infinite games whöse* pay-off is given by 


2 
f N K(x, y) dF(x) d@(y) where the kernel is skew-symmetrie and such that for 
Da) 

2 =# yitisastrietly increasing funetion of zandastrietly decreasing function of y. We |) 
may interpret x and y as times at which the players take action and assume that it | 
is of advantage to delay action as long as possible, provided it is taken earlier than | 
that of the opponent. Under mild conditions concerning differentiability of the | 
kernel the author shows that, apart from trivial cases, the optimal strategy is given | 
by a density funetion from some point in the unit interval to 1, and that this density 
is the solution of a certain integral equation. If 1 is not an eigenvalue of the integral |) 
equation, then a jump at 0 must be added to the density funetion. In certain cases | 
this equation may be replaced by a set of differential equations. S. Vajda. 

Karlin, Samuel: Reduetion of certain elasses of games to integral equations. | 
Contrib, Theory of Games, Il, Ann. Math. Studies Nr. 28, 125—158 (1953). 

The author studies games of timing (see preceding review) with kernels which 
are not skew-symmetrie and finds that the optimal strategies are again unique. 
They are also absolutely eontinuous in the interior of the unit interval, but may | 
have jumps at the end points. In a second part the pay-off kernel’is assumed to | 
be eoncave, in each variable separately, on both sides of the diagonal with a dis- | 
continuity in the derivative. The optimal strategies are similar to those obtained 
earlier. S. Vajda. 
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Karlin, Samuel: On a class of games. Contrib. Theory of Games, II, Ann. 
Math. Studies Nr. 28, 159—171 (1953). 


The class of infinite games considered is that where the pay-off kernel K (2,9), 
defined on the unit square, has continuous n-th derivatives and u Kay). 


The author states the following tbeorem which he proves for n<4: The maxi- 
mising player has optimal strategies using at most n points; the minimising player 
has optimal strategies with at most 4n points, the endpoints 0 and 1, if used, being 
counted only as 4. S. Vajda. 

Glicksberg, I. and 0. Gross: Notes on games over the square. Contrib. Theory 
of Games, II, Ann. Math. Studies Nr. 28, 173—182 (1953). 

The authors study games with a rational pay-off function and exhibit some of 
the peculiarities of these, as compared. with polynomial-like games. The- results 
show implieitly that methods applicable to the solution of the latter are inadequate 
for the former. In particular, it is shown that a game with rational pay-off may 
have a transcendental value and it follows, by the use of Tarsky’s system of ele- 
mentary algebra, that the players have then only densities as optimal strategies. 
(It is known that for polynomial-like games there are always step-function solutions.) 
Then the authors mention a game with dense countable sets as unique solutions, 
and finally they show how to construct a game with an arbitrarily given pair of 
distributions as unique solution. S. Vajda. 

Kuhn, H. W.: Extensive games and the problem of information. Contrib. 
Theory of Games, II, Ann. Math. Studies Nr. 28, 193—216 (1953). 

This paper is concerned with finite n-person games in their extensive form, as 
distinet from normalised games (terminology of v. Neumann and Morgenstern), and 
analyses the influence of the pattern of information, which the players have about 
previous moves or choices of their own and of their opponents, on the solutions. 
The author uses a tree as a geometrical model to represent the structure of a game 
which is slightly more general than that considered by v. Neumann and Morgen- 
stern. The concepts of decomposition (by cutting the tree at a vertex) and of 
local behaviour strategies (randomised choices made independently at each vertex) 
are useful tools. One theorem generalises a result due to v. Neumann and states 
that a general n-person game with perfect information has always an equilibrium 
point (see Nash, this Zbl. 45, 82) in pure strategies and another gives a criterion 
for a game to be solvable in terms of behaviour strategies, as an alternative to mixed 
strategies. S. Vajda. 

Dalkey, Norman: Equivalence of information patterns and essentially deter- 
minate games. Contrib. Theory of Games, II, Ann. Math. Studies Nr. 28, 217— 243 
(1953). 

Making use of Kuhn’s model (see preced. review), this paper examines equi- 
valence of information patterns in extensive games, with regard to mixed strategies. 
It is shown that such equivalence exists if, roughly speaking, at each move two 
patterns differ only in the knowledge which a player has of his own previous choices. 
Thus the author finds a suffiecient and necessary condition for two extensive games 
to have essentially the same normalised form. The result is applied to find conditions 
for a game to be „essentially determinate“, i.e. to have an equilibrium point in 
pure strategies (as the games with perfect information have, see preceding review), 
whatever the pay-off or the probability distribution at chance moves. S. Vajda. 

GalesDavid and F. M. Stewart: Infinite games with perfeet information. Con- 
trib. Theory of Games, II, Ann. Math. Studies Nr. 28, 245 — 266 (1953). i 

An änfinite zero-sum two-person game with perfect information is first given 
which has no solution in pure strategies, thereby showing that the classical result 
ofv. NeumannandMorgenstern, referred to in the two previous reviews, does not 
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hold for all infinite games. The authors then investigate what conditions can 
imposed to make the game have equilibrium points in pure strategies; they list the 
obtained positive results and also some problems which have as yet remained un- 
deeided. A new concept used is that of a subgame, i. e. of game obtained from anothe 
by adding restrietions on certain moves. S. Vajda. 

Thompson, G. L.: Signaling strategies in n-person games. Contrib. Theory 
of Games, II, Ann. Math. Studies Nr. 28, 267—277 (1953). 

A signaling strategy is a pure strategy which is restrieted by the fact that the 
player has no perfect recall (i.e. knowledge of his own earlier choices). It is proved 
that any two-person game can be solved by mixtures of signaling strategies and 


of behaviour strategies (see review of Kuhn’s paper above). S. Vajda. 
Thompson, 6. L.: Bridge and signaling. Contrib. Theory of Games, II, Ann. 1 
Math. Studies Nr. 28, 279—289 (1953). Ei 


% 


The author discusses simplified two-person and four-person versions ofthe game 

of Bridge, by making use of the ideas developed in his paper reviewed above. j 
S.Vajda. 

Milnor, John: Sums of positional games. Contrib. Theory of Games, Il, Ann. 
Math. Studies Nr. 28, 291—301 (1953). ß 5 

Positional games are games in which possible moves are defined for both players 
in any position which may arise during a play, even if only one of them can move 
in any particular instance when the position is reached during the play of a game 
(e. g. Chess). The sum of two games @ and @’ is a game in which a player can choose 
in which of @ or @’ to move, and in which the pay-off is the sum of the pay-offs 
of @ and @'. An’incentive at a position is the amount the player would gain by 
moving rather than allowing an opponent to move, assuming that he had that choice. - 
The author analyses the sum of two games in terms of the two original games. 
(The results are relevant to end-plays of certain board games.) S. Vajda. 

Shapley, L. S.: A value for n-person games. Contrib. Theory of Games, II, 
Ann. Math. Studies Nr. 28, 307—317 (1953). j 

In order to define a value to a player in a general n-person game, imagine that, 
starting from a single player, coalitions are formed by adding the other players one 
by one. Assign to every player the amount which has acerued to the ceoalition 
through his adherence. The value is then the average of these amounts, taking all 
possible orders of admittance into consideration. The author shows that this value 
is the only one which satisfies certain reasonable conditions. S. Vajda. 

Bott, Raoul: Symmetrie solutions to majority games, Contrib. Theory of 
(Games, Il, Ann. Math. Studies Nr. 28, 319—323 (1953). 

It will be remembered that it is as yet unknown whether every general n-person 
game has a solution. An (n, k) game is defined as a special n-person game, in which 
a coalition of k or more players wins one unit from each opponent, and k >}%n. 
[This game is, of course, only zero-sum if k = # (n + 1).]. The author proves that 
in such a game there is a unique symmetrie solution. S. Vajda. 


Gillies, D. B.: Diseriminatory and bargaining solutions to a class of symmetrie 
n-person games. Contrib. Theory of Games, II, Ann. Math. Studies Nr. 28, 325—341 
(1953). 

This paper derives unsymmetrie solutions of a (n, k) game (see preceding review) 
[rom symmetric ones, by the systematie use of three devices due to v. Neumann 
and Morgenstern, viz. addition of bargaining eurves, diserimination, and inflation, 
and by a fourth device consisting of partitioning the players into subsets. 8. Vajda. 


Shapley, L. 8.: Quota solutions of n-person games. Contrib. Theory of Games, 
II, Ann. Math. Studies Nr. 28, 348—359 (1953). 


A quota game is defined as a n-person game in which the amount which the 
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= 
players receive by cooperating is equal to oe ®, where ®,; + ®, is the amount 
i- 


which the pair of players i and j can obtain by cooperating. The author derives 
a family of solutions which are essentially one-dimensional sets and in which most 
of the players receive their individual quota @,. All constant-sum four-person games 
and many others belong to this class of games. S. Vajda. 

Raiffa, Howard: Arbitration schemes for generalized two-person games. Con- 
trib. Theory of Games, II, Ann. Math. Studies Nr. 28, 361—387 (1953). 

Dealing with two-person games which are not zero-sum — no transferable 
utility and no common unit of measure for the two players need be assumed — 
the author represents the pay-offs to the two players as Cartesian coordinates and 
constructs the convex hull of the points resulting from all (mixed) strategies. In 
this set a subset of points is defined which are maximal with respect to a partial 
ordering, representing the preferences of the players. This leads to a new game 
which has always saddlepoints. The latter can be interpreted as the outcome of 
reasonable arbitration procedures, if the players fail to cooperate. 

S. Vajda. 
Statistik: 

e Koller, Siegfried: Graphische Tafeln zur Beurteilung statistischer Zahlen. 3., 
erg. Aufl. Darmstadt: Verlag von Dr. Dietrich Steinkopff 1953. VIII, 73 S., 6 Abb. 
u. 15 Tafeln DM 18.—. 

e Finney, D. J.: An introduction to statistical science in agrieulture. New York: 
John Wiley and Sons, Inc. 1953. 179 p. $ 3,75. 

Adam, Adolf: Klassenstatistik. Mitteil.-Bl. math. Statistik 5, 1—28 (1953). 

Verf. betrachtet zunächst endliche, statistisch-symmetrische Gesamtheiten, und 
zwar die zugehörigen, als Lösungen einer Differenzengleichung definierten, (dis- 
kreten) verallgemeinerten hypergeometrischen Verteilungen bi- und multinomialen 
Typs und ihre Verteilungs- und Moment-erzeugenden Funktionen, sowie die zuge- 
hörigen, durch stochastische Inversion, also als Beantwortung der Pascalschen 
Fragestellung, gewonnenen mittleren Zufallswege [vgl. A. Adam: Statist. Viertel- 
jahresschr. 3, 55—70 (1950)]. Hierbei werden mehrfach Ergebnisse von H. Gebe- 
lein (Zahl und Wirklichkeit, 1. Aufl., Leipzig 1943, dies. Zbl. 28, 237) in neues 
Licht gerückt. Sodann entwirft Verf. die Grundzüge einer „Klassenstatistik‘“, bei 
welcher aus beliebigen diskreten Merkmalsmengenverteilungen durch Klassen- 
transformatoren ‚„Merkmalsklassenverteilungen‘‘ abgeleitet werden. Die hierbei 
auftretenden dualen Charakteristiken werden schließlich im Sinne biologischer 
Treffermodelle gedeutet. M.-P. Geppert. 

Springer, Melvin D.: Joint sampling distribution of the mean and standard 
deviation for probability density functions of doubly infinite range. Ann. math. 
Statisties 24, 118—122 (1953). 

Verf. untersucht die Verbindungsverteilung des Mittelwertes m, und der nicht- 
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ausgeführt. T. Szentmärtony. 


Brücker-Steinkuhl, Kurt: Zur Anwendung der Varianzanalyse. Mitteil.-Bl. 
math. Statistik 5, 29—43 (1953). rn. 
Verf. schildert zunächst den Mechanismus der Streuungszerlegung für die ein- 
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fachsten Fälle und entwickelt sodann ein abgekürztes Verfahren für die Berechn 
des Versuchsfehlers und des empirischen Wertes der F-Funktion. Dieses Verfahre 
erläutert er durch ein Zahlenbeispiel. Anschließend diskutiert er die Grenzfälle 
völligen Abhängigkeit der in den einzelnen Zeilen des Zerlegungsschemas dar 
stellten Folgen voneinder, sowie der Unabhängigkeit. P. Lorenz. 

Geidel, Hans: Zur Verreehnung und Zusammenfassung von Versuchserge 
nissen mit der Varianzanalyse. Mitteil.-Bl. math. Statistik 5, 44—51 (1953). 

Verf. beschäftigt sich mit dem Problem, die oft erhebliche Rechenarbeit bei d 
Streuungszerlegung auf ein Mindestmaß zu beschränken, und bedient sich da 
gewisser linearer Transformationen. Er diskutiert zunächst ein zweidimensional 
sodann ein dreidimensionales Rechteckschema und gelangt schließlich zu einer 
einfach aussehenden Formel für den Mittelwert der mittleren Fehler. Die Ersparnis | 
an Rechenaufwand kann nur aus zahlenmäßigen Rechnungen ersehen werden. 

P. Lorenz. 

Geidel, Hans: Vereinfachte Verreehnung eines „ausgewogenen Versuchs im 
unvollständigen Blöcken“, erläutert an einem Beispiel von A. Linder. Mitteil.-Bl. 
math. Statistik 5, 64—69 (1953). 

Kempthorne, 0.: A class of experimental designs using blocks of two plots. 
Ann. math. Statisties 24, 76—84 (1953). 

The author studies in detail a special case of partially balanced incomplete 
block designs of n treatments with r replicates, when there are two plots in every 
block. He derives formulae for the efficieney of the designs and gives a table of effi- 
cieney factors for r=2(1)10 and t=6(1)15,20 and 30. He also exhibits an 
analysis of variance table. S. Vajda. 

Hartley, H. O., S. S. Shrikhande and W. B. Taylor: A note on ineomplete Mes 
designs with row balance. Ann. math. Statisties 24, 123—126 (1953). 

As usual in the literature on balanced incomplete block designs (bibd), Iee 
v, b, r, and k denote respectively the number of treatments, blocks, replicates of 
each treatment, and plots in a block. The authors show that one can rearrange & 
bibd with b= mv (m being a positive integer) into one which has equal aceuraey 
for all treatment comparisons and (ii) a bibd with r=mk--1 into a partially 
bibd which is also group-divisible. S. Vajda. 


Bose, R. C., 8. S. Shrikhande and K. N. Bhattacharya: On the eonstruetion of 
group divisible incomplete block designs. Ann. math. Statisties 24, 167—195 (1953). 

Group divisible designs are a type of partially balanced block designs, and also 
of inter- and intragroup balanced incomplete block designs (see Bose and Connor. 
this Zbl. 47, 129). The present paper gives various methods for construeting such 
designs, using combinatorial properties which were studied in the above mentioned 
paper. S. Vajda. 

Fraser, D. A. S.: Nonparametrie tolerance regions. Ann. math. Statisties 24, 
44-45 (1953). 

Es wird eine weitere Verallgemeinerung der Konstruktion von statistisch äqui- 
valenten Blöcken gegeben (siehe dies. Zbl. 43, 344). Sie besteht darin, daß an 
Stelle des üblichen Verfahrens, die einzelnen Blöcke jeweils nacheinander festzu- 
legen, auch Gruppen von Blöcken auf einmal bestimmt und diese dann nachträg- 
lich weiter unterteilt werden können, ohne daß die Verteilung der Bedeckungen ge- 
ändert wird. An einem Beispiel wird die Bedeutung dieser Erweiterung für die Kon- 
struktion von Toleranzbereichen mehrgipfliger Verteilungsfunktionen gezeigt. 

E. Walter. 

Birnbaum, Z. W.:  Distribution-free tests of fit for conkInnouß distribution 
funetions. Ann. math. Statisties 24, 1—8 (1 353). 

Für die Beantwortung der Frage, ob eine n-gliedrige Stichprobe ER 
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einer eindimensionalen stochastischen Variablen X aus einer Gesamtheit mit der 
stetigen kumulativen Verteilungsfunktion H(x) stamme, werden zahlreiche sta- 
tistische Kriterien verwendet, deren wichtigste Verf. kurz skizziert: x>-Test, Smir- 
nows und Kolmogorows an die empirische Verteilungsfunktion F(x) der Stich- 
probe knüpfende Kriterien und deren mit Hilfe von Gewichtsfunktionen durch 
T. W. Anderson und D. A. Darling definierte Verallgemeinerungen, schließlich 
einige von Kimball, Moran, Sherman auf der Verwendung einer geordneten 
Stichprobe X, <X,<S..--<S X, aufbauende Kriterien. Verf. charakterisiert eine 
umfassende Klasse von Kriterien, die (aber nicht nur sie allein) in dem von ihm 
präzisierten Sinne parameterfrei verteilt sind. Im Zusammenhang mit dieser Eigen- 
schaft läßt sich ein „Abstand“ zwischen zwei kumulativen Verteilungsfunktionen 
F(x), @(x) definieren und auf Grund desselben die Potenz (power) der fraglichen 
Tests beurteilen und vergleichen. Hierbei werden Gedankengänge von H. B. Mann 
und A. Wald [Ann. math. Statistics 13, 306—317 (1942)] sowie von F. J. Massey 
(dies. Zbl. 42, 144) verwertet. M.-P. Geppert. 


Hoeffding, Wassily: A lower bound for the average sample number of a sequen- 
tial test. Ann. math. Statisties 24, 127—130 (1953). 

Eine Folge voneinander stochastisch unabhängiger Variablen X,Xy.- 
folge der gleichen Verteilung f(x, 6) mit dem unbekannten Parameter Q in 2. Sei 8 
ein beliebiger Sequenztest zur Entscheidung zwischen zwei Alternativen H,, H,, 
für welchen, wenn ® der richtige Parameterwert ist, für 0 € @, die Wahrscheinlich- 
keit, H, anzunehmen, <«, und für d€w, diejenige, H, anzunehmen, SP ist 
(«+Pß=1), und für alle de die Summe dieser beiden Wahrscheinlichkeiten 1 
beträgt. Verf. beweist für den Erwartungswert der für die Beendigung von S$ er- 
forderlichen Probenzahl n die Ungleichung 


er 
E,(n) Z - = 
r ce: Bo (log 7) + 10): Bo (los Yan 
mit beliebigen c, 9, &, in 0<c<1, 9,€@, 91€ w,. Als Spezialfall enthält sie 
Ungleichungen, die A. Wald [Ann. math. Statistics 16, 117—186 (1945)] für den 


Sonderfall: Teilräume &,, ©; nur aus je 1 Punkt bestehend, «&, # = genaue Irrtums- 


wahrscheinlichkeiten 1. und 2. Art, hergeleitet hat. M.-P.Geppert. 
Lehmann, E. L.: The power of rank tests. Ann. math. Statisties 24, 23—43 
(1953). 


®(fp--»»/y) sei die Schar aller derjenigen kumulativen Verteilungsfunktionen F),...Fy 
von N gegenseitig unabhängigen stochastischen Variablen, diesich aus F, = f,(F) mit bestimmten 
stetigen, nicht fallenden Funktionen f, mit f;(0) = 0, f;(1) =1 ergeben, wenn F alle stetigen 
kumulativen Verteilungsfunktionen durchläuft. Verf. beweist, daß innerhalb einer solchen ‚Schar 
die Verteilung der N Rangzahlen von N den F},...,fy folgenden, unabhängigen Variablen 
konstant, d. h. unabhängig von F ist, daß daher die Potenz (power) jedes Rangtests der Hypo- 
these H: (F,..„ Fr) E%(ff,..., f%) nur von F},...,Fy abhängt, d.h. gegenüber zwei Alter- 
nativen (F,...„Fy) und (F\,...,F%,) derselben Familie 3 (fi . In) gleich ist, und folgert 
daraus auf Grund des Neyman-Pearson-Fundamentallemmas die Existenz eines gleichmäßig 
potentesten Rangtests für die Prüfung von H gegen K: (F,,..., Fy) elf -- “ I Jh diese 
Weise werden zu verschiedenen nichtparametrischen Hypothesen nichtparametrische Alternativ- 
Hypothesen definiert, gegen welche die Randverteilung konstant ist. Mit Hilfe eines Satzes von 
W.Hoeffding (dies. Zbl. 44, 342) wird die Potenz des Rangtests bestimmt und werden für 
Wileoxons Ein- und Zwei-Stichproben-Test zur Prüfung der Hypothese der Verteilungs- 
gleichheit (H: F=G) und für den Rang-Korrelations-Test zur Prüfung der Unabhängigkeits- 
hypothese optimale Eigenschaften nachgewiesen. Wilcoxons Kriterien werden u. a. verglichen 
mit dem ein- und zweiseitigen Zentralwert-Test, dem Iterationen-Test (run test) von A. Wald 
und J. Wolfowitz (dies. Zbl. 23, 248) und N. V. Smirnovs Test (dies. Zbl. 23, 249). 

M.-P. Geppert. 


Vajda, S.: Spieltheorie und statistische Entscheidungsverfahren. Mitteil.-Bl. 
math. Statistik 5, 52—61 (1953). | | 
Leichtfaßliche Finführung in die genannten Theorien. @. Elfving. 
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Blackwell, David: On randomization in statistical games with k termin 
actions. Contrib. Theory of Games, II, Ann. Math. Studies Nr. 28,183—187(1953) 

Define the sequence A, — (k — 1»—!/k”, (n=1,2,...). The author show 
that a randomised statistical decision funetion with k terminal deeisions is equivalen 
to a mixture of a denumerable number of certain non-randomised deeision funetio 
in proportions A,. An example is also given. S. Vajda. 

Walter, Edward: Bemerkungen zur Theorie der Entscheidungsfunktionen. Mit 
teil.-Bl. math. Statistik 5, 62—63 (1953). 

Bemerkungen zum Minimaxprinzip. G. Elfving. 

Dvoretzky, A., J. Kiefer and J. Wolfowitz: Sequential deeision problems fo 
processes with eontinuous time parameter. Testing hypotheses. Ann. math. Sta- 
tisties 24, 254—264 (1953). 1 

The authors point out that certain results obtained by Wald and Wolfowitz 
for stochastie processes with a diserete parameter remain true, under mild conditions, 
for a continuous parameter. The conditions are satisfied, inter alia, by Poisson, 
Wiener, negative binomial, and gamma processes. The optimal character of 
Wald’s sequential probability ratio test carries over to the continuous case. The 
power function and the distribution of the time necessary to reach a decision are 
discussed for the first two processes mentioned above and it is seen that expressions 
derived by Wald which are approximations in the diserete case are exact for pro- 
cesses with a continuous parameter. S. Vajda. 

Sehäfer, Wilhelm: Bayes-Funktion ohne Hypothese. Mitteil.-Bl. math. Stati- 
stik 5, 70—74 (1953). 

Für das an die Binomialverteilung & ) p-(1-p®*” 9 =0,1,..,n) ans 
knüpfende spezielle Rückschlußproblem bezüglich des unbekannten Parameters p° 
stellt Verf. die Likelihood-Funktion (vom Verf. „„Mutungsgröße‘“‘ genannt), die 
Bayes-Verteilung von p und die von ihm [W.Schäfer, Arb.a.d. Staatl. Inst. f. 
exp. Th. u. d. Forschungsinst. f. Chemoth. zu Ffm., 38, [91—114 (1939)] ent- 
wickelte „strengeMutungsfunktion“ »,(p) = (- N n en \(r)r s m ein- 
ander gegenüber. ; M.-P.Geppert. 

Goodman, Leo A.: Sequential sampling tagging for population size problems. 
Ann. math. Statisties 24, 56—69 (1953). 

LA. spone alcuni schemi di indagine statistica per la determinazione dei caratteri piü 
plaussibile di una collettivitä o popolazione P, mediante un processo di scelta a caso in varie 
serie di prove, in modo tale che gli elementi estratti in ogni serie e che possedono il carattere in 
esame, sono ritornati a P muniti di una signal o traceia. Supposto che di fronte al suddetto 
carattere si scinda Pin elassi o insiemi parziali da cui si conosce il respettivo numero di elementi — 
eccezione fatta di una di quelle — l’impiego di un indice che denota l’ordine della serie di prove 
da cui procede la traceia di ogni elemento, da origine ad un schema che, dentro di certi limite 
di stima, permette l’analisi statistica della composizione della elasse incognita. Oltre le conclu- 
sioni che figurano intorno alla esistenza e determinazione dal valore di un minimo di apprezzia- 
zione imparziale e che completano certi resultati ottenuti da Blackwell e Chapman, l’A. fa 
eonoscere aleuni nuovi teoremi fra le quali sono di speciale interesse dal punto di vista teorico 
gli riguardanti le funzioni di distribuzioni che risultano per mezzo di un pasaggio al limite sulle 
formole correspondenti a gli schemi studiati. Gli resultati e conclusioni ottenuti in questo lavoro 
e che trovano applieazione in qualche questioni di demografia e di entomologia agraria, sono 
illustrati con aleuni esempi numeriei. J. M.Orts. 

Madow, William 6.: On the theory of systematie sampling. IH. Comparison 
TEE and random start systematie sampling. Ann. math. Statisties 24, 101-106 
Part 11 this Zbl. 34, 76. Let a population », Ü = 1,...,N) be given and let 
it be required to estimate the mean of the population from the mean of a sample of 
size n. The author considers the following types of sampling: (i) random start 
systematie, i.e. seleeting one element at random from %)....,%, and including 
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every k-th thereafter; (ii) centred systematie, i.e. as before, but starting with 
%xjg OT &gyn)/a; (Hi) stratified random, i.e. seleeting one element from each of n 
strata defined by 2,4.» (s=1,...,% j=1,...n). He proves that if the 
population is monotone, or if the elements of the population are random variables 
and the correlogramm (as defined in the paper) is monotone decreasing, then (ii) is 
more efficient than (i). If the correlogramm is monotone increasing, then (i) is more 
efficient than (ii). Remarks are added concerning the comparative efficiency of (iii) 
S. Vajda. 

Goodman, Leo A.: A simple method for improving some estimators. Ann. 
math. Statisties 24, 114—117 (1953). 

Let Y be a random variable whose distribution depends on an unknown para- 
meter 6. On estimating 6, let the loss function be [(t — 0)/9]2. If the distribution 
of Y satisfies the condition E {Y|O}/E {Y2|6} = A 9! where A is a known con- 
stant, then the estimator = AY is uniformly better than any other estimator 
of form aY. The condition is fulfilled when 9 is a scale parameter. @. Elfving. 

Taylor, William F.: Distance funetions and regular best asymptotically normal 
estimates. Ann. math. Statisties <4, 85—92 (1953). 

J.Neyman (this Zbl. 39, 143) derived ‚‚best asymptotically normal‘ estimates 
from a minimization of the chi-squared funetion. The author derives such 
estimates from more general distance functions and shows that the expressions 
used in logit and probit analysis belong into this category. S. Vajda. 

May, Kenneth 0.: A note on the complete independence of the conditions for 
simple majority deeision. Econometrica 21, 172—173 (1953). 

Burnaby, T. P.: A suggested alternative to the correlation coefficient for testing 
the significance of agreement between pairs of time series, and its application to 
geological data. Nature 172, 210—211 (1953). 

Vernotte, Pierre: La derivation successive des courbes experimentales. et 
son lissage. C. r. Acad. Sci., Paris 236, 1737—1739 (1953). 

Vernotte, Pierre: La determination des parameötres, ou d’une fonction des para- 
metres, d’une loi experimentale, par la condition de moindre impr6eision; ame&lioration 
par la ponderation. C. r. Acad. Sci., Paris 236, 2389—2391 (1953). 


Biomathematik. Versicherungsmathematik. Finanzmathematik: 


Wünsche, Günther: Sequential-Testverfahren in der Versicherungstechnik. 
Bl. Deutsch. Ges. Vers.-Math. 1, H.4, 19—37 (1953). 

Ammeter, Hans: Der doppelseitige und die einseitigen (I x)?-Tests und ihre 
Leistungsfähigkeit für die wahrscheinlichkeitstheoretische Überprüfung von Sterbe- 
tafeln. Bl. Deutsch. Ges. Vers.-Math. 1, H. 4, 39—60 (1953). 

Ausführliche Darstellung und Behandlung des vom Verf. [Mitt. Verein. Schweiz. 
Versicherungsmath. 51, 21—36. (1951)] eingeführten (/ x)?-Tests, der eine Verall- 
gemeinerung des klassischen y?-Tests ist, indem nicht die Quadratsumme der Ab- 
weichungen, sondern die Quadratsumme der aufeinanderfolgenden Teilsummen der 
geordneten Abweichungen gebildet wird. Die frühere Darstellung, die im wesent- 
lichen den doppelseitigen Test behandelte, wird durch Berücksichtigung der ein- 
seitigen Tests erweitert und — im Anhang — durch die Berücksichtigung des Falles 
ergänztydaß die zu prüfende Sterbetafel aus den vorhandenen Beobachtungen ab- 
geleitet worden ist. H. Härlen. 

Vogel, Walter: Eine Invarianzeigenschaft von Standard-Absterbeordnungen 
und deren praktische Anwendung. Mitt. Verein. schweiz. Versicherungsmath. 53, 
116—128 (1953). i 

Untersuchungen, insbesondere von Makeham, Blaschke und Saxer, haben 
unter bestimmten Annahmen über die Absterbeordnung erwiesen, daß zwischen den 
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Rentenbarwerten bei Variation der Rechnungselemente lineare Beziehungen 
stehen. Der Verfasser führt die Linearbeziehungen, in Ausdehnung der Gedanken 
gänge von Blaschke und Saxer, auf eine Invarianzeigenschaft des Barwertes 
Erlebensfallversicherung „E, zurück. So kann er außer den bekannten Bezieh 
für den Leibrentenbarwert entsprechende Verknüpfungen für weitere und kompli: 
zierter gebaute Versicherungswerte (Prämien, Deckungskapitalien) herleiten. 
E. Zwinggi. 
Saxer, Walter: Über die Variation der Invaliditätswahrscheinlichkeiten bei d 
Berechnung des Barwertes anwartschaftlicher Invalidenrenten und ihrer Prämien 


Mitt. Verein. schweiz. Versicherungsmath. 53, 106—115 (1953). ? 
Bedeutet u den Barwert der Anwartschaft auf die temporäre Invaliden- 


rente ‚‚1‘, berechnet mit den Invalidierungswahrscheinlichkeiten iD und u: den 


entsprechenden Wert, bestimmt mit i(), so bestehen, wie der Verf. allgemein nach- | 
weist und numerisch belegt, die beiden Näherungen: . 


Lj 


„ail2) * 1 fie n—1 -(2) 4i—1 ’ 
I mit + Yu mt Deit+ (Ge) 12) 
> „at (1) Ze Laril) ji 2 5 z+u a+u 
den] E i=1 =+ au=0 
„at (2) n—1 «9 
dan 1 9242 - aa —— 
Hu. a = ja) mit Bi, ulır 
Br Feet. 


Die gleichen Formeln gelten auch für das Verhältnis der Jahresprämie ze / ee 
Das Verfahren kann ferner übertragen werden auf den Barwert temporärer Anwart- 
schaften auf Todesfallkapitalien bei Annahme zweier verschiedener Absterbeord- 
nungen. E. Zwinggi. 

Lah, Ivo: Die Taylorsche Reihe der generalisierten Poukkaschen Funktion und 
ihre Anwendung. Mitt. Verein. schweiz. Versicherungsmath. 53, 78—91 (1953). 

Die verallgemeinerte Poukkasche Funktion k, wird durch die Gl. definiert 


n 


@—r 
(n+1) anm—1) Ian) 12 a n g j an) _ 0 m—1+4t j 
serD edlen Perle +1,i)=k, wobei SM, — > ( SD 
(= 


Zur Gewinnung von Näherungsformeln für das Zinsfußproblem wurden die Größen k,, 
bis heute als unabhängig von i betrachtet. Der Verf. berücksichtigt i durch Dar- 
stellung der Poukkaschen Funktion als Taylor-Reihe von i und untersucht die ent- 
sprechenden Änderungen bei den Näherungsformeln für das Zinsfußproblem. 

W. Saxer. 


Boehm, Carl: Vergleich der verschiedenen Methoden zur Berechnung der 
Prämienreserve eines Versicherungsbestandes. Bl. Deutsch. Ges. Vers.-Math. 1, 
H. 4, 3—18 (1953). 

Campagne, ©: Le prineipe d’&quivalence des placements. Verzekerings-Arch. 
actuar. Bijvoegsel 30, 2*—19* (1953). 

Dem fast allen versicherungsmathematischen Überlegungen zugrunde liegenden Prinzip der 
Gleichheit von Leistung und Gegenleistung stellt Verf. ein für die Kapitalanlagenpolitik der 
Versicherungsunternehmen maßgebendes, weiteres Äquivalenzprinzip zur Seite. Dieses fordert, 
daß die zur Bedeckung der nach versicherungsmathematischen Grundsätzen ermittelten Rück- 
stellungen dienenden Kapitalanlagen (Anleihen, Hypotheken u. a.) so gewählt werden, daß die 
(iesamtbarwerte der Zinserträge und Rückzahlungen aus diesen Anlagen den Rückstellungen 
äquivalent sind. Die Berechnung dieser Barwerte ist dabei mit dem gleichen Zinsfuß vorzunehmen, 
mit dem die Rückstellungen berechnet werden. Dieser Rechnungszinsfuß ist so zu wählen, daß 
er aller Voraussicht nach unter dem (durchschnittlichen Zinsfuß liegen wird, der sich in Zukunft 
wird erzielen lassen. Die aus den Kapitalanlagen fließenden Einnahmen an Zinsen und Rück- 
zahlungen sollen in jedem Zeitpunkt außerdem nach Möglichkeit gerade dem nicht durch die 
Prämieneinnahmen gedeckten Teil der zum gleichen Zeitpunkt fälligen Leistungen entsprechen. — 
Durch die Erfüllung der letztgenannten Forderung läßt sich, wie Verf. in einer ausführlichen 
Diskussion des Prinzips an Hand von Formeln und Beispielen darlegt, zugleich auch eine weit- 
gehende Immunisierung gegen die Gefahr von Kursverlusten erzielen, die sich aus Schwankungen 
des Marktzinsfußes ergeben können. @. Friede. 
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Pöttker, Werner: Eine Methode zur summarischen Berechnung der Prämien- 
reserve ohne Hilfszahlen. Bl. Deutsch. Ges. Vers.-Math. 1, H. 4, 61—69 (1953). 

Verf. beschreibt ein Verfahren zur näherungsweisen Berechnung der Prämien- 
reserve eines Versicherungsbestandes, bei dem nur Versicherungssumme, Prämie und 
Zahlungsdauer benötigt werden. — Seien N Versicherungen auf den Todes- und 
Erlebensfall mit gleichem Beginn und gleicher Versicherungssumme vorgelegt, so 
bestimmt Verf. aus den Nettoprämien P,,;; eine Durchschnittsdauer % und ein 
Durchschnittsalter £ mittels 


N I N N 
see = Pam n;| = Pam und PE,m= = PamlN. 
= I!= i= 


‚Verf. zeigt, daß die aus ©, gewonnene Durchschnittsreserve m Vz,m eine brauch- 
bare Näherung für die genaue Durchschnittsreserve Sm V,,.,/N darstellt, falls 
i 


die mittlere Abweichung o(n) der Versicherungsdauern den Wert 5 nicht sehr 
überschreitet und außerdem die Eintrittsalter nicht wesentlich über 70 liegen. 
G. Reichel. 

Wyss, Hans: Die Risikotheorie und ihre Bedeutung für die Versicherungs- 
mathematik. Mitt. Verein. schweiz. Versicherungsmath. 53, 23—45 (1953). 

Henderson, John S.: Marginal produetivity analysis. A defeet and a remedy. 
Econometrica 21, 155—168 (1953). 

Nach des Verf. (und Paretos) Kritik ist es nicht zulässig, die Theorie der mar- 
ginalen Produktivität auf die Annahme zu stützen, daß die Produktion mittels 
einer einzigen Funktion 9 =Q(A,B,C,...) der Produktionsfaktoren darstellbar 
ist. Verf. betrachtet mehrere Gleichungen, 9,(%,, % - - -, &,) = Konst., die die 
(negativen) Mengen von u Faktoren und die (positiven) Mengen von v Produkten 
(n = u + v) untereinander verbinden. In diesem Sinne werden beide Probleme ge- 
löst: die Mengen x, als Funktionen der Preise p,, und umgekehrt, darzustellen, 
immer unter der Voraussetzung, daß das Unternehmen den maximalen Gewinn zu 
erreichen strebt. Für die Lösung erweist es sich als zweckmäßig, zwei Phasen zu 
unterscheiden: bei der ersten wird x, (Menge der ‚„Hauptprodukte‘‘) konstant ge- 
halten, bei der zweiten wird dann nur x, geändert. B. de Finetti. 


Mayberry, J. P., J. F. Nash and M. Shubik: A comparison of treatments of a 
duopoly situation. Econometrica 21, 141—154 (1953). 

A duopoly situation is considered for given quadratic average cost functions 
and a linear demand curve. The authors compute the following solutions: 1. effieient 
point, 2. Edgeworth contract curve, 3. Cournot solution, 4. two person non- 
zero sum game, 5. and 6. cooperative game with and without side payments. (For 
the last mentioned case cf. the paper of Nash, this Zbl. 50, 141). A graphical 
presentation gives a comprehensive view of the numerical results. S. Vajda. 

Vogel, Th.: Servom6canismes, eybernetique et information. Nuovo Cimento, 
Suppl., Ser. IX 10, 166—196 (1953). FINE: 

Exposition of seleeted topics in the subjeets mentioned in the title, in particular 
transmission of information and filtering of noise in linear systems, with remarks on 
non-linear servomechanisms. A bibliography is attached. S. Vajda. 


1 


Geometrie. 
Elementargeometrie: 


Theault, Vietor: Un chapitre de geometrie du triangle et du tetraedre. Ortho- 
pöle d’une droite. Bull. Soc. Roy. Sei. Liege 21, 369—384 (1953). 

G.Fonten& [Nouv. Ann. Math., IV. Ser. 6, 145 —159 (1906)] hat, z. T. rein 
geometrisch, z. T. durch lange und mühsame Rechnungen, einen Satz bewiesen, 
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der die verallgemeinerte Hamiltonsche Konstruktion des Orthopols einer Gerad 
bezüglich eines Dreiecks auf das orthozentrische Tetraeder ausdehnt. Verf. bewei 
den von Fonten& durch Rechung gefundenen Teil des Satzes rein geometris 
und teilt einige wenig bekannte oder noch nicht veröffentlichte Eigenschaften mit, 

M.Zacharias. 

Goormaghtigh, R.: Sur l’isopöle. Mathesis 62, 34—38 (1953). 

Unter Verwendung komplexer Zahlen (Minimalzeiger) werden Eigenschafte 
des Isopoles zum Winkel 9 einer Geraden A in bezug auf ein Dreieck A, A, Ay 
insbes. Beziehungen zum Umkreis und zum Feuerbachschen Kreis des Dreieckes, f 
zu den Simsonschen Geraden usf. untersucht. H.R. Müller. 


Weitzenböck, R. W.: Some remarks on equilateral triangles and squares. Math. 
Gaz. 37, 21—26 (1953). 
Es gibt. zwei Systeme von je oo! gleichseitigen Dreiecken, die einem gegebenen 
Dreieck A, A, A, umbeschrieben sind ; jedes der beiden Systeme enthält ein größtes | 
Dreieck. Sind N, und N} die beiden Punkte auf der Mittelsenkrechten von A, Ay, 
für de X A,N, A, = X 4A,N] A, = 120° sind, so sind die Dreiecke N, N,Ng 
und N; N,N; gleichseitig, und ihre Seiten sind den entsprechenden Seiten der 
größten Dreiecke der beiden Systeme parallel. — Es gibt ebenso zwei Systeme von 
je ool einbeschriebenen gleichseitigen Dreiecken. Ihre Seiten umhüllen zwei 
Systeme von je drei Parabeln. — Es gibt drei Systeme von je oo! Rechtecken, die 
einem gegebenen Viereck umbeschrieben sind. Die Mittelpunkte der Rechtecke jedes 
Systems liegen auf einem Kreis um den Schwerpunkt des Vierecks. Unter diesen 
Rechtecken sind im allgemeinen 6 verschiedene Quadrate. — Es gibt im all- 
gemeinen oo! dem Viereck einbeschriebene Rechtecke; ihre Mittelpunkte liegen 
auf einem Kegelschnitt. — Die Bestimmung der einbeschriebenen Quadrate führt 
auf eine Reihe verschiedener Fälle, deren Aufzählung hier zu weit führen würde. 
M. Zacharias. 

Inglada, Vicente: Pairs of related triangles studied by complex coordinates. 
Math. Gaz. 37, 1—6 (1953). 

Zu zwei Dreiecken 7T,, T, mit den Endpunkten A,. B,. €, (dargestellt durch 
komplexe Zahlen «,, ß,, y,) und den Flächeninhalten S, (@ = 1,2) wird das Dreieck 
der Mittelpunkte entsprechender Eckpunktepaare von T, und 7, konstruiert. 
Neben diesem „Mittendreieck‘“ vom Inhalt S,, wird noch das „zweite Mittendreieck‘* 
vom Inhalt S,, betrachtet. Dieses ist das Mittendreieck von T, und des um einen 
beliebigen Punkt der Ebene durch den Winkel x/2 gedrehten Dreiecks T,. Dann ist 
die Determinante d= |, &1|=2[4 . — 5 —S)+ilS;, +8,—48,)] von 
der Wahl des Koordinatensystems unabhängig. Für metaparallele (paralleloge) 
Dreiecke T,, T, ist ö reell und somit 8, + S, = 48, hingegen wird für orthologe 
Dreiecke ö rein imaginär und S, + Sy, = 48,,. Weiter zeigt Verf., daß in zyklischer 
Weise doppelt orthologe (metaparallele) Dreiecke sogar dreifach ortholog (meta- 
parallel) sind, und leitet eine Reihe ähnlicher Sätze ab, wie etwa: Wenn für zwei 
Dreiecke T,, T, die Kreise (', A, B,, A, B, CO), B,C, A, sich in einem Punkte 
treffen, so gilt dies auch von den Kreisen ©, A, By, A, B,Ü,, B, 0, A, (cosogonale 
Dreiecke). Auch hierzu werden zwei Gegenstücke aufgestellt. H.R. Müller. 


Alaime, R.: Sur une fermeture hexagonale. Mathesis 62, 30—33 (1953). 
In der Ebene sei ein Dreieck ABC und ein Punkt P gegeben. Zu jedem Punkt 
M, der Ebene wird nun ein sich schließendes Sechseck M, M, - - - M, nach folgender 
Vorschrift konstruiert: Man ermittle erst einmal die Punkte A, = (PA, M,B). 
ı= (PB, M,0), €, = (PC, M,A), dann schneiden sich AB,B(C,CA, in 
einem Punkt M,. In gleicher Weise ergibt sich zum Ausgangspunkt M, der Punkt M, 
usf. Schließlich gilt M,„= M,. Verf. studiert, auch für besondere Wahl von P 
(Schwerpunkt des Dreieckes usf.), die Verwandtschaft o, die M, in M, überführt, 
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desgleichen die Zuordnungen &? und @. Weiter werden die Bedingungen unter- 
sucht, unter denen sich die Sechseckdiagonalen in einem Punkt schneiden, usf. 
H. R. Müller. 

Cavallaro, Vincenzo G.: Sur Pellipse de Steiner par les segments torricelliens. 
Mathesis 62, 21—30 (1953). 

Unter Verwendung von Sätzen und Formeln von R. Deaux (dies. Zbl. 17, 178) 
werden Zusammenhänge der Torricellischen Figur eines Dreieckes und der Steiner- 
schen Ellipse &, die diesem mit dem Mittelpunkt im Dreiecksschwerpunkt @ ein- 
geschrieben ist, untersucht. Verf. findet u.a. folgende Ergebnisse: Die Differenz 
der Inhalte der beiden Napoleonischen Dreiecke — Inhalt des Ausgangsdreiecks. — 
Der Brennpunktabstand von e = 2/3 des geometrischen Mittels (g. M.) der Torri- 
cellisehen Abschnitte — 2 mal g.M. der Abstände des Schwerpunktes G@ von den 
isogonischen Punkten = 2 mal g.M. der Abstände des Punktes @ von den beiden 
isodynamischen Punkten. — Die Achsenlängen von = Summe bzw. Differenz der 
Abstände des Punktes @ von den beiden isogonischen Punkten = 1/3 der Summe 
bzw. Differenz der Torricellischen Abschnitte. Weiter werden die Zusammenhänge 
mit dem Brocardschen Kreis und Ellipse gegeben, sowie die Winkelfunktionen des 
Brocardschen Winkels und der beiden Steinerschen Winkel durch die Achsen von & 
ausgedrückt. Stimmen für zwei Dreiecke diese Winkel überein, so gilt dies auch von 
den Verhältnissen der Torricellischen Abschnitte, wie der Achsen der FRllipsen e. 
Schließlich wird das Ausgangsdreieck als Normalriß eines gleichseitigen Dreieckes 
aufgefaßt und dessen Neigungswinkel und Seitenlänge ermittelt. H. R. Müller. 


Raljevid, Sefkaja: Sur une gen6ralisation de la droite et du segment d’Euler. 
Soc. Sei. natur. Croatica, Period. math.-phys. astron., II. Ser. 8, 47—48 und französ. 
Zusammenfassg. 48 (1953) [Serbo-Kroatisch ]. 

Soient: 7’ le centre de gravite de n points M, vw =1,2,3,...,n), 7, j=1,2,3,...,n) 
les centres de gravit& de (n — 1) des n points M,(v = j) et V un point quelconque de l’espace. 
Alors, on ale Th&eor&me: Les droites 2,||VM, » =1,2,3,..., n), passant, respectivement, par 
les points 7, T;,..., T,„, se rencontrent en un m&me point S. — Les points S, T, V sont des 


points d’une m&me droite, et, ä la fois, ST:SV =1:n est valable. Dans le cas n — 3, si V est 
l’orthocentre du triangle M, M, M,, la droite (S, T, V) est la droite d’Euler. Autoreferat. 

Pavlovic, S. V.: Sur une demenstration g&eomeötrique d’un thöoreme de M. D. 
Pompeiu. Elemente Math. 8, 13—15 (1953). 

L’A. dimostra, con i mezzi della Geometria Elementare, il seguente Teorema di 
D. Pompeiu: Dato un triangolo equilatero E ed un punto P del suo piano & possibile 
costruire un secondo triangolo che abbia per lati i tre segmenti che uniscono P ai 
vertici di #. C. F. Manara. 


Sydler, J.-P.: Autre d&monstration du thöoreme de Pompeiu. Elemente Math. 

8, 15—16 (1953). & 

L’A. dä una dimostrazione analitica del seguente Teorema di D. Pompeiu: E 

sempre possibile costruire un triangolo i cui lati abbiano per lunghezze le distanze 
di un punto P dai vertici di un triangolo equilatero ABC (complanare con P). 
C. F. Manara. 


Thebault, V.: Sur le quadrilatere convexe inscriptible. Math. Gaz. 3%, 14—17 
1953). 
= 16 Mittelpunkte der Berührungskreise der vier Dreiecke, deren Ecken von 
den zu_je drei genommenen Ecken eines Sehnenvierecks gebildet werden, liegen 
zu je vier auf zwei Gruppen von je vier Parallelen, und die Parallelen der einen Gruppe 
stehen ‚senkrecht auf denen der anderen Gruppe. Von dieser vielleicht schon seit 
1800 bekannten Konfiguration beweist Verf. verschiedene neue Eigenschaften, ins- 
besondere von 16 in ihr enthaltenen Sechsecken mit rechtwinkligen aufeinander- 
folgenden Seiten. M. Zacharias. 
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Thöbault, Vietor: Sur la g6om6trie du tötraödre. Ann. Soc. sei. Bruxelles, 
I. Ser. 67, 5—12 (1953). 

A. Ist (P) = A) Ay: A, ein windschiefes, einer Kugel (0, R) einbeschrie- 
benes n-Eck, (P,) das (n— 1)-Eek aus den Eeken von (P) mit Ausnahme von A, 
und G, der Eekenschwerpunkt von (P,), so nennt Verf. (p) =6,6,:-:@, das 
komplementäre n-Eck von (P). K? sei die Summe der Quadrate der Entfernungen 
aller Eckenpaare von (P). Die Ebenen durch die Schwerpunkte von je n — 2 Ecken 
von (P) senkrecht zu der Sehne durch die beiden übrigen Ecken schneiden sich in 
dem Kantorschen Punkt 2. Die Kugel (2,0,) mit 0,?= [4(n—1) R?— K?]/(n—1) (n— 2)? 
ist die Longchampssche Kugel (,‚L. K.‘‘) von (p). Verf. weist die Existenz von 2 maln 
zur L. K. orthogonalen Kugeln nach. Mit diesen Kugeln und einer weiteren mit ihnen 
zusammenhängenden Gruppe von 16 Kugeln, die ebenfalls zur L. K. orthogonal sind, 
beschäftigt sich Verf. für den Fall n = 4 eines beliebigen und insbesondere eines 
orthozentrischen (d.h. einen Höhenschnittpunkt besitzenden) Tetraeders. — B. Ist 
L(x, y,2,t) der zweite Lemoinesche Punkt des Tetraederss T = ABCD mit den 
Gegenkantenpaaren aa’, bb’, cc’, dd’ (d.h. der Punkt, dessen Normalkoordinaten 
x, y,2,t bezüglich T den Umkreisradien der Dreiecke BCD, ... proportional sind), so 
sind L,(—%, y,2, 1), Ly(2, —y, 2, t),... die Assoziierten von L, d.h. die Schnitt- i 
punkte von AL, BL,... mit der Umkugel von T, und e ist abe-Di = 
ab'’c'-AL3+be'a’- BL53+ ca’b’.CL}, eine Ausdehnung des Ptolemäischen 
Satzes auf das Tetraeder. M. Zacharias. 

Backes, F.: Demonstration el&mentaire de la eonfiguration des quinze cereles 
de Stephanos. Mathesis 62, 12—14 (1953). 

C. Stephanos [C.R. Acad. Sci., Paris 93, 578—580, 633—636 (1881)] ging von 4 
beliebig im Raum angenommenen Kreisen 1, 2, 3, 4 aus, von denen keine zwei kosphä- 
risch sind, keine drei zu einer Kugel orthogonalsind und keiner ein Paar von Punkten 
enthält, die mit jedem der drei andern Kreise kosphärisch sind. Er bestimmte 
dann 4 andere Kreise 1’, 2’, 3’, 4’ derart, daß 1’ kosphärisch ist mit jedem der drei 
Kreise 2,3,4; 2° mit jedem der Kreise 1,3,4 usw. Der Schnittkreis ©,, der 
Kugeln (1, 2’) und (1’, 2) und die entsprechenden Kreise O3. Oj4: Oa3: C’a4, CO, bilden 6 
weitere Kreise der Konfiguration. Dann beweist er, daß die Kreise (5, (3, ko- 
sphärisch sind, desgleichen C'j3, O5, und O4, Oz, und daß die drei so bestimmten: 
Kugeln einem Büschel angehören. Der Grundkreis dieses Büschels bildet den 
fünfzehnten und letzten Kreis der Konfiguration. Verf. beweist elementar die 
Existenz der Konfiguration. M. Zacharias. | 

Laurenti, F.: Sur un systeme d’&quations trigonomeötriques. Mathesis 62, 
9—11 (1953). | 

Das System lautet 


AN 


4) a sin x sin %a + 5 cos x, 008 X, + c (sin + sin %g) + d(cos x, + cos 2,) = 
(2) [2 sin %g sin % + 5 cos %g CO8 I, + € (sin % + sin 2,) + d(cos ntr08%)=P, 
(3) asinz,sin x, + bcos 2, cos x, + e (sin 23 + sin x,) + d(cos x, + cos “)=p 
Wenn (4)ab +0 +d? + p(a+b)=0 ist, bleibt x, beliebig, und (1) und (3) 
geben x, und ,. Gilt (4) nicht, so sind mindestens zwei der drei Unbekannten 2%; 
Lg, Sg gleich (bis auf ein ganzes Vielfaches von 27). Eine geometrische Deutung 
führt auf einen Satz von Poncelet über Dreiecke, die bezüglich eines Kegelschnitts 
autopolar und einem zweiten Kegelschnitt einbeschrieben sind. M. Zacharias. 

Thebault, Vietor: On the skew quadrilateral. Amer. math. Monthly 60, 
102—105 (1953). 

Vaart, H. R. van der: The eontent of certain spherical polyhedra for any number 
of dimensions. Experientia 9, 88—89 (1953). 

Müller, A.: Auf einem Kreis liegende Punktmengen ganzzahliger Entfernungen. 
Elemente Math. 8, 37—38 (1953). 


’ 


155 


Verf. zeigt: Trägt man von einem Punkt des Umkreises eines gleichschenkligen 
Dreiecks mit ganzzahligen Seiten den Schenkel stets im selben Sinne beliebig oft 
als Sehne ab, so haben je zwei Punkte der entstehenden Punktmenge stets eine 
rationale Entfernung. Es gibt also in der Ebene beliebig viele nicht auf einer Geraden 
liegende Punkte mit ganzzahliger Entfernung. E. Trost. 

Cavallaro, Vincenzo G.: Propositions remarquables par rapport A la quadrature 
approch6e du cercle. Elemente Math. 8, 39—40 (1953). 


Analytische Geometrie. Projektive Geometrie: 


Kertesz, A. and T. Szele: On the smallest distance of two lines in 3-spaces. 
Publ. math., Debrecen 2, 308—309 (1953). 

Der Satz. daß je zwei nichtparallele Geraden des Raumes eindeutig eine ge- 
meinsame und zu beiden orthogonale Sekante bestimmen, und daß die durch die 
Schnittpunkte begrenzte Strecke derselben kleiner ist als bei jeder anderen ge- 
meinsamen Sekante, wird hier vektoralgebraisch (ohne Vektorprodukt) bewiesen. 

E. Schönhardt. 

Baur, Arnold: Die Brennpunkte der Kegelschnitte. Math.-phys. Semester- 
ber. 3, 80—96. (1953). 

Stellt man die Koordinaten der Punkte P, eines Kegelschnittes K als rationale 
Funktionen eines Parameters t dar und ist P ein beliebiger Punkt der Ebene von K, 


dann wird die Entfernung PP, eine quadratisch-irrationale Funktion von t. Verf. 


beweist, daß PP, rational von t abhängt, wenn P = Brennpunkt von K und um- 
gekehrt. R. W. Weitzenböck. 

Buckel, Walter: Eine Kennzeichnung des Systems aller Kreise mit nicht- 
verschwindendem Radius der euklidischen Ebene. J. reine angew. Math. 191, 13—29 
(1953). 

Für das System € aller Kreise mit nicht verschwindendem Radius (einschließ- 
lich aller Geraden) in der euklidischen Ebene E, werden die folgenden vier Eigen- 
schaften als charakteristisch nachgewiesen: 1. E ist ein System von Teilmengen 
von E, und enthält mindestens zwei verschiedene Elemente. — 2. Jedes Element C 
von € enthält mindestens zwei verschiedene Punkte, und je zwei Punkte von (C 
lassen sich durch eine Kurve verbinden, welche ganz in C verläuft. — 3. Zu je drei 
verschiedenen Punkten von E, gibt es genau ein ( aus @, welches diese Punkte ent- 
hält. — 4. & geht durch die Bewegungstransformationen des E, in sich über. 

G. Aumann. 

Buckel, Walter: Eine Kennzeichnung des Systems aller nichtzerfallenden Ke- 
gelsehnitte der projektiven Ebene. J. reine angew. Math. 191, 165—178 (1953). 

Folgende vier Eigenschaften erweisen sich als charakteristisch für das System Q 
aller nicht zerfallenden Kegelschnitte der projektiven Ebene P,: 1. Distein System 
von Teilmengen von P, und enthält mindestens zwei verschiedene Elemente. — 
2. Jedes Element Q von DO enthält mindestens drei verschiedene Punkte, die nicht 
auf ein und derselben Geraden liegen, und je zwei Punkte von Q lassen sich durch 
eine Kurve (topologisches Bild einer Strecke) verbinden, welche ganz in Q verläuft. — 
3. Zu je fünf Punkten von P,, von denen keine drei auf ein und derselben Geraden 
liegen, gibt es mindestens ein, und zu fünf verschiedenen Punkten von P, allemal 
höchstens ein Element aus Q, welches diese fünf Punkte enthält. — 4. Q geht durch 
die projektiven Transformationen des P, in sich über. Beim Beweis wird weit- 
gehender Gebrauch gemacht von den Ergebnissen der Arbeit des Verf., welche das 
analoge“Kennzeichnungsproblem für die Kreise in der Ebene behandelt. (Vgl. 
vorsteh. Referat.) G. Aumann. 

Seott, T.: On the Ö-invariant of two quadries. Proc. Edinburgh math. Soec., 
Ser. II 10, 25—36 (1953). 
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Zwei Flächen 2. Ordnung im R, (A’ x)? = 0 und (a’ x)? — 0 haben fünf pro 
jektive Invarianten, von denen ® = (A’ B' a’ b')* symmetrisch in beiden Fläche 
ist. Die geometrische Bedeutung von ® = 0 gaben Salmon und Sommerville 
es gibt zwei Systeme von je oo! Tetraedern besonderer Lage. Verf. bestimmt die 
Kurven 8. Ordnung, auf denen die Eckpunkte dieser Tetraeder liegen. 

R. W. Weitzenböck. _ 

Herrmann, Horst: Struktureigenschaften, Figurmatrizen und Zergliederungen 
projektiver Konfigurationen. Math.-phys. Semesterber. 3, 90—115 (1953). 

In einigen Einzelheiten erweiterte Fassung eines am 12. 7.52 in Hamburg ge- 
haltenen Vortrages und zugleich verkürzte, den pädagogischen Zwecken der Zeit- 
schrift angepaßte Fassung einer noch nicht publizierten Braunschweiger Habili- 
tationsschrift. Wie in zwei früheren Arbeiten (dies. Zbl. 36, 369; 42, 151) benutzt 
Verf. hauptsächlich die Methode der Reduktion der Konfigurationen auf solche 
in höheren Dimensionen, die zu derselben Figurmatrix gehören, aber möglichst 
wenige andere Inzidenzen aufweisen (Entflechtung, Entspurung), sowie die „Zer- 
gliederung‘‘ einer Konfiguration in mehrere. Bezüglich der Resultate sei auf die 
Arbeit selbst verwiesen (S. 98, Z.23 lies Inzidenzbegriff, statt Existenzbegriff). 

F. W. Levi. 

Lauffer, Rudolf: Zur Topologie der Konfiguration von Desargues. I. Math. 
Nachr. 9, 235—240 (1953). 

F. Levi (Geometrische Konfigurationen, Leipzig 1929, S. 171ff.) hat mit Hilfe 
räumlicher Betrachtungen und mit Benutzung der Anschauung gezeigt, daß die 
Konfiguration zweier perspektiven Dreiecke einer Ebene sechs topologisch wesentlich 
verschiedene Gestalten annehmen kann, in denen die projektive Ebene immer in 
12 Vierecke und 24 Dreiecke zerlegt wird. Verf. beweist dasselbe analytisch ohne 
Benutzung des Raumes und unter völliger Ausschaltung der Anschauung. 

M. Zacharias. 

Morduchaj-Boltovskoj, D. D.: Ein dreidimensionales und vierdimensionales 
Analogon des Pascalschen Satzes. Uspechi mat. Nauk 8, Nr. 2 (54), 135—138 (1953) 
[Russisch ]. 

Der inzwischen verstorbene Verf. beweist hier folgende, schon von Chasles be- 
hauptete Verallgemeinerung des Pascalschen Satzes: Gegeben seien ein Tetraeder 
T und eine Quadrik @. Bei Aufteilung der 12 Schnittpunkte von Q mit den Kanten 
von T in 4 Tripel, die man den Ecken und damit auch den Seiten von 7 zuordnet, 
erhält man ein weiteres Tetraeder 7’. Die 4 Geraden, in denen sich entsprechende 
Seiten von T und 7’ schneiden, liegen dann hyperbolisch. Dieser Satz wird auch 
noch weiter auf den A, verallgemeinert. Dabei ergeben sich 10 Ebenen spezieller 
Lage. Verf. stellt fest, daß sie 10 Treffgeraden besitzen; nach Ansicht des Ref. 
wird es sich vermutlich um 5 assoziierte Ebenen handeln. W. Burau. 

Charrueau, Andr6: Sur certaines suites et certains eyeles de projeetivites. ©. r. 
Acad. Sci., Paris 236, 455 —457 (1953). 

Eine neue Fortsetzung der Untersuchungen des Verf. über lineare Strahlen- 
komplexe eines Büschels (dies. Zbl. 48, 139). Es werden hier wieder die Polaritäten 
T, und 7, in bezug auf zwei Strahlenkomplexe eines nichtsingulären Büschels 
betrachtet und die aus ihnen gebildete Reihe von Projektivitäten: T,, 1, T, TıTs 


(T,T,) T,,(T, T,)?,...; es werden die Größen 6,= “ - x G=0,1,23...) (wo 
/1,A, die Parameter der singulären Komplexe des Büschels sind) der vorigen Ab- 
handlungen ausgerechnet, und der Fall 6, — 0 wird besonders diskutiert, 
E. Togliatti. 
Charrueau, Andre: Sur certains systömes de transformations. ©. r. Acad. Sci., 
Paris 236, 1529—1531 (1953). 


Verf. betrachtet hier (im Raume z. B.) die unendliche Reihe E der oo! Trans- 
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formationen durch reziproke Radien, deren Grundkugeln ein Büschel bilden ; solche 
'Transformationen besitzen folgende zwei Eigenschaften : 1. Das Produkt ”’=T Ind 
von drei beliebigen Transformationen von E gehört noch der Reihe E an; 2. Man 
kann in # einen solchen Parameter 4 wählen, daß die Parameter wu, u’ von T, T’, 
bei festgehaltenen 7, und 7,,, durch eine Homographie miteinander verbunden sind. 
Als Parameter ıı kann man die Abszisse des Poles einer Transformation von E wäh- 
len. Sind A,, A, die Abszissen der Grenzkugeln des Büschels, so benutzt Verf. auch 
als neue Parameter die Werte « = (u — A) (u —A,) oder ß = 1/(u — h), je nachdem 
4), #4, oder 4, =, = hist. Sind dann J, und J, zwei beliebige Transformationen 
von E,setztman T = J,J| und bildet man die Reihe ..., U ER IRRE 
so bilden die entsprechenden Werte von & (oder ß) eine geometrische (oder arith- 
metische) Reihe; im ersten Falle spricht man von einem Zykel in E, wenn. die be- 
trachtete Reihe eine endliche ist. Weitere Eigenschaften betreffen den Fall, daß 
(J,Jı)P =1 ist; usw. E. Togliatti. 

Lucaroni, Raffaele: Curve sotto forma parametrica. Archimede 5, 24—31 
(1953). 

Locher-Ernst, L.: Natürliche Umformung einer Kurve in ihre Evolute. Ele- 
mente Math. 8, 73—75 (1953). 


Algehraische Geometrie: 


Waerden, B. L. van der: Zur algebraischen Geometrie 16. Vielfältigkeiten 
von abstrakten Ketten. Math. Ann. 125, 314—324 (1953). 

Zu Beginn macht Verf. einige Vorschläge zur Vereinfachung der Terminologie, z. B. Viel- 
fältigkeit (Vielf.) statt algebraischer (alg.) Mannigfaltigkeit (Mf.), Teil statt Teilmf., unteilbare 
Vielfältigkeit, statt absolut irreduzible Mf., Kette statt cycle (im Sinne von A. Weil), Vielfältig- 
keit von Ketten statt alg. System von Mfn. — In dieser Terminologie erklärt Verf. die Grund- 
begriffe der bisherigen Theorie der Ketten auf einer Vielf. in einem projektiven Raum 8, wobei 
als Haupthilfsmittel die von ihm und W.-L. Chow den irreduziblen Vielfn. zugeordneten Cayley- 
Formen dienen (dies. Zbl. 16, 40). — Dann wendet sich Verf. seinem Hauptanliegen zu, nämlich 
der Frage, ob sich der Begriff einer Vielf. von Ketten auch für die von A. Weilin seinem Buche 
Foundations of algebraic geometry, Amer. Math. Soc. Colloqu. Publ. Bd. 29, New York 1946, ein- 


geführten abstrakten Vielfn. V = 72 TB; eh definieren läßt. Dabei liegt jede der endlich 
vielen Vielfn.V in einem projektiven Raum 8, , und die V sind miteinander durch die birationalen 
Transformationen (Trfn.) 7, verknüpft; diese sind außerhalb der „Grenzen‘“ F,„ der V, bi- 


regulär. — Statt wie bisher eine solche Vielf. von Ketten durch algebraische Gleichungen zwischen 
den Koeffizienten ihrer Cayley-Formen zu erklären, geht Verf. von einer allgemeinen Kette 


C =Xe,C“) von unteilbaren, d-dimensionalen, auf V liegenden abstrakten Vielfn. C'” aus 
und definiert mit Hilfe aller über dem Körper K simultanen Spezialisierungen (Spez.) der O'*” in 


die D' die Menge der Ketten D— &e, D“ als irreduzible Vielf. von Ketten. Eine Vielf. von 
Ketten ist dann eine Vereinigung endlich vieler irreduzibler. Dazu muß man vorher die Spez. 


einer unteilbaren abstrakten Vielf. © = 0” in eine abstrakte Kette D erklären. Bei der bi- 
rationalen Trf. T ,g entsprechen einander die © dachziegelartig überdeckenden Bausteine O\ 


und C/, von C und ebenso die unteilbaren d-dim. Teile A, und A, von D,bzw. D,. Die Haupt- 
schwierigkeit liegt in der Erkenntnis, daß bei der simultanen Spez. von O,in D, und O,in D, 
die Multiplizität f von A,in D, genau so groß ist wie die von A,inD,. Wenn man diesen Hilfs- 


satz gezeigt hat, kann man natürlich die abstrakte, durch Spez. aus C hervorgehende 
Kette Ddurch D = 2 f A definieren, wobei die A, Ay ... Sich jeweils zu der abstrakten Vielf. A 


zusammenschließen. Der Beweis des Hilfssatzes läßt sich darauf gründen, daß die birat. Trf. 
T,gim Broduktraum S, x 8, eine Vielf. C,g und ihre Spez. D,, induziert. Der Schnitt von 


C, bzw. D, mit einem allgemeinen d-dim. linearen Raum Z in S, besteht aus Punkten P bzw. R, 
wobei etwä-R, allgemeiner Punkt von A, sei. Die Multiplizität// von A, in D, ist nach Definition 
die Vielfachheit von R, unter den Punkten R bei der Spez. von Ü, in D,. Da es sich beim 
‘Übergang in den Produktraum 8, x S; um eine reguläre Projektion handelt, ist f auch 
die Mult. von A,, als Schnittkomponente von L x 8, mit D,,. Andererseits ist aber der 
lineare Raum L x S,so allgemein in 8, x S,, daß f auch die Mult. von A,;in D,,ist. Aus 
Symmetriegründen folgt daraus sofort die Behauptung des Hilfssatzes. E.-A. Behrens. 
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Val, Patrick du: Regular surfaces of genus two: part I. Canadian J. Math. 
216—237 (1953). k 

In der vorliegenden Abhandlung beschäftigt sich Verf. mit den algebraischen 1 
Flächen F, für welche p=p,=9,=2 und p’»=n+1>1 ist; diese Art algebra: 
Flächen ist noch nicht in allen Einzelheiten bekannt. Sie besitzen immer ein 2-kanonisches Mo- 
dell, das hier in den Fällen n = 1, 2, 3 besonders betrachtet wird. Wenn das kanonische System 
von F irreduzibel ist, so besteht das obengenannte 2-kanonische Modell aus einer Fläche F' 
eines Raumes S,+,; F*" liegt auf einem Kegel T;,;,, mit Spitze 8, _,; das kanonische System be- 
steht aus Kurven der Ordnung 2n, die in den erzeugenden Räumen &, des ‚Kegels liegen und 
die Kegelspitze in n festen Punkten A,, A,, . .., A„ treffen. In einigen F ällen ist F'r die Schnitt- 
fläche des Kegels /’;}, mit einer Mannigfaltigkeit @5”, welche den Kegel längs einer Kurve K" ü 
berührt (K” liegt in einem erzeugenden Raume des Kegels); die Schnittkurven der @5” mit Räu- 
men $, sind kanonische Kurven des Geschlechts n + 1. In anderen Fällen ist F'" die Basis- 
fläche eines Linearsystems von Quadriken mit der Dimension (n — 1) (n — 2)/2. N Weitere Eigen- 
schaften betreffen die Punkte A, und die Projektionen der F'" auf Räume einer niedrigeren 
Dimension. Die Frage der Bestimmung aller Arten von F'” kompliziert sich rasch mit steigen- 
dem n. Die F'" sind für n = 1,2 alle bekannt; ihre Beschreibung wird hier wiederholt; für 
n = 2 hat man zwei F*"; aber die eine ist ein besonderer Fall der anderen (F. Enriques, Le 
superficie algebriche, Bologna 1949, S. 315 — dies. Zbl. 36, 371 — betrachtet sie als verschieden). 
Für n = 3 hat man 4 Arten der F'*; die erste ist eine F'!? des Raumes $,, Schnitt des Kegels 
T} mit zwei geeigneten kubischen Hyperflächen; die anderen besitzen verschiedene Besonder- 
heiten, ohne daß Verf. imstande ist, zu behaupten, daß sie Grenzfälle der ersten Art seien. 

E. Togliatti. 

Val, Patrick du: Algebraie loci whose eurve seetions are hyperelliptie. J. 
London math. Soc. 28, 1—8 (1953). | 

Die hier mit ”A% bezeichneten algebraischen Mannigfaltigkeiten gehören einem 
r-dimensionalen Raume an, haben die Dimension k >2 und die Ordnung n; ihre 
Schnittkurven mit Räumen S,_, , sind hyperelliptisch und haben das Geschlecht 
x >2. Nach einigen allgemeinen Bemerkungen erinnert Verf. daran, daß jede 

; als Schnitt einer rationalen R%,,, Ort von oo! Räumen S,, mit einer Quadrik @ ° 
erhalten werden kann; die Quadrik Q kann eventuell durch eine gewisse Anzahl er- ’ 
zeugender Räume S, der R%%ı hindurchgehen. Verf. zeigt dann durch analytische 
Darstellung der RA, 1, daß die "HF existiert und kein Kegelist: 1.wenn +2 <n< 
2rr + 2 ohne weitere Bedingung für k; 2. wenn n=2r7 +3 und k<2r +3; 
3. wenn n >2nr +4 und rn -+2k<An-+ 8. Alle diese Fälle können durch die 

ee, 
einzige Bedingung n <S k Er 

Dedd, Modesto: Una classica superficie del quarto ordine ed eleganti questioni 
ad essa collegate. Periodico Mat., IV. Ser. 31, 104—128 (1953). 

Verf. gibt eine elementare Behandlung der bekannten Eigenschaften der Fläche 
vierter Ordnung mit 12 Doppelpunkten (desmische Fläche) und der mit ihr ver- 
bundenen desmischen Tetraeder. M. Piazzolla- Beloch. 

Chätelet, Francois: Sur un exemple de M. B. Segre. ©. r. Acad. Sei., Paris 
236, 268—269 (1953). 

B. Segre has proved the theorem: If a non-singular eubie surface S, with 
rational coefficients, has the following two properties: 1° there exists on S a rational 
sextuplet, i. e. a set of 6 lines, two by two skew ; 2° S contains at least one rational 
point, then there is a birational eorrespondence with rational coeffieients between 
S and a plane (this Zbl. 43, 275). Segre did not succeed in constructing a surface 
S, satisfying 1° without satifying 2°. In this paper the author gives an example 
of such a surface. W. Ljunggren. 

(Godeaux, L.: Sur un th6or&me de Bertini et Laguerre eoncernant les quartiques 
gauches rationnelles. Mathesis 62, 5—8 (1953). 

Sur la quadrique qui eontient une quartique (€ de 2° espece, il existe quatre 
generatrices du systeme tris6cant tangentes A C'; la projeetion de © du point d’inter- 
section d’une de ces tangentes, autre que le contact avee (', est une eubique cuspi- 
dale. Le theor&me de Bertini-Laguerre sur les trois cordes prineipales de C', revient 


(rc + 1) ausgedrückt werden. E. Togliatti. 
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a l’existence pour une cubique cuspidale c de trois couples de coniques g et g’ passant 
en un point quelconque S du plan, au cuspide et par deux points A et A’ de c, tels 
que g passe simplement en A’ et oscule c en A, g’ ayant la disposition inverse en 
A et A’. La propri6te de concourance des trois cordes principales, revient A montrer 
que si l’on choisit deux couples de telles coniques, le cuspide, S et les 4 points A sont 
sur une conique. Demonstration analytique & partir de l’&quation 2.22 — y? — 0 
de la ceubique cuspidale. B. d’Orgeval. 

Sz.-Nagy, Gy.: Ableitung einer algebraischen Kurve vierter Ordnung vom 
Index 2 aus Kegelschnitten. Publ. math., Debrecen 2, 166—168 (1953). 

Si costruiscono e si studiano quartiche piane irridueibili reali di indice due, 
essendo l’indice di una curva piana reale il minimo numero dei punti reali in cui la 
curva & tagliata dalla rette del suo piano. Si sottopone perciö a piccola variazione 
una quartica spezzata in una iperbole ed in una ellisse che tagli in due punti ciascuno 
dei due rami dell’iperbole. — Il recensore osserva che l’assunzione di tale quartica 
riducibile equivale a quella di una quartica spezzata in due coniche reali secantesi 
in quattro punti reali non egualmente ordinabili su di esse, piüı aderente al carattere 
proiettivo della questione. V. E.Galafassi. 


Differentialgeometrie in Euklidischen Räumen: 


Gifford jr., P. W.: Some refinement in the theory of specialized space ceurves. 
Amer. math. Monthly. 60, 384—393 (1953). 

In der differentialgeometrischen Kurventheorie schließt man gewöhnlich die 
Punkte aus, in denen r'(f)=0 oder x’ x r”=0 ist. Verf. zeigt, daß man zur 
Kennzeichnung einer Kurve als Gerade oder als ebene Kurve mit schwächeren Vor- 
aussetzungen auskommt, z.B. (Satz IIIb): Ist r(t) n-mal stetig differenzierbar 
(r >1) und in jedem Punkte mindestens ein Ableitungsvektor ı® #0, (k<n), 
und re’ xr”= (0, dann stellt r(t) eine Gerade dar. H.Gericke. 


Hartman, Philip and Aurel Wintner: Envelopes and diseriminant eurves. Amer. 
J. Math. 75, 142—158 (1953). 


The paper is concerned with the possible existence of an envelope for the solution curves 
of a real differential equation of the form y’ = f(x, y), where f is single-valued and continuous. 
A criterion is given which assures the existence of such envelopes. As an application the equation 
(x) a da +2bdxzdy+cdy?=(0 is considered, where a, b, c are continuous functions with 
discriminant D= ac —b?< Q in the (z, y)-region under consideration. Ifa, b, c are of class O1 
and D(0,0) — 0, grad D(0,0) = 0 and further the discriminant curve D(x, y) = 0 is a solution 
of (&), then it is an envelope of the two families of solutions of (x). If (x) is the equation of the 
asymptotic curves on a surface $ of class O®, the theorem gives conditions under which D(x, y) = 0 
is an envelope of the asymptotic curves of the hyperbolic region of S. The discriminant curves 
which are locus of singular points [a(z, y) = b(x, y) = c(&, y) = 0] are then considered. This 
is the situation if («) represents either the differential equation of the lines of curvature on Ei 
surface and the set of umbilical points forms an arc, or the differential equation of the asymptotic 
lines and the set of flat points forms an arc. As an illustration the behavior of the lines of curva- 
ture near a line of umbilical points is discussed. As an appendix some pathological examples 
referring the existence of orthogönal trajectories of a given sheaf of curves are given. j 

L. A. Santalo. 

Hartman, Philip and Aurel Wintner: On the curvatures of a surface. Amer. J. 


Math. 75, 127—141 (1953). 
A surface S is said to be of class 0" (n > 1) if it has [on some (u, v)-domain] a parametric 
representation X = X (u, v) with three components of class €” (i. e. with continuous partial 
derivates of n-th order) and with X, A X, # 0. From a theorem of Lichtenstein on elliptie 
differential equations, the following theorems are deduced: (i) If 8 is of class (ir where n > 2, 
and if itsıhean curvature H(u, v) is of class C”, then S is of class C"#, (i) If 8 is of class 0", 
where n > 2, and if its Gaussian eurvature K (u, v) is positive and of class C”, then S is of class 
"+1, If,the last theorem is true for n — 2 remains an open question. In both theorems the 
assumption that H and K are of class ©”, cannot be replaced by the assumption that they are 
of class C“-1, However the following theorem holds: (I) Let 8 be of class €"! with the properties: 
&)n>2;ß) K is of class 0"71; y) H is of class 0"; 6) H’> K. Then S is of class C"+1, For 
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the case K — constant the assumption &) can be replaced by n = 2. The theorem is false if 
any one of the assumptions ß), y), ö)isomitted. Ifitis true in general forn — 2 remains undecided. 
If instead of H and K the coefficients h,, of the second fundamental form are taken in consi- 
deration, the following theorem holds: (II) If 8 is of class €” for some n > 2, and the coefficients 


Ay Ass are of class 0-1, then S is of class CO". . L. A. Santalo. 
Grotemeyer, K. P.: Über die Verbiegung konvexer Flächen mit Rand. Math. 
2. 58, 41—45 (1953). | 


Zu seinen früheren Sätzen (dies Zbl. 46, 393) über eindeutige Bestimmtheit von 
Flächen, aus denen sich sofort solehe über die Unmöglichkeit endlicher Verbiegung 
ergeben, fügt Verf. zwei neue hinzu. Sie beziehen sich auf „„Mützen‘‘ (Übersetzung 
einer russischen Bezeichnung); das sind konvexe, einfach zusammenhängende Flä- 
chenstücke, die eine eineindeutige Orthogonalprojektion in eine Ebene zulassen. 
Die Randbedingung lautet entweder: 1. „Die Randkurven sind kongruent‘, oder: 
2, „Der eine Rand ist eben, die Randkrümmungen stimmen überein“. Für die Rand- 
untersuchungen wird die von Blaschke angegebene Streifentheorie benutzt. Ferner 


kommt ein vektorieller Integralsatz zur Anwendung: [f#el Ed=— ® Alkn,y.ds. 


A,, bedeutet die Differenz der Tensoren der 2. Fundamentalformen der Flächen, 
- au öj, n, die Normale zur Rand- 
kurve in der Fläche. Multiplikation mit geeignetem konstanten Einheitsvektor 
führt zum Widerspruch mit der Annahme nicht-kongruenter Flächen. — Die Analoga 
der Sätze für infinitesimale Verbiegbarkeit werden mit einer Integralformel des Ref. 
bewiesen. — Verf. fügt die Bemerkung bei, daß man in seinen Eindeutigkeitssätzen 
die Forderung K > 0 durch H = H* (Gleichheit der mittleren Krümmungen) er- 
setzen kann. — Abgesehen von den neuen Sätzen bedeutet die Einführung vek- 
torieller Integralsätze in die Theorie und die konsequente Verwendung der Streifen- 
theorie am Rand auch einen beachtlichen methodischen Fortschritt. E. Rembs. 
Tartakovskij, V. A.: Über die N-Invarianten N. V. Efimovs aus der Theorie der 
Verbiegung von Flächen. Mat. Sbornik, n. Ser. 32 (74), 225—248 (1953) [Russisch]. 
Es sei F(x, y) eine Form n-ten Grades, R(x. y) eine Potenzreihe, deren Glieder 
von höherem Grad sind als n. Für die Untersuchung der Verbiegbarkeit von Flächen 
z2= F(x,y) + R(xz, y) mit einem Flachpunkt n = y=0 ist die Frage nach 
den zu F „pseudoorthogonalen‘“ Formen ® von Bedeutung, die der Gleichung 
F 5 Dyy— 2 Fan Pau + Fov Par = 0 genügen. Die Formen F, zu denen es keine 
pseudoorthogonalen von höherem Grad als F gibt, heißen ‚normal‘, eine Bezeich- 
nung, die sich durch die folgenden Sätze rechtfertigt, die übrigen „speziell“. Die 
Formen n-ten Grades mit den Koeffizienten AyAy:-.,4, werden als Punkte im 
Raume A, gedeutet. A/, sei die Menge der Punkte spezieller Formen. Es gilt Satz A: 
Für n = 1,2,3,4ist A, = A,. Für n 5 besteht A/, aus einer abzählbaren Menge 
algebraischer Mannigfaltigkeiten in A, mit kleineren Dimensionszahlen als A, selbst. 
Normale Formen, die frei sind von mehrfachen Linearfaktoren, heißen E-(fimow)- 
Formen. Mit A,’ wird die Menge aller Nicht-E-Formen, mit A, die der E-Formen 
bezeichnet. Es gilt der Satz B: Für n = 1, 2,3, 4 ist die Menge A, leer, A//’ = A: 
Für n = 5 besteht A," aus einer abzählbaren Menge algebraischer Mannigfaltig- 
keiten in A, mit kleineren Dimensionszahlen als A,. Sonderfälle dieses Satzes hatten 
Efimow, Hoesli und Berri angegeben. E. Rembs. 


A’k den „adjungierten‘‘ Tensor: A’ A,, 


Sretenskij, L. N.: Bemerkungen zu der posthumen Arbeit N. N. Luzins über 
die Integration der Gleichungen der Verbiegung von Flächen auf Hauptbasis. Uspechi 
mat. Nauk 8, Nr. 2 (54), 75—82 (1953) [Russisch]. 

Luzin, N. N.: Über die reguläre Lösung des Problems der Verbiegung einer 
Fläche auf Hauptbasis. Uspechi mat. Nauk 8, Nr. 2 (54), 83—91 (1953) [Russisch ]. 

„Verbiegung auf Hauptbasis“ bedeutet: Verbiegung mit Erhaltung eines konjugierten 
Systems. dv/du = p(u, v), dv/du — y(u,v) seien die Gleichungen des Hauptbasisnetzes. K.M. 
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Peterson hatte ein System von drei partiellen Differentialgleichungen 2. Ordnung für 9, y 
angegeben. Die Probleme kommen auf Verträglichkeitsuntersuchungen solcher Gleichungen 
hinaus. Durch S. S. Bjuschgens (1918) und S. P. Finikov (1937) waren besonders die fol- 
genden Probleme gestellt und weitgehend gefördert worden: 1. Auf einer gegebenen Fläche alle 
Hauptbasen nachzuweisen. 2. Alle Flächen mit gegebenem Linienelement zu ermitteln, welche 
eine Hauptbasis besitzen. — Sretenskij gibt zunächst einen Überblick über fünf von Luzin 
in den Jahren 1938, 1939 hierzu veröffentlichte Arbeiten. Von Luzin stammen die Sätze: 
1. Es gibt Flächen 2; = P;(u, v) | =1,2,3, P, = Polynom] ohne Hauptbasis. 2. Zu geeignet 
vorgegebenen Funktionen F(w, v), G(u, v) kann man E(u, v) so bestimmen, daß keine analytische 
Fläche mit dem Linienelement ds? = E du? + 2F du dv + Gdv? eine Hauptbasis besitzt. 
3. Für jede analytische, nicht abwickelbare Fläche 8 gibt es eine von zwei willkürlichen Funk- 
tionen einer Variablen abhängige Menge analytischer, auf S abwickelbarer Flächen, die keine 
Hauptbasis besitzen. — Danach wurden von Luzin zwei weitere Probleme in Angriff genommen: 
1. Das „allgemeine“, die notwendigen und hinreichenden Bedingungen zu finden, daß ein gege- 
benes Linienelement Flächen mit Hauptbasis besitzt. 2. das „spezielle“, die notwendigen und 
hinreichenden Bedingungen zu finden, daß eine durch die Fundamentalgrößen 1. und 2. Ord- 
nung gegebene Fläche eine Hauptbasis hat. Zu beiden Fragen wurden Antworten gegeben, 
die noch nicht endgültigen Charakter hatten. Insbesondere wurde gefunden, daß im speziellen 
Problem die Verträglichkeitsbedingungen auf zwei Gleichungen folgender Art führen: 


f7 CE € 
Rı(E, F,G, ee a .) —=(, @=1,2), doch war die Gestalt der Funktionen R, nicht ermittelt 


worden. — Die explizite Angabe der R, war das Ziel der weiteren Untersuchungen Luzins. 
Bei seinem Tod (1950) lag ein 350 Seiten umfassendes Manuskript vor, das größtenteils aus 
Rechnungen bestand. Die wichtigsten dieser Formeln sind unter dem oben angegebenen Titel 
veröffentlicht worden. Im Falle des speziellen Problems reduziert sich die Aufgabe auf nur 
zwei partielle Differentialgleichungen 2. Ordnung für 9, y, zu denen bei Verwendung von Asym- 
ptotenparametern noch die Gleichung +y=0 tritt. Indessen werden von Luzin beide 
Funktionen beibehalten. Die Gestalt der zwei Gleichungen legt es nahe, sie so umzuschreiben, 
daß statt der partiellen Ableitungen Operatoren 4% = ö/eu + p 8/öv auftreten, und die Ver- 
träglichkeitsuntersuchungen in diesen Operatoren zu führen. Es treten höhere Operatoren auf, 
die sich durch mehrfache (bis zu vierfacher) Anwendung des A-Operators ergeben. Eine besondere 
Bedeutung wird vier „„Resolventengleichungen‘‘ zugemessen, die die Differenzen zweier aus @ 
und 9 symmetrisch gebildeter Operatoren höherer Ordnung durch solche niedrigerer Ordnung 
darstellen. Luzin gibt für seine Rechnungen ein genaues Programm an, bei dem die Benutzung 
der Resolventen letzthin dazu führen müßte, zwei algebraische Gleichungen zwischen den 
Christoffelschen Symbolen und ihren partiellen Ableitungen zu finden. Leider sind die Rech- 
nungen infolge seines Todes nicht zu Ende geführt worden. E. Rembs. 
Pan, T. K.: A proof of a sufficient condition that two surfaces be applicable. 


Amer. math. Monthly 60, 318—319 (1953). 


Jonas, Hans: Zur Theorie der W-Kongruenzen mit ebener Mittelfläche. Math. 
Nachr. 9, 1—21 (1953). 

Die Arbeit handelt von der Konstruktion von Strahlsystemen, deren Strahlenmittelpunkte 
eine Ebene („ebene Mittelfläche“) bilden. Als erzeugende Flächen z = z(x, y) der Kongruenz 
dienen dabei solche Flächen, deren Asymptotenlinien w, v die abwickelbaren Flächen der Kon- 
gruenz entsprechen. Um die W-Kongruenzen mit ebener Mittelfläche zu bestimmen (d. h. 
jene, auf deren Brennflächen sich die Asymptotenlinien entsprechen), hat U. Sbrana [Rend. 
Cire. mat. Palermo 23, 169—184 (1907)] eine partielle Differentialgleichung dritter Ordnung 
aufgestellt, während J. Drach [Bull. Soc. math. France 52, 434—467 (1924), 53, 1—23 (1925)] 
das Problem auf die Bestimmung einer indefiniten quadratischen Differentialform a? du? — b? dv? 
der Krümmung Null zurückführte, bei der die Funktionen a(u, v) und b(u, v) durch eine Rela- 
tion verbunden sind. Dieses erste Ergebnis von Drach wird in vorliegender Arbeit auf eine 
direktere Art hergeleitet. Drach hata.a.O. weiter gezeigt, daß zur Bestimmung der W-Kon- 
gruenzen mit ebener Mittelfläche (abgesehen von der Lösung gewöhnlicher Differentialgleichungen 
des Argumentes x + ß) die Kenntnis eines Integrals 9 (x, P) der harmonischen partiellen Diffe- 
rentialgleichung d,, — F (x + ß) -® erforderlich ist. Auch für diese zweite Lösung des Problems 


nach Drach gibt Verf. eine vereinfachte Herleitung, wobei die M outard-Guichardsche Theorie 
der W-&8ysteme herangezogen wird. Der Zusammenhang der beiden Drachschen Methoden wird 
später genauer dargestellt. Neu ist das Ergebnis, das sich jede W-Kongruenz mit ebener Mittel- 
fläche ermem durch sie völlig bestimmten W-Verbande eingliedern läßt. — U. Sbrana befaßte 
sich 1. e. vor allem mit dem Sonderfalle der W-Normalenkongruenzen, d. h. der Weingarten- 
Flächen mit ebener Mittelfläche ihrer Normalenkongruenzen. Auch dieses Problem 
wird hier in wesentlich vereinfachter Art erledigt, wobei als erzeugende Hilfsflächen allgemeine 
Scherksche Minimalflächen dienen. Besonderes Interesse wird dabei den W-Kongruenzen 
jener Darbouxschen Klasse zugewandt, welche an die Moutardsche Gleichung ®, = 0 gebunden 
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sind. Es sind das spezielle R-Kongruenzen, deren Brennflächen R-Flächen sind (d.h. ein kon 
jugiertes Kurvennetz tragen, in dem die Tangenten beider Scharen W-Systeme sind). Die da 
auftretenden R-Flächen besitzen sogar unendlich viele solche R-Netze, unter denen sich au 
Minimalflächen, insbesondere Ennepersche Minimalflächen befinden. Es ergibt sich da 
eine neue Beziehung der Enneperfläche zu der parabolischen Tetraedralfläche 22 = 3(z?? — y?R), 
Die Arbeit schließt mit einer neuen Konstruktion der Minimalfläche von Enneper mittels ei 
hyperbolischen Paraboloids und verschiedenen anderen Bemerkungen über ee 

\ . ecker. 


Nitsche, Joachim und Johannes Nitsche: Ein Satz über die Normalen der Niveau- 


flächen einer Potentialfunktion. J. rat. Mech. Analysis 2, 115—124 (1953). 

Ein Strahlenkomplex kann auf viele Arten in einparametrige Scharen von Normalsystemen 
zerlegt werden; deren Festlegung erfordert die Lösung einer linearen partiellen Differential- 
gleichung. Ordnet man jedem Normalsystem eine seiner Orthogonalflächen zu, so erhält maneine 
Flächenschar im Raume, die als Normalflächenschar bezeichnet wird. Der Komplex ist 
dann der Inbegriff aller Normalen der Normalflächenschar. Es entsteht nach W. Haack (dies, 
Zbl. 20, 363) die Frage, ob räumliche Potentialfunktionen existieren, deren Niveauflächen 
(„Potentialflächen‘‘) als Normalenflächenschar eines gegebenen Komplexes aufgefaßt werden 
können. Im Falle der Bejahung könnte man nämlich hoffen, daß sich die Lösungen der Potential- 
gleichungen durch den Trägerkomplex der Normalen ihrer Niveauflächen kennzeichnen und 
klassifizieren lassen. Diese Frage wird in der vorliegenden Arbeit für den Sonderfall behandelt, 
daß der Trägerkomplex aus den Tangenten einer Fläche im Raum besteht. Die Antwort fällt 
negativ aus: Es gibt keine Potentialfunktion F(x, %, z), deren Niveauflächen F = const. Nor- 
malen haben, welche alle eine gegebene Fläche als Brennfläche besitzen. — Methodisch benutzt 
die Arbeit Cartans begleitende Dreibeine und alternierende Differentialformen. Die Fläche wird 
als dreidimensionale Mannigfaltigkeit ihrer Tangenten aufgefaßt. Es werden zuerst die Differen- 
tialgleichungen zur Bestimmung einer Normalfläche des Komplexes aufgestellt. Sodann werden 
zwei zusätzliche äußere Differentialgleichungen hergeleitet, welche bestehen müssen, wenn die 
Normalenflächenschar aus Niveauflächen einer Potentialfunktion bestehen soll. Schließlich wird 
der etwas umständliche Beweis der Unverträglichkeit der Gleichungen geführt. K. Strubecker. 


Riemannsche Mannigfaltigkeiten. Übertragungen: 


Blanchard, Andre: Recherche de structures analytiques complexes sur certaines 
varietes. C. r. Acad. Seci., Paris 236, 657—659 (1953). 

Cette Note &tudie l’existence de structures analytiques complexes sur une 
variete qui sont compatibles avec une metrique donnde. Les deux prineipaux 
rösultats sont les suivants: 1. Soit D un domaine de l’espace euclidien A 2n dimen- 
sions (r&elles) muni d’une structure presque complexe compatible avee la mötrique 
usuelle. Alors la condition necessaire tensorielle classique pour que cette structure 
derive d’une structure analytique complexe est aussi suffisante. 2. Soit V,, une 
vari6t& riemannienne „conformally flat“. Alors l’espace fibre de base V,„ et de fibre | 
SO(2n)/U(n) associ6 & l’espace fibr& prineipal des reperes orthonormaux possede 
une structure analytique complexe telle que les structures analytiques complexes de | 
V,„ eompatibles avec la mötrique donnee s’identifient aux sections de la fibration 
qui sont des sousvari6tös analytiques complexes. La Note se termine par deux 
applications, }’une A S,, l’autre aux tores complexes. A. Borel. 


Hawley, N. 8.: Constant holomorphie eurvature. Canadian J. Math. 5, 53—56 
(1953). 

Sur une variöt6 doude d’une mötrique kählerienne ds? — g,; dz, dzz, I’A. con- 
sidere les elements A deux dimensions r6elles (sections holomorphes) qui sont tangents 
aux courbes analytiques complexes: si la courbure est la m&me pour toutes les sec- 
tions holomorphes, le tenseur de Riemann-Christoffel a la forme Runi= 
— 3b [9.5 9a + 9a 965) Aapres un rösultat de S. Bochner. L’A. en deduit que 
si une vari6te kählerienne a une courbure holomorphe constante sa surface de re- 
couvrement est isometrique & la boule unit6 si b=—2 et & l’espace projectif si 
b>0; si elle est compacte, & courbure holomorphe n6gative et constante, son 
groupe d’hom6&omorphies analytiques est alors fini. P. Lelong. 
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Schouten, J. A.: On subprojeetive affine connections. Indagationes math. 
15, 72—79 (1953) = Nederl. Akad. Wet., Proc., Ser. A 56, 72—79 (1953). 

T. Adati, in a series of six papers (this Zbl. 44, 187; 45, 112) has proven a series of theorems, 
on subprojective spaces [first introduced by B. Kagan, (. r. Acad. Sei., Paris 191, 548—550 
(1930)]. The present paper presents a new method to obtain and to improve on Adati’s results. 
It leads to the theorem that if the connexion of a not projectively euclidean affine manifold A, 

_ can be written in the form 77, — 2 w, Ay + w,; 0%, wi] = 0 with respect to some special 
coordinate system, and if in this system the vectorfield v* can be written in such a form that, 
0; v" = a’ A} + y;v*, then the connexion is subprojective. When the A, is Riemannian, Adati’s 
result is reached, and certain of Adati’s restrietions for A, are removed. Some simple solutions 
of the set of differential equations under consideration are obtained and it is shown that the 
case a’ + 0 only arises because of an unsuitable choice of the coordinate system. — Use is made 
of the following auxiliary theorem: For n > p + 1 an expression oftheform F = Ara Bu + 
AR CO, + z* Dix where Ci.) = Zi) =0; 4,5, k=l,...„n;a=l,...,9;5 2" linearly inde- 
pendent, is zero if and only if B,,, C,; and the Zi; are all zero. This is also true forn =p-+1, 
except when B,,has rank 1 and O,,;—= Br,;]. If any object can be written in the form F and also 
in the form Al, B,: + 40 + 2 Zur Ole) = Zip) = 0 and if the number of linearly 
independent ones among the 2” and "is p+qg—s, it follows that ’B,,; = By, and ’O,,; = Oy 

‚for n>p+qg—s+1. This is also true for n = p+-g—-s-+1 except in the case that 
Br; => "Bis has rank 1 and Or; = "Op = Birs] = "Bipsl- J. Struik. 

Kurita, Minoru: On the vector in homogeneous spaces. Nagoya math. J. 5, 
1—33 (1953). 

The author developes and formulates in a stricter way the general definition of vector and 
the condition under which a suitable covariant differential of a vector is also a vector, given by 
E. Cartan (this Zbl. 15, 416). Let @ be a r-parametrie Lie group which operates transitively on 
an n-dimensional space (r >n) and let us agree in the following range of indices: 1,7, k=1,2,...,n 
6ß=n-+1,..,1r;5 9,94,8=1,...r. Let w, be the relative components of G and w, the 
relative components of the homogeneous space @/H, where H is the subgroup of @ which leaves 
a fixed point of the space invariant. If c,„, are the structure constants of G, the covariant 
differential of a vector v, is defined by Dv, = dv, — X c,,,@®,®, and it is shown that these 
Dv, are components of a vector if and only if c,,; =0 holds. The equations Dv, = 0 define 
a parallelisme in the space @/H which does not depend on the path if the condition ce, = 0 
is satisfied (i. e. if @is generated by H and an n-parametrie invariant subgroup). Next the author 
gives a definition of geodesic curves in a homogeneous space admitting a parallelism of a vector 
and prove that under certain conditions the geodesics thus defined are extremal for any invariant 
integral of the space. If the homogeneous space admits an invariant Riemannian metric, there 
are the parallelism and the geodesic defined above and those derived from the riemannian con- 
nection attached to the riemannian metric; both parallisms coincide if the space is symmetric 
and the geodesics coincide if c,,, is a trivector. Finally some properties of the spaces with a 
connection associated with a homogeneous space are investigated. L. A. Santalo. 


Kurita, Minoru: Grouptheoretical characterization of projective space and 
conformal space. Nagoya math. J. 5, 59—74 (1953). 

If G is the group of projective transformations in the »-dimensional projective 
space and H is the subgroup which leaves invariant a fixed point, the covariant 
differential of a vector in the homogeneous space @/H (see the preceding review) 
is not a vector. However if H, is a certain subgroup of H, a covariant differential 
of a vector in the space G/H, may be defined which is also a vector. The spaces 
in which an analogous situation occurs are called spaces of projective type, the 
conformal space being a second example. The author characterizes among the homo- 
geneous spaces of projective type the projective and the conformal spaces by cer- 
tain properties. L. A. Santalo. 

Davies, Evan T.: On the invariant theory of contact transformations. Math. 
2. 57, {15—427 (1953). 

In den ersten beiden Paragraphen wird der bekannte Apparat der Einbettung 
einer X” in einen metrischen, nicht notwendig symmetrischen Raum entwickelt. 
Darauf “werden Kontakttransformationen in Beziehung gesetzt zu der X. Es 
wird gezeigt, 1. daß die Schoutenschen Verbindungsgrößen in natürlicher Weise zu 
den erwünschten zwei Systemen von lokalen Bezugssystemen führen, 2. daß die von 
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Doyle verlangten Einschränkungen bei der Bestimmung der Übertragungspara 
meter unnötig sind und 3. daß die Verallgemeinerung, bei der nicht mehr 
einem kovarianten Vektorfeld ausgegangen wird, sich von selbst ergibt, wenn 
das anholonome Gebilde in einem Raume betrachtet, dessen Tensoren nur Funk 
tionen des Ortes sind. J. A. Schouten. 


Allgemeine metrische Geometrie. Konvexe Gebilde. Integralgeometrie: 


Bouligand, Georges: Sur les transformations de contact. ©. r. Acad. Sei, 
Paris 236, 1217—1219 (1953). 
Les prineipaux resultats de cette note sont les suivants: (1) p designant une 
fonction de deux variables x et y, definie dans une region (ensemble ouvert eonnexe) 
r du plan des (x, y), A derivees premieres continues, l’ensemble des plans tangents 
A la surface repr6sentative S: 2 — p(x, y) dans l’espace euclidien E, n’admet pas 
de points interieurs dans l’espace (tridimensionnel) des plans de E,. (2) L’image” 
T' de S par la transformation M = (x, y, x, p. q) (p = &z/öx, q = &z/öy) admettant 
des deriv6es premieres continues, est aplatie au sens suivant: l’image par 7 d’une- 
petite rondelle de S est incluse dans un eylindre droit € dont la hauteur est petite 
par rapport au rayon du eylindre droit maximum & base eirculaire parallele a © 
et inelu dans ('. L’A. donne de (1) une d&monstration geometrique intuitive. - 
Chr. Pauc. 


Green, J. W.: Curves encircling a eylinder. Amer. math. Monthly 60, 30—31 
(1953). | 

Verf. untersucht Kurven, welche auf einem geraden Kreiszylinder vom Radius 1 
liegen. jede Erzeugende des Zylinders einmal treffen und für welche die obere Grenze 
des Abstands zweier Punkte den Wert 2 hat. Es zeigt sich, daß sie rektifizierbar 
sind; für ihre Länge / gilt 2x SL =S2 Y2 r. Ist H ihre Höhe, d.h. der kleinste 
Abstand zweier zum Zylinder senkrechter Ebenen, zwischen denen die Kurve liegt, 


so gt 0OSHS v2. Die unteren Grenzen werden natürlich vom Kreis erreicht. 


Verf. gibt Beispiele für Kurven, für welche Z der oberen Grenze beliebig nahe kommt, 
und für eine Kurve, für welche H die obere Grenze erreicht. H.Gericke. 


(Gaddum, Jerry W.: Metrie methods in integral and differential geometry. Amer. 
J. Math. 75, 30—42 (1953). 

In Part 1 of the paper are given a few simple propositions on the „spread‘“ of a metrie 
arc A, defined by W. A. Wilson (this Zbl. 10, 378). The prineipal eontribution in Part II consists 
in a metric proof of the first fundamental theorem of curve theory for arcs in euclidean E,, for- 
mulated as follows: If two arcs A and A* of E, possess at each point Menger ceurvatures K, K' 
and Blumenthal torsions 7, 7” respectively and if A and A* can be put into one-to-one corre- 
spondence p* = f(p) in such a way that the arc lengths between pairs of corresponding points 
are equal, then the arcs are congruent. Pattern of the proof: Two regular n-polygons (Blumen- 
thal’s n-lattioes) pg Pıs+ + +» Pn and Po Pis +», pP) are inscribed in A and A* respectively; for n 
sufficiently large p; is arbitrarily elose to f(p,) and the correspondence p,; «> p} is arbitrarily 
close to a congruence, The Frenet-Serret formulasareestablished foranyarcin X, possessing Menger 
eurvature and Blumenthal torsion. [Remarks by the reviewer — (1) Wilson’s spread is a paratin- 
gent in the reviewer's sense (this Zbl. 15, 38 and 18, 376) for 9(x, y) = f(a)f(y)/xy. Theorems 
1.2.1 and I. 2.2 are true for „abstract‘‘ paratingents. (2) Regarding f(x)/(y) as a function of 
the interval (x, y) and s(a, b) asits Burkill integral Part I from Theorem I. 2. 2 onwards is partially 
eontained in Pauc (this Zbl. 27, 105), pp. 24—25. (3) There is a metrie study of torsion in 
(4. Alexits (this Zbl. 20, 406). (4) The existence of a „strong“ binormal follows obviously 
from the existence of a „strong“ osculating plane. (5) A comparative study of Alt and classie 
eurvatures implying Theorem 11. 5. 1 as a corollary is to be found in van der Waag’s Utrecht 
Thesis (this Zbl. 47, 155), 88 5. 3. (6) Not proved is the assertion p. 39 that in the vector equation 
x = x(s) of a „bi-regular‘‘ are the functions x, are three times differentiable. Its validity would 


\ % 1 
mean that the existence everywhere of the Menger curvature K — R and the Blumenthal torsion 


T for an are in E, would imply the existence of dR/ds. It seems that the following example 
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R : : R : EN LIN 
Invalidates this assertion: x, = e!cost, 2, — etsin t, 2, = e— 1 when <t< S;m=mcost+ 


. = IT . 
sind % = cost —sint—1, 2, =t when —-—sts0. The arc so defined possesses every- 


where continuous classic eurvature and torsion, and yet the functions x,(l) are not three times 
differentiable for t = 0.) Chr. Paue. 

Rinow, W.: Bericht über die innere Flächentheorie A. D. Aleksandrovs. J.- 
Ber. Deutsch. Math.-Verein. 56, 77—87 (1953). 

Eine sehr durchsichtige Einführung in die Flächentheorie A. D. Aleksandrovs, 
am Beispiel der Eiflächen, die aber nur einen Teil der von Aleksandrov entwickel- 
ten Techniken behandelt. Vgl. hierzu, neben der deutschen Übersetzung von Alek- 
sandrovs Buch (die hoffentlich bald erscheinen wird) den Vortrag von Aleksandrov: 
The synthetie methods in surface theory, Convegno internazionale di geometria 
differenziale 1953. H.Guggenheimer. 


Pogorelov, A. V.: Über die äußere Krümmung glatter Flächen. Doklady Akad. 
Nauk SSSR, n. Ser. 89, 407—409 (1953) [Russisch]. 

Betrachtet wird eine „glatte“, d.h. um jeden Punkt herum differenzierbar dar- 
stellbare Fläche F. Zunächst werden folgende Begriffe eingeführt: s(M) = dem 
Lebesguemaß des sphärischen Bildes der Menge M auf F, für die offene Menge @ 
auf F 0°(G) =limsup X s(F,) über alle abgeschlossenen Teilmengen F, von @, 


k 

für die beliebige Menge M auf F: o®(M) = lim inf o°(G) über alle offenen Ober- 
mengen G@ von M. Ist ferner F= und F*+ je die Menge aller Punkte auf F, deren 
Tangentialebene die Fläche durchsetzt oder nicht, so werden ot(M) = o®(M rn FF), 
oa (M) = o’(M rn FF), o(M) = o+(M) — 0” (M) definiert und positive, negative und 
schlechthin äußere Krümmung von M auf F genannt. Diese Größen ot, 0,0 er- 
weisen sich als nicht negative, voll additive Funktionen im Ring der Borelschen 
Mengen auf F. Der Hauptsatz lautet dann: Glatte Flächen mit beschränktem ot 
gestatten im kleinen eine gleichmäßige Approximation durch reguläre Flächen mit 
gleichmäßig beschränkten absoluten Krümmungen. W. Burau. 


Motzkin, T. S., E. G. Straus and F. A. Valentine: The number of farthest points. 
Pacifie J. Math. 3, 221—232 (1953). 

E: metrie space, S:setin E, x: pointin E, Y (z): set of points of S having maxi- 
mum distance from x. The authors analyze those continua in the Minkowski plane 
for which Y (x) has exactly one element for each x in S; the main theorems concern 
the case when S is the boundary of a compact convex set (in the Euclidean plane 
E, and involve the evolutes corresponding to the generalized notions of curvature 
described by Bonnesen and Fenchel [Bonnesen und Fenchel, Theorie der 
konvexen Körper, Berlin 1934, pp. 143—144; this Zbl. 8, 77]. A characterization of 
those compact sets in E, is given, for which Y (x) has at least two elements for each 
xin S. In the last chapter are raised several questions. Chr. Pauc. 


Soös, Gy.: Ausdehnung des Hellyschen Satzes auf den Fall vollständiger kon- 
vexer Flächen. Publ. math., Debrecen 2, 244—247 (1953). 

Auf Grund der Definitionen von A. D. Alexandrov [Innere Geometrie der kon- 
vexen Flächen, Moskau 1948, dies. Zbl. 38, 352] für „kürzeste Linie“ „(vollständig) 
konvexe Fläche“ usw. wird folgende Verallgemeinerung eines Satzes von Helly 
[J.-Ber-Deutsch. Math.-Verein. 32, 175—176 (1932)] bewiesen: Sind Rn, Br 
beschränkte konvexe Gebiete der vollständigen konvexen Fläche F derart, daß je 
drei von ihnen einen Durchschnitt #0 mit inneren Punkten besitzen, so ist der 
Durchschnitt aller X, nicht leer. Der Beweis geschieht durch Induktion nach n. 
Für n = 4 werden die topologischen Möglichkeiten durchdiskutiert. Verf. bemerkt, daß 
auf Grund eines Satzes von Riesz die Voraussetzung, daß die Anzahl der Gebiete 
endlich ist, weggelassen werden kann. H.@Gericke. 


[3 
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Clement, Paul A.: Generalized convexity and surfaces of negative curvatı 
Pacific J. Math. 3, 333—368 (1953). 

Auf Flächen mit strikt negativer Gaußscher Krümmung k<ku<0 : 
einige Funktionen, die in einfacher Weise mit Länge und Inhalt geodätischer Kreis 


zusammenhängen, Subfunktionen der Schar «& cosh «(Y _ ko) T P sinh «( — ko) 
Dies ergibt eine Reihe von Verallgemeinerungen der isoperimetrischen Ungleichung 
und der Steinerschen Formel für Parallelkurven auf solchen Flächen. 
H.Guggenheimer. 
Eggleston, H. G.: Some properties of triangles as extremal convex eurves. 
J. London math. Soc. 28, 32—36 (1953). 7 
A problem of P.C. Hammer (this Zbl. 43, 163) is solved by showing that the 
triangles are the only plane convex curves whose essential diameters sweep out 
three times the area of the eurve as they turn through an angle x. For all othe 
convex curves the area swept out is less than three times that of the curve. The 
triangle is also shown to be the only plane convex curve through every point of 
whose interior there pass just three diameters of the eurve. Next it is shown that 
every sixpartite point [ef. Ellen C. Buck and R.C. Buck, Math. Magazine 22, 
195—198 (1949)] of a plane convex region is the centre of a semi-regular hexagon 
contained in the region and of area two thirds that of the region; this sharpens a 
result of A.S. Besicovitch (this Zbl. 35, 384). Finally it is remarked that the 
notion of a sixpartite point can be extended immediately to plane mass distributions, 
and that its existence (proved as for areas) gives a very simple proof of the main result 
of B.H. Neumann [J. London math. Soe. 20, 226—237 (1945)]. B. H. Neumann. 
Eggleston, H. G.: On triangles eireumseribing plane convex sets. J. London 
math. Soc. 28, 36—46 (1953). e 
Es wird gezeigt, daß für die Dicke d eines jeden Dreiecks, das einem konvexen 
Bereich vom Umfang I! umbeschrieben ist, d< 1//3 gilt. Ist der Bereich zentralsym- je 
metrisch, so gilt d= 1/2. Hieraus wird ein neuer Beweis des Tarski-Bangschen 
Streifensatzes (dies. Zbl. 39, 391) hergeleitet. Bekanntlich läßt sich einem jeden 
konvexen Bereich vom Inhalt F ein Dreieck vom Inhalt = 2F umschreiben 
(W. Blaschke, Vorlesungen über Differentialgeometrie II, Berlin 1923). Verf. zeigt, 
daß dieser Satz richtig bleibt, wenn die Richtung einer Dreiecksseite beliebig vor- 
geschrieben wird. Es werden noch verschiedene Ungleichungen bezüglich des Um- 
langes eines einem konvexen Bereich von vorgegebenem Umfang umbeschriebenen 
Dreiecks aufgestellt, von denen folgende erwähnt sei: Jedem konvexen Bereich 
vom Umfang I läßt sich ein gleichseitiges Dreieck vom Umfang < y27 Ur um- 
schreiben. Alle Ungleichungen sind scharf. L Fejes Toöth. 
Klee jr., V. L.: The eritical set of a convex body. Amer. J. Math. 75, 178— 
188 (1953). a 
Weiterführung von Untersuchungen von B.H. Neumann und Ref. (dies. 
Zbl. 26, 359 und 31, 278) sowie von P.C. Hammer und A. Sobezyk (dies. Zbl. 48, 
163). m(X) sei das Minimum aller Streckenverhältnisse PX: PP’ für die durch einen 
Innenpunkt X eines n-dimensionalen Eikörpers E gehenden Sehnen PP’ von E, 
M = Max m(X) für XEE. Bekannt ist 1/(n +1) <M< 1/2. E* sei die „kri- 
tische Menge“ der Punkte X*EE, für die m(X*) = M ist. Verf. beweist: 
M(1— M)-+ Dim E*<n. Daraus folgte Dim E*sn—2. S(X) sei diejenige 
Randmenge von E, für deren Punkte P gilt: PX/PP'’=m(X). Ist X*& E*, so 
enthält S(X*) mindestens M-1 Punkte. Es ist M = 1/(n + 1) dann und nur dann, 
wenn E ein Simplex ist, wie vom Ref. schon bemerkt wurde. | W. Süss. 


Chabauty, Claude: Re6sultats sur l’empilement de calottes 6gales sur un p6ri- 
sphere de R” et correetion A un travail anterieur. ©. r. Acad. Sei., Paris 236, 1469 — 
1464 (1953). 
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„ The author studies packings of equal spherical caps on the surface of an n-dimen- 
sional sphere. In particular he shows that, if r(n) is the maximum number of dis- 
Joint spheres of unit radius all touching a sphere of unit radius, then 4 B—o(l)s 
(Ein) )PlR S2-+o(l) aa n— 00. A convex polyhedron is said to have a diagonal, 
if the segment joining some pair of vertices meets the convex elosure of the other 
vertices. The author studies convex polyhedra which have no diagonal, defining 
ö(n) to be the maximum number of vertices for such a convex polyhedron in Rr. He 
shows that ö(n) >(9/8 — o(1))!? as n— 00. The author also elaims to prove 
that ö(n) <(2 +0o(1))"? as n— oo, but the reviewer is not convinced by the 
proof given. C. A. Rogers. 

Schütte, K. und B. L. van der Waerden: Das Problem der dreizehn Kugeln. 
Math. Ann. 125, 325—334 (1953). 

Es werden zwei Beweise für die bemerkenswerte Tatsache gegeben, daß sich 
an eine Kugel höchstens zwölf Kugeln gleicher Größe anlegen lassen. Beide Beweise 
beruhen auf Methoden, die von Verff. in einer früheren Arbeit (dies. Zbl. 42, 166) 
‚entwickelt wurden. Es sei bemerkt, daß kürzlich auch von Boerdijk [Philips Res. 
Rep.?, 303—313 (1952)] ein Beweisansatz angegeben wurde. L. Fejes Toth. 

Busemann, Herbert: Volume in terms of coneurrent eross-sections. Pacific 
J. Math. 3, 1—12 (1953). 

Für r <s beschränkte Jordan-meßbare Mengen M, des euklidischen E, setze man 

7, (MM... „M,2)= A .- = T (By Do». 2, 2) dVS dVE,---dVS,. 


z ist ein fester Punkt des Z,, p,€ M,, dV;, ist das Volumenelement von M,, T (pı. Pa - Pr» 2) 
des Volumen des Simplexes mit den Ecken 9,, P» - - » P,,2. — Sind jetzt MM... ., Mn 
1sSk<n, Mengen des E,, zein fester Punkt und ist der Schnitt der M, mit einem beliebigen 
linearen Teilraum des E, durch z in diesem Jordan-meßbar, so gilt 

v— k)! = 

M;| IM;| R3 IM„—x! = 2 @; : Mf Tn—ı (M, (w), M;(u), Re M,„-x(%); 2) do,. 
. An 

Dabei ist |M,| das Volumen von M,, o,. die Oberfläche der Einheitshyperkugelin #,; u ein Punkt 
der Oberfläche 2, der Richtungshyperkugel des EZ, um z, M,(w) der Schnitt von M, mit der 
Hyperebene senkrecht zu «. — Der Nachweis erfolgt für k =1 durch elementare Umformung 
des Integrals, für > 1 indem man die Mengen der Reihe nach durch Hyperkugeln ersetzt. — 
Bei Steinerscher Symmetrisierung der M, in bezug auf eine Hyperebene des E, nimmt 
7, (MM; ..., M,) nicht zu. Für n — 1 konvexe Körper des E, mit inneren Punkten (n > 3) 
‚ergibt sich daher 


1 » .n—2 
aa; 112 SE MER... nr" don 
n-1 0% S 


wobei das Gleichheitszeichen dann und nur dann steht, wenn die M, homothetische Ellipsoide 
mit dem Mittelpunkt z sind x, ist das Volumen der Einheitshyperkugel des E,. Für den Fall, 
‚daß die M, alle mit einem konvexen Körper M identisch sind, folgt 


mp ı = (mmlr do, 
N An gr 
mit dem Gleichheitszeichen nur für Ellipsoide mit dem Mittelpunkt z. @G. Bol. 


Topologie: 


Hanner, Olof: Was ist Topologie? II. Elementa 36, 1—12 (1953) [Schwedisch]. 

Teil I s. dies. Zbl. 46, 402. 

Papic, Pavle: Sur une classe d’espaces abstraits. ©. r. Acad. Sci., Paris 236, 
1843—1845 (1953). 

L’A. etudie les espaces abstraits A definies par une famille ramifiee F' de voisi- 
nages (CF. Kurepa, ce Zbl. 17, 158), e’est -A-dire par une famille # d’ensembles non 
chevauchants dont chacun est voisinage de chacun de ses points; de plus, l’espace 
doit verifier l’axiome de söparation de Frechet. L’A. annonce plusieurs propositions 
sur R comme par exemple celle ci: chaque espace KR est delinissable moyennant 
un tableau ramifi&e T d’ensembles tel que le rang y7T' de T soit un ordinal initial: 
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cela veut dire, d’une part, que les ölöments de T ne chevauchent pas, que chaq 
chaine © T est bien ordonn6e relativement A 2 et, d’autre part, que le suprem. 
des types d’ordre de chaines de (T;2) est un ordinal initial. Chaque R separa 
[compact] est distanciable. Chaque espace pseudo-distaneie (ef. Rapporteur, 
Zbl. 9, 132) non distanciable admet une base de voisinages constituant un table 
ramifi6 de rang > o;. @. Kurepa. 

Ellis, D.: Orbital topologies. Quart. J. Math., Oxford II. Ser. 4, 117—11 


1953). 
Given a set and a mapping y of $ into itself, the author seeks a non-trivial topology fo 
$ under which » would be continuous. The „orbital topology‘‘ for $ under y is obtained b 
defining the derived set X’ for any subset X to consist of the points x that lie in the orbit 7’(y) 
for infinitely many y from X, the orbit I’(y) consisting of the points {yy"}, n=0,1,2,.... 
S then becomes a T,-space S,, and if y is a finite-to-one mapping it is continuous over the space 
Sy; also any finite-to-one mapping of 8 into itself which commutes with 7 is continuous over 
Sy, whether y is finite-to-one or not. It follows that when y is one-one then it is a homeo- 
morphism of S, on itself. The orbits, and even arbitrary set unions of orbits, are closed in &,. | 
As application, if y is the right translation defined by an element a of an Abelian group @, 1 
then the group operation is continuous in each variable in the space @, (or @,); and the regular 
right representation may be treated as an isomorphism of @ with a group of homeomorphisms 
of @, on itself. By taking a direct product of an infinite eyclie group and the group of the 
Boolean ring of all subsets of a set of given infinite cardinal x; the author also shows that there 
exists a dense-in-itself 7,-space of cardinal 20’ whose group of homeomorphisms contains an 
Abelian subgroup, of cardinal 2%, of involutory homeomorphisms. V.S. Krishnan. 

Mazur, 8.: On eontinuous mappings on Cartesian produets. Fundamenta Math. 
39, 229—238 (1953). | 

Erfüllen zwei Hausdorffsche Räume A und B das erste Abzählbarkeitsaxiom, so ist eine 
Abbildung ® von A in B stetig, wenn sie in den (Frechetschen) Folgentopologien stetig ist, d.h. 
wenn aus a,a,„E A und « =lima, folgt D(a) = lim ®(a,). Hier werden nun weitere hin- 
reichende Bedingungen für diesen Sachverhalt gegeben, die sich auf den Fall beziehen, daß 
A= P A, das cartesische Produkt von Hausdorffschen Räumen A, darstellt, die dem zweiten 

ter 
Abzählbarkeitsaxiom genügen. Ihrer Formulierung dienen die folgenden mengentheoretischen 
Begriffe. S (M) bedeute das System aller Teilmengen einer Menge M. Eine Menge ® von Mengen- 
systemen habe die Eigenschaften: jedes System N aus ® ist gleichzeitig ein $-System, d.h. 
abgeschlossen gegenüber der mengenalgebraischen Limesbildung, und ein ®&,-System, d.h. in 


ei 3: 2) das Komplement von abzählbar vielen $-Systemen; ist NE ® und Z eine Menge, 
XeX ? 


so gehört das System aller X aus X mit X CZ ebenfalls zu BP; ist VER, NCS(M) und p 
eine Abbildung von M in N, so gehört auch das System aller Ymit YCN und @U(Y)JEX zu. 
Eine Menge M heiße B-reduzibel, wenn jedes System N aus ® mit X C S(M), dem alle endlichen 
Teilmengen von M angehören, auch M enthält. Die fraglichen Bedingungen lauten dann: Die 
Diagonale D in B x B stellt in der Folgentopologie eine @,-Menge dar, d.h. BXB—D ist 
die Vereinigung von abzählbar vielen in der Folgentopologie abgeschlossenen Mengen, und der 
Indexbereich 7 ist [B x B, D] -reduzibel. Dabei sei [Bx B, D] die Menge aller Mengensysteme 
X, zu denen es eine in den Folgentopologien stetige Abbildung W von S ( >>. 4) in Bx B gibt, 
er 4 


so daß X das System aller X mit Y(N) € D wird, und zwar sei die Folgentopologie ins (= 4) 
ex 


wiederum die mengenalgebraische. — Der Beweis fußt darauf, daß unter diesen Voraussetzungen 
jede in den Folgentopologien stetige Abbildung ® von A in B sozusagen nur von abzählbar 
vielen Koordinaten abhängt. Eine Verallgemeinerung eines Satzes der Maßtheorie von Ulam 
stellt die [B x DB, D]- und allgemeiner die B-Reduzibilität von T schon unter der Annahme 
sicher, die Kardinalzahl von 7 sei kleiner als die erste unerreichbare. Weitere Spezialfälle werden 
besprochen und auch gewisse Abbildungen aus A (statt von A) behandelt. K. Krickeberg. 


Horn, Alfred: The normal eompletion of a subset of a complete lattice and 
lattices of continnons funetions. Pacifie J. Math. 3, 137—152 (1953). 

Sei ( eine Teilklasse eines vollständigen Verbandes R; für alle u aus R wird ein „offener 
Kern“ u, und eine „abgeschlossene Hülle“ u* erklärt: u, = I u, mit wer wel &v<u), 
u* = [[ w mit wWeo(w-C&v > u). Dann sind die Klassen HK — u(u — (u*)«) der regulär 
offenen und KH = u (u = (u,)*) der regulär abgeschlossenen Elemente von R vollständige 
somorphe Verbände, die mit der normalen Vervollständigung C von € (durch Schnitte; vgl. 
ti. Birkhoff, Lattice Theory, 2. Aufl. New York 1948, p. 58, dies. Zbl. 33, 101, und R.P. Dil- 
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worth, dies. Zbl. 37, 202) isomorph sind. Diese Vervollständigungskonstruktion wendet Verf. 
_ nun auf den Fallan, daß R(NX) der vollständige Verband aller reellwertigen (4 co eingeschlossen), 
Funktionen über einem topologischen Raum X und CO (X) die Klasse aller solcher stetigen Funk- 
tionen über X ist. — Sei FER(X), xzEX, U(&) die Klasse der Umgebungen von x und ferner 


f(2)= sup inf f(y) und f(x)= inf sup f(y), dann werden die Sätze von Dilworth 
ie Ael(x) yceA 4A4el(x) yed 

(l. e.) über die vollständigen Verbände OU(X) = f(fE R(X) & f = (f)_) der regulär unterhalb- 
stetigen und VO(XN)=f(fER(X) & f=(f)>) der regulär oberhalbstetigen Funktionen in 


eleganter und kürzerer Weise gewonnen. — Ist X vollständig regulär und seien CK) 
bzw. C,(X)C C(X) die Klassen aller endlichwertigen bzw. beschränkten stetigen Funktionen 
und seien + co die Funktionen, die identisch + © sind, dann gelten die z. T. von Dilworth 


(l. c.) bewiesenen Sätze: Ö(2) OU(X), Ö[X)= fif COU(X) & f beschränkt von oben und 
von unten durch Funktionen aus ‘C,(X) U {oo} U {— oo], C,(X) m F[F EOU(X) U {oo} U 
{— 00} & f beschränkt] und entsprechende Sätze für die duale Klasse UO(X). (> bedeutet. 
Isomorphie der Verbände, die stets in üblicher Weise erklärt zu denken sind.) — In Erweiterung 
der Ergebnisse von Dilworth wird schließlich bewiesen: Sind X und Y topologische Räume, 
HK(X) bzw. HK(Y) die Verbände der regulär offenen Teilmengen von X bzw. Y, dann ist. 
OU(X)>=OU(Y) dann und nur dann, wenn HK(X)— HK(Y) (und entsprechend dual) und 
ferner C',(X) = C,(Y) dann und nur dann, wenn O(XN = C(Y). @. H. Müller. 

Pierce, R. S.: The Boolean algebra of regular open sets. Canadian J. Math. 
5, 95—100 (1953). 

Soit S un espace completement rögulier, C(S) le „lattice‘‘ des fonetions nume- 
riques born&es et continues dans S. L’A. definit dans C'(S) une relation de pre- 
ordre f>g comme suit: cette relation signifie que pour toute fonction kEC(S$) 
telle que inf (f,h) SO, on ainf(g,h) <0. L’A. montre qu’en passant au quotient 
par la relation d’equivalence associee & ce preordre, on obtient un nouveau „lattice“ 
distributif L(S) isomorphe ä celui des ensembles ouverts de S dont l’adhörence est 
support d’une fonction de C(S). C’est un sous-,lattice‘‘ de celui forme& par les 
ensembles ouverts ‚‚reguliers““ de S (i.e., ceux qui sont egaux & l’interieur de leur 
adherence), mais ce lattice B(S) n’est pas necessairement egal & Z(S); lorsque S 
est normal, L(S) est form& des ensembles ouverts reguliers qui sont des F,. L’A. 
montre enfin que B(S) est isomorphe ä la „‚completion normale‘ au sens de Dil- 
worth (ce Zbl. 37, 202) de L(8). J. Dieudonne. 


Tajmanov, A. D.: Über die mehrfache Trennbarkeit von abgeschlossenen Mengen. 
Izvestija Akad. Nauk SSSR, Ser. mat. 17, 51—62 (1953) [Russisch]. 

Extension of Novikov’s idea (cf. this Zbl. 10, 12, 155) of multiple separation 
of A-sets by means of B-sets to multiple separation of closed sets by means of open 
sets in general spaces. The main result consists in the proof that for perfeetly normal 
spaces (i.e. spaces in which each F is G,) the following two general separation 
principles (the second and the first one) hold: let ® be any family of closed sets and 
F=nNX(Xed); toeach XED one can associate an open set g ODE! 
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sothatNg X = void (XE®). That second prineiple is called the first principle 
X 


for the particular case F = void. So far the case that the cardinal of ®be >, 
was not considered. The author characterizes the normal (resp. completely normal) 
spaces by the property that the first (resp. second) separation principle holds for 
any finite system of closed sets (Th. 1 and 2 respectively). In order that a space 
be perfeetly normal, it is necessary and sufficient, that to each deereasing sequence 
F,(n <o) of closed sets is associated a sequence of open sets H,, 2 Fe so that 
Ben 2 Ki): G. Kurepa. 
3 Pergira Gomes, A.: La fonetion diametre et les structures uniforme et topolo- 
gique. Portugaliae Math. 12, 73—85 (1953). 2 er 

Sätze, die Verf. in zwei Noten in ©.r. Acad. Sei. Paris mitgeteilt hat, werden 
hier bewiesen (vgl. darüber dies. Zbl. 30, 342 und 36, 387). D. A. Kappos. 
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Efremovit, V. A. und A. 8. $ware: Eine neue Definition der uniformen Räume 
Die Metrisierung von Nachbarschaftsräumen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Se 


89, 393—396 (1953) [Russisch ]. N 
Verff. geben eine neue Definition der Weilschen uniformen Räume mittels eines Äqui 
valenzbegriffes x, » y, für verallgemeinerte Folgen von Punkten. Dieser Äquivalenzbegriff 
die Verallgemeinerung der Beziehung 0(%,, Y,) > 0 für gewöhnliche Folgen in metrischen Räu 
men. Eine verallgemeinerte Folge ist eine durch ein gerichtetes teilweise geordnetes System | 
von Indizes indizierte Punktmenge. Ein uniformer Raum läßt sich dann definieren als eine | 
Menge R von der Mächtigkeit u, für deren verallgemeinerte Folgen x,, y, (x € A) mit Mächtig 
keit von A < 2# eine Äquivalenzrelation x, » y, erklärt ist, die den Axiomen genügt: 1. Wen 
% = %, ya = y für alle «€ A und x, m Ys (x € A), soist x = y. 2. Wenn 2, — Ys (x€ A) und 
A’ konfinal zu A, so ist ©, Ya (x€ A’). 3. Wenn 2,» y. (x€ A), so existiert ein zu A kon 
finales Teilsystem A’, so daß für irgendzwei Folgen 2,,t; (# = B) mit Mächtigkeit von B< 
aus (Zybztgenl [&pYatzea folgt 2; 00 ta. Das zu R gehörige Nachbarschaftsfilter in R x 
besteht dann aus denjenigen VCRx KR, für welche es für zwei beliebige äquivalente Folgen 
x m Ya (x€ A) ein & gibt. von dem an (x,, Y.) € V. — Mittels dieses Äquivalenzbegriffes fü 
Folgen läßt sich auch leicht der Übergang von einem uniformen Raum zu dem zugehörigen 
ö-Raum sowie der Übergang von einem ö-Raum zu der zugehörigen minimalen uniformen Struk | 
tur beschreiben (vgl. hierzu auch Smirnov, dies. Zbl. 47, 419). — Verff. beweisen weiter den 
folgenden Metrisationssatz für 6-Räume: Im ö-Raum R nenne man zwei Folgen x,, y, äquiva- 
lent, wenn je zwei entsprechende Teilfolgen von x, und y„in der ö-Beziehung zueinander stehen, 
Man betrachte weiter das System ® aller VCRx R, für die für zwei beliebige äquivalente/ 
Folgen x, = y, von einem gewissen n ab (x,, 4.) € V ist. Dann ist für die Metrisierbarkeit von 
R notwendig und hinreichend, daß man 1. aus zwei benachbarten Mengen Pö@ äquivalente 
Folgen &, m %,, &, EP, „€Q auswählen kann und 2. aus dem System ® ein abzählbares 
System ®’ so auswählen kann, daß zu jedem V-2ein FEW’ mit 7’ V existiert. Der’ 
Beweis benutzt einen Metrisationssatz von Weil für uniforme Räume. Die erste Bedingung 
des Metrisationssatzes ist ferner hinreichend für die Existenz einer maximalen uniformen 
Struktur zu R. h E. Burger. 

Smirnov, Ju.: Über die Vollständigkeit von Nachbarschaftsräumen. Doklady 
Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 88, 761—764 (1953) [Russisch]. & 

Während bekanntlich für einen metrischen Raum die Vollständigkeit als absolute Ab- 
geschlossenheit (d. h. Abgeschlossenheit in jedem umfassenden Raum) definiert werden kann, 
ist die analoge Definition für 6-Räume nicht brauchbar; denn sie liefert, wie Verf. gezeigt hat 
(dies. Zbl. 46, 163; 47, 419), genau die bikompakten ö-Räume. Daher wird ein anderer Voll- 
ständigkeitsbegriff für ö6-Räume P vorgeschlagen: Aus der zur Konstruktion der bikompakten 
Erweiterung %P benötigten Menge der Enden von P wird durch eine gewisse Forderung eine 
Teilmenge, die c-Enden, herausgehoben, die zur Konstruktion des ö-Raumes cP, PCcPCuP, 
führt. P heißt vollständig, wenn P = cP ist. Es werden (ohne Beweis) eine Reihe von Sätzen 
über diesen Vollständigkeitsbegriff angeführt, die diesen Begriff rechtfertigen bzw. charakteri- 
sieren; z. B. ist cP die kleinste vollständige 6-Erweiterung von P. Für metrische Käume P 
kommt man auf den gewöhnlichen Vollständigkeitsbegriff zurück. Weiter wird (abweichend 
von Efremovie) ein neuer Begriff der Totalbeschränktheit für ? eingeführt, der auf die For- 
derung cP - wP hinausläuft, so daß für die Bikompaktheit von P wieder Vollständigkeit und 
Totalbeschränktheit notwendig und hinreichend sind. Ferner werden diese Begriffe charak- 
terisiert einerseits durch die Pseudometriken von P, andererseits durch die zu P gehörigen 
Weilschen uniformen Strukturen, z. B. ist P dann und nur dann totalbeschränkt, wenn es nur 
eine zu P gehörige uniforme Struktur gibt. Weiter wird ein Kriterium für die Existenz einer 
maximalen zu P gehörigen uniformen Struktur angegeben, mittels dessen die Existenz eines 
ö-Raumes ohne maximale zugehörige uniforme Struktur nachgewiesen wird. Schließlich wird 
der Satz angegeben, daß P dann und nur dann metrisierbar und totalbeschränkt ist, wenn er 
eine Ö-Basis von höchstens abzählbarer Mächtigkeit besitzt. E. Burger. 

Freudenthal, H.: Enden und Primenden. Fundamenta Math. 39, 189—210 
(1958). ' 

A certain compaeting process is described, applying to those separable metrie 
spaces which possess but countably many subsets that are simultaneously open and 
closed. This compacting is related to the theory of prime ends; when performed on 
semicompaet spaces, it yields the author’s previous compacting with ends [Ann. 
of Math., II. Ser. 43, 261—279 (1942)]. T.Ganea. 

Kuratowski, €. et €. Zarankiewiez: Sur un problöme concernant les eoupures 
des rögions par des continus. Fundamenta Math. 39, 15—24 (1953). 

%s seien auf einer Sphäre S? k zueinander fremde Kontinuen K,,...,K, und 


- 
\ 


11 


n zueinander fremde Gebiete R,,..., R, gegeben derart, daß K,-R, +0 für 
. jedes Paar von i, j, und daß jedes R, kein Schnitt von 8? ist, d.h., daß 2 — R, 
zusammenhängend ist. Man betrachte dann jedes Paar von i, j derart, daß R,—K, 
nicht zusammenhängend ist, und bezeichne mit s,, die Mindestzahl solcher Paare 
für alle möglichen X, und R,. Es wird die Vermutung von Zarankiewicz, welche 
behauptet, daß „= (k—2)(n—2) fürk>2, n>2, für die Fälle bewiesen, 
daß entweder k S4 oder n<4 ist;es werden nämlich die Formeln u 
%,3,=k-2; ,„=2n—4, 3,4 =2k—4 aufgestellt. H. Terasaka. 

} a M. L.: Deformation-free continua. Ann. of Math., II. Ser. 57, 231—247 
(1953). 

Cet artiele traite essentiellement la question suivante: si un continu M, plonge& 
dans une variete S” (usuellement la sphere), s6pare S”, sous quelles hypothöses 
U’hypothese de contractilit& locale pour M entraine-t-elle la contractilit6 locale 
(uniforme, ou non) pour les domaines compl&ömentaires (ou leurs adherences) ? Si 
M est libre par d&formation („‚deformation-free“) dans le domaine complömentaire A 
alors I’hypothese M LC?-1 (aspherieite locale pour toute dimension p — 1) entraine 


A LC?. Si de plus M admet dans A un voisinage dont il est rötracte par d6formation 
(en un sens & preeiser), alors A est ULC” (uniformöment localement contractile) 
des que M est LO”. La notion de ‚‚convergence reguliere d’homotopie‘“ fournit 
encore un critere analogue. L’A. donne de nombreux resultats dans cette direction, 
tres varies, et deux exemples pathologiques. R. Thom. 
Sitnikov, K.: Ein Beispiel einer zweidimensionalen Menge im dreidimensionalen 
Euklidischen Raum, die beliebig kleine Deformationen in ein eindimensionales Poly- 
eder zuläßt, und eine neue Charakterisierung der Dimension von Mengen in Euklidischen 
Räumen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 88, 21—24 (1953) [Russisch]. 
Verf. beantwortet eine von Alexandroff (dies. Zbl. 15, 375) gestellte Frage 
und widerlegt eine Behauptung von Chogoshvili (dies. Zbl. 18, 91), indem er im 
R3 eine G;-Menge A mit den in der Überschrift genannten Eigenschaften konstruiert. 
Dabei geschieht die Bestimmung der Dimension von A mittels des allgemeinen 
Hindernis-Satzes des Verf. (dies. Zbl. 46, 165). Ferner wird bewiesen, daß eine 


r-dimensionale Menge AC R”, für die auch die abgeschlossene Hülle A r-dimensional 
ist, nicht durch beliebig kleine e-Verschiebungen in Polyeder von einer Dimension < r 
abgebildet werden kann. Hieraus folgt, daß jeder r-dimensionale metrisierbare Raum 
mit abzählbarer Basis eine solche Metrik besitzt, in welcher er für hinreichend kleines 
& keine e-Überdeckung von einem Grad <r-+1 gestattet [vgl. Hurewiez, 
Monatsh. Math. Phys. 37, 207 (1930)]. Schließlich wird bewiesen: Sei AC R” 
r-dimensional. Dann kann man für jede offene Menge UC R" die Menge Un A 
innerhalb U in ein unendliches r-dimensionales Polyeder so deformieren, daß die 
Deformation bei Annäherung an den Rand von U erlischt. Andererseits ist für ein 
geeignetes U, eine derartige Deformation von U,n A in ein Polyeder von einer 
Dimension <r unmöglich. E. Burger. 

Est, W. T. van: A generalization of a theorem of Miss Anna Mullikin. Funda- 
menta Math. 39, 179—188 (1953). 

For a theorem of A. Mullikin [Trans. Amer. math. Soc. 24, 144—162 (1923)], the author 
proves the following generalization: If F,,F,,... is a sequence of compact subsets of the n- 
sphere $” such that («) there is a fixed point p with F,F, 7 (p), © + j and (P) 8" —F, is connected 
for evepy i, then 8” — X F, is connected. This is obtained as an immediate consequence of the 
following theorem. Let z be a Cech cycle on a compact subset A of 5" and let F,,F,...bea 
sequence of compact subsets of 8” — A satisfying (a) with p€ 8" —A. Then, if 2-0 'in 
S”" — F, for every ,z 0 in 8" — F for every compact subset Fof ZF, (where „u 0 in 
an open,set G“ means „2 bounds on some compact subset BD) A of G“) and moreover z bounds 
as a Öech cycle of 8" — X F, based on finite open coverings. 'The proof of the first part uses 
a well-known theorem of Phragmen-Brouwer-Alexandroff and parallels Mazurkiewicz’s argu- 


ments [Fundamenta Math. 6, 37—38 (1924)]. The second part is derived from the first part by 
a lemma that if AC C and z- Din every open neighbourhood of (then z bounds as a Cech eycle 
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of ©. In case the generalized Öech homology theory based on all open coverings is used, und: 
the same assumption as above z bounds as a generalized Cech cycle of 85" — X F, if and onlyi 
zu0 in S"—F, for every i, since the above lemma corresponding to this case is valid ( 
S. Kaplan, this Zbl. 34, 109). K. Morita. 
Mistenko, E. F.: Über einige Fragen der kombinatorischen Topologie der nicht 


abgeschlossenen Mengen. Mat. Sbornik, n. Ser. 32 (74), 219—224 (1953) [Russisch ]. 

Wegen der Bezeichnungen vgl. Alexandroff, dies. Zbl. 33, 133. Verf. kon- 
struiert im R3 eine Menge A, für die die äußere Bettische Gruppe D!A (und daher 
auch die diskrete Bettische Gruppe 614) nicht-trivial ist, während die Bettische 
Gruppe mit kompakten Trägern A!A = 0 ist. Weiter zeigt Verf. an einem Beispiel, 
daß die naheliegende Frage, ob die Komplementärmenge einer (JP)-Menge immer 
eine (ur, a?)-Menge ist, zu verneinen ist. E. Burger. 

e Keidemeister, Kurt: Topologie der Polyeder und kombinatorische Topologie 
der Komplexe. 2. Aufl. (Mattematik und ihre Anwendung in Physik und Technik. 
Reihe A, Bd. 17.) Leipzig: Akademische Verlagsgesellschaft Geest u. Portig K.-G. 
1953. 196 S. 69 Figuren. DM 14,—. 1 

Besprechung der 1. Aufl. s. dies. Zbl. 19, 186. 41 

Fuller, F. B.: The existenee of periodie points. Ann. of Math., II. Ser. 57, 
229—230 (1953). 

Cet article donne une ingenieuse gen6ralisation du theor&me de point fixe de - 
Lefschetz: Si T est une application d’un complexe K dans lui-m&öme, qui induit 
sur les groupes d’homologie rationnelle de X un automorphisme, et si la caracte- 
ristique d’Euler-Poincar&de K n’est pas nulle, alors T admet un point periodique, 
de periode inferieure & Sup ( PM: > B;). B, designant le nombre de 


“impair 3 pair 
Betti de K pour la dimension i. Dans le cas olı K est une variete orientable com- 
pacte, I’A. donne une d&emonstration plus simple. R. Thom. 


Eekmann, Beno: On complexes with operators. Proc. nat. Acad. Sei. USA 
39, 35—42 (1953). 

Es wird ein Isomorphismus gewisser Kohomologiegruppen bewiesen und daraus 
Folgerungen für die Kohomologiegruppen einer Gruppe und universeller Überlage- 
rungen, für die Verlagerung einer Gruppe in eine Untergruppe und für die Ableitungen 
in Gruppen und Endpunkte von Gruppen gezogen. Die grundlegende Definition ist 
die Kohomologiegruppe HY-(C, J) eines R-Komplexes © vom Typ Y; darin ist J 
eine Abelsche Gruppe und W ein Untermodul des Moduls aller additiven Homomor- 
phismen eines Ringes ARin J. Daß C ein R-Komplex ist, besagt, jedes r aus R be- ' 
stimmt einen Homomorphismus rc, der Ketten c, von €. Die Untergruppe der 
Ko-Ketten f?, für die f?(r, c,) in Y liegt, führt dann zur Definition von HY-(0, J). 
Das erste Theorem besagt, daß H'.(C, J) isomorph zu der äquivarianten Kohomologie- 
gruppe HP(B, YP) ist. Hieraus lassen sich alsbald die Sätze über acyklische Komplexe 
und die Kohomologiegruppen von Gruppen und von Überlagerungskomplexen fol- 
gern. Unter einer Ableitung D einer Gruppe A wird eine Funktion in A mit Werten 
im Gruppenring A, von A verstanden, für die D(a b) = D(a) + bD(b) gilt. Spezielle 
Ableitungen sind D,(a) = (a— 1)r mitraus R. Die Ableitungen bilden eine Gruppe 
D, die speziellen eine Gruppe D,. Hat A endlich viele Erzeugende, so ist D/D, eine 
freie Abelsche Gruppe vom Rang e(A) — 1, wo e(A) die Anzahl der Endpunkte 
von A (vom Rang 0, wenn A endlich ist) ist. K. Reidemeister. 

Eilenberg, Samuel and Saunders MacLane: Acyelie models. Amer. .) .Math- 
75, 189—199 (1953). 

Ce travail enonce un theoreme general permettant d’etablir l’existence A une homotopie 
pres de transformations naturelles entre foncteurs de la topologie algebrique. Les foncteurs 
consideres sont definis sur une categorie A = (A, x) compos6e d’objets A et de cartes « a) vers 
la categorie & des groupes abeliens et de leurs homomorphismes ou b) vers la categorie 0% des 


complexes de chaines et de leurs transformations de chaines. [Voir S. Eilenberg et S.MacLane, 
Trans. Amer. math. Soc. 58, 231—294 (1945).] Supposons donne un ensemble M d’objets de 
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la categorie A appeles modeles; on associe alors comme suit & tout foncteur du premier type 
T:A— 6 un foncteur 7:4 — 6. Pour tout objet A EU, T(A) est le groupe libre engendr& par 
les paires (o, m) op: M— A est une cartede Y et M-M, me T(M). Pour toute carte «: 
4—BdeNQ, T (x) est defini par 7 (a) (p, m) = (x p, m) (ce qui verifie bien T(x): T(A) — T(B)), 
On a une transformation naturelle ®: T— T definie par D(A) (p, m) = T(p) (m) (ce qui verifie 
bien ®(4): T(A)— T(4A)). La premiere notion fondamentale est celle de foncteur repre6- 


sentable; on entend par la qu’il existe une transformation naturelle %: T — T telle que DW 
soit lidentite; 4 est appelde representation de 7. Tout foncteur du deuxieme type K: 
A — 26 donne lieu ä une suite de foncteurs K,: W— ® et de transformations naturelles Pong 
K,—> Ko, telles que &,.1 0, = 0. Soient K et L deux foncteurs de X vers ö®; une transformation 

naturelle f: X > E (appelee aussi carte (map)) donne lieu & une suite de transformations na- 
turelles f,: K,— L, satisfaisant & Of, = fo 6, La carte est dite definie en dimensions < n 
si les /, sont seulement definis pour g<n et satisfont & cette condition. Soient f et g deux 
cartes de K vers L; une homotopie D: fg est une suite de transformations naturelles D,: 
Ja > 9arı telles que 6, D, + Di &, = 9a — fa; Si les D, sont seulement definis pour qg<n, 
l'homotopie est dite definie en dimensions < n. Le theor&me fondamental s’enonce ainsi. Soient 
K et L deux foncteurs de vers © et f: K— L une carte en dimensions <q. Si le foncteur 
K,„ est representable pour tout n > q et si H,(L(M)) = 0 pour tout n> g— 1 et tout modele 
M, alors f admet une extension f’ definie en toutes dimensions; de plus si f’ et f”’ sont deux 
telles extensions, il existe une homotopie D: f' f’’ qui s’annule en dimensions n < g. Ües 
resultats sont d’abord appliques aux complexes ä& operateurs et aux theories de l’homologie 
des syst&mes multiplicatifs. Les AA. les utilisent ensuite pour demontrer l’equivalence de diver- 
ses theories de l’'homologie des espaces topologiques, notamment l’homologie singuliere classique 
[voir S. Eilenberg, Ann. of Math., II. Ser. 45, 407—447 (1944)] et l’homologie singuliere 
cubique de H. Cartan et J. P. Serre (voir J. P. Serre, Ann. of Math., II. Ser. 54, 425—505 
(1.,52)]. Alors qu’en homologie singuliere classique il est inutile de normaliser le complexe 
singulier par l’introduction de simplexes degeneres, cela est essentiel en homologie cubique. 

P. Dedecker. 

Eilenberg, Samuel and J. A. Zilber: On produets of complexes. Amer. J. Math. 
75. 200—204 (1953). 

Les resultats d’un travail d’Eilenberg-MacLane (voir le rapport precedent) sont appliques 
aux complexes semi-simpliciaux complets (s.s. c). Un tel complexe peut se definir comme suit. 
On considere le categorie N dont les objets sont les ensembles [m] = (0,1,...,m), m& N (en- 
tiers naturels) et les cartes, les applications croissantes &: [m] — [rn]. Soient (K)ne,y une famille 
d’ensembles disjoints, K le groupe libre gradue engendr& par la reunion des K„, St la categorie 
dont les objets sont les X, et les cartes les applications g: K„— K,„; les elements de X, sont 
appeles m-simplexes.. K devient un complexe s.s.c. lorsqu’on lui associe un foncteur contra- 
variant z de RX vers ft tel que [m] = K,„. Pour une carte x: Im] — [nj de N et un element 
co=K,„, on pose pour simplifier z(a) (0) = oa. On note &, l’application [m — 1] — [m] telle 
que &,.()=jsij<iet=j+1sij>iet on fait de K un complexe en introduisant l’opera- 
teur bord do = &(—- 1)! oe, (c€ K,). On a une notion de carte d’un complexe s.s.c. dans 
un autre qui permet de parler de la categorie des complexes s.s.c. Soit L un second com- 
plexe s. s. ce. defini par une famile (Z,,)mey et par un foncteur }. On definit deux types de pro- 
duit de K par L. (a) Le produit cartesien K x L est un complexe s. s. c. defini par la famille 
(M „)mer U Mn = Kn X Im et par le foneteur u tel que u(a) (o,rT) = (0,7T)& = (00,70) 
(s€E K„, t&L,, &: [m] — [n]). (b) Le produit tensoriel X & L est un complexe (non 8. s. c.) 
identique, en tant que groupe gradu6, au produit tensoriel des groupes K et L; l’operateur bord 
y est definipar &(o@& Tr) =6o®@r+(-1”Po&ör(seK, tel). Les couples de complexes 
simpliciaux sont les objets d’une categorie A produit par elle-m&me de la categorie des com- 
plexes s. s. c. et les deux produits sont des foncteurs de W vers 66. Le theoreme fondamental 
affirme que ces foncteurs sont homotopiquement &quivalents, c’est-A-dire qu’il existe des cartes 
f:KxL>K®L,g: K®L->KxL et des homotopies D de gf & l’identite et # de fg 
& l’identite. Ces cartes et homotopies sont construites par application du theoreme fondamental 
d’Eilenberg-MacLane et se reduisent en dimension zero & f(o, 7) =o&r, 9(0 SEO)" 
D(o,r) = 0, E(6 & r) = 0. On demontre notamment comme applications: l’@quivalence homo- 
logique du complexe singulier d’un produit d’espaces avec le produit tensoriel des complexes 
singuliers; l’equivalence homologique du nerf d’un produit de recouvrements avec le produit 
tensoriel des nerfs. P. Dedecker. 


Borsuk, Karol: Concerning the homological structure of the funetional space SA. 
Fundamenta Math. 39, 25—37 (1953). 

The k-dimensional true eycle y in M is named spherical if it is homologous to 
the image of a cycle of the k-sphere ; it is named spherically essential if a mapping 
of M in the k-sphere exists such that the image of y is non homologous to zero. 
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Each true eyele non homologous to zero in M (diim MS k) is spherically essential 
It is the aim of this paper to compare the homology properties of a compact space A 
and the space SX: The existence of a k-dimensional spherically essential eycle with 
arbitrary coefficients in X implies the existence of anon-trivial (m — k)-dimensional 
spherical convergent cycle with integral coefficients in SX. If the given 
coeffieient domains are torsion free, the obtained eyele will be not weakly homologous 
to zero. The proof relies upon the construction of the mapping y f, wbere fis essen- 
tially the direct produet of the given mapping of X into S, and the identical mapping 
of 8, „into itself, and where yis amapping of S,x 8, „onto S,. H. Freudenthal. 

Olum, Paul: On mapping into spaces in which certain homotopy groups vanisl 


Ann. of Math., II. Ser. 57, 561—574 (1953). 
Die früheren Ergebnisse des Verf. (dies. Zbl. 38, 366) werden benutzt, um die Homotopie- 
klassifikation durchzuführen für die Abbildungen f: K— Y eines n-dimensionalen Polyeders K° 
in einen stetig-zusammenhängenden Raum Y, dessen Homotopiegruppen z,(Y) für 1<i<n 
verschwinden. Danach stehen die genannten Abbildungsklassen, die zu einer festen Homo- 
morphismenklasse ©: z,(K, x,) >, (Y, y,) gehören, in eineindeutiger Beziehung zu den Ele- 
menten einer gewissen Zerlegung der Gruppe H"(K,6*r,), wobei 89€ © fest ausgewählt ist. 
Die genannte Zerlegung wird geliefert durch die „Restklassen“ eines verschränkten Homomor- 
phismus ßg: tg > H"(K,0* r„), wobei rg der Zentralisator von d(m,(K, z,)) inz,(Y,y,)istund 
die Operationsweise von rg auf H”(K,6*r,) in natürlicher Weise erklärt ist. Zur expliziten 
Angabe des verschränkten Homomorphismus fg wird die von Eilenberg-MacLane (dies. 
Zbl. 36, 126) eingeführte Funktion k”*' benutzt. Sie hängt noch ab von der Auswahl eines Ei + 
wissen Unterkomplexes des singulären Komplexes $(Y). Der Einfluß dieser Auswahl auf 
Klassifikationsresultat wird diskutiert. — Verf. definiert weiter für die verschiedenen Abbil- 
dungsklassen gewisse einfache Normalabbildungen als Repräsentanten, die in einer späteren 
Arbeit zur genaueren Untersuchung von Abbildungen von Mannigfaltigkeiten benutzt werden 
sollen. Ferner wird (ebenfalls mittels der Funktion k"*') die Obstruktion gegen die Existenz 
einer Abbildung Kr*! — Y, die einen vorgegebenen Homomorphismus 8 der Fundamental- 
gruppen induziert, berechnet und als Anwendung eine einfacher Beweis geliefert für die Tat- 
sache, daß keine Abbildung eines (n -+ 1)-dimensionalen projektiven Raumes auf einen n-dimen - 
sionalen projektiven Raum mit nichttrivialem existiert. E. Burger. 

Naka ka, Minoru: On homotopy classification and extension. Proc. Japan 
Acad. 29, 6—9 (1953). 

Verf. berichtet (ohne Beweise) über die Fortsetzung seiner Untersuchungen über 
die Homotopieklassifizierung der Abbildungen eines (rn + k)-dimensionalen Kom- 
plexes Krt% in einen endlichen Komplex Y mit z,(Y)=0 für 0Si<n und für 
n<i<n+k [Nakaoka, J. Inst. Polytechn., Osaka City Univ., Ser. A3, 
101—143 (1952)]. Es werden zusätzlich die Fälle k = 4,5,6(n >%k + 2) behandelt, 
indem Erweiterungs- und Klassifikationssatz angegeben werden. Es treten wieder 
neben den Steenrod-Quadraten die zyklisch reduzierten dritten Potenzen auf. Die 
Beweismittel sind denen aus der früheren Arbeit ähnlich, insbesondere werden wieder 
geeignete konkrete (rn + k)-dimensionale Zellkomplexe R%(h) konstruiert mit 
z,(Kulh))=0 für OSi<n und für n<i<n+k und mit n,(Rk(k)) = 
zyklische Gruppe von der Ordnung Ah. E. Burger. | 


Shimada, Nobuo: IHomotopy elassification of mappings of a 4-dimensional ecom- | 
plex into a 2-dimensional sphere. Nagoya math. .J. 5, 127—144 (1953). | 
Mit Hilfe von 7,1,(8") = Z, (für n> 2) und der Steenrod squares Sq? wird ein Beitrag 
zur Homotopie-Klassifikation der Abbildungen eines (n + 2)-dimensionalen Komplexes in die 
n-Sphäre gegeben, Es wird hauptsächlich der Fall an = 2 behandelt. Von den technischen Vor- 
bereitungen soll hier nur folgendes erwähnt werden: K sei ein endlicher Komplex. N2(K) be- 
zeichne die Menge der Elemente e von H?(K,Z) mit cc = (0. Verf. definiert eine topologisch 
invariante Operation » von N®?(K) in die Faktorgruppe H’(K, Z,)/Sq? H®(K,Z). — Die Sätze 
des Verf. werden in diesem Referat nicht in voller Allgemeinheit formuliert. The third obstruec- 
tion. Mit K’ werde das r-Skelett des endlichen Komplexes K bezeichnet. f, g seien Abbildungen 
von K”"* in $”, die auf K" übereinstimmen und K"1 auf einen (ausgezeichneten) Punkt von 8” 
abbilden. Dann ist die (zweite) Differenzklasse d(f, g) € H"# (K, z,.1,(8")) definiert und zwischen 
den (dritten) Hindernissen c(f) und c(g) - H”*® (K, „4, (S")), die sich der Erweiterung von f,g 
auf K"** entgegenstellen, besteht die Beziehung: (*) c(f) —c(g) = Sa? d(f,g). Extension 
theorem. Hier behandelt Verf. nur den Fall n =2. Es sei f eine Abbildung von K? in 82, 
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die auf K* erweitert werden kann. Das Hindernis c(f), das sich der Erweiterung von f auf K® 
entgegenstellt, hängt von der Erweiterung auf K' ab. Wegen (*) definiert c(f) ein eindeutig be- 
stimmtes Element in der Faktorgruppe H (K,Z,)/Ssq? H® (K, Z). Dieses Element ist yf*(8). 
Mit f*(s?) wird dabei die charakteristische Kohomologieklasse der Abbildung f bezeichnet. Sie 
ist definiert, da f auf K® erweitert werden kann. y ist definiert, da nach bekannten Sätzen 
F*(s?) - f*(s?) das zweite Hindernis ist, das nach Voraussetzung verschwindet. Classification 
theorems für Abbildungen eines 4-dimensionalen Komplexes in die 2-Sphäre können nun nach 
dem Muster von Steenrod (dies. Zbl. 30, 416 und 41, 518) erhalten werden. Verf. weist darauf 
hin, daß ihm nach Abschluß seiner Untersuchungen die Ergebnisse von Adem (dies. Zbl. 48, 170) 
bekannt wurden. Adem definiert eine Operation ® von N°(K) in He+3 (K, 2,)/Sq? H’H(K,Z), 


‚ die die Operation y des Verf. verallgemeinert. Hier bezeichnet N“(K) den Kern des Homomor- 


phismus Sq? : H%(K, Z)—> H°+2(K, Z,). Mit Hilfe von © kann dann ÄAdem ein Extension theorem 
formulieren, das dasjenige des Verf. genau verallgemeinert. [Adem, loc. cit., Theorem 6. 5.: 
The third obstruction is given by 
Dfr(e") EH"FP CK, a4 3 (S"))/SQ? H" +1 (K, 41 (S”)),n > 2.] 
. F. Hirzebruch. 

Whitehead, George W.: On the Freudenthal theorems. Ann. of Math., II. Ser. 
97, 209—228 (1953). 

The subject of this paper is the sequence n,(8") E, 1..,(8"H)H’ , n,,(S°r-1) P, 
2-,(8") > --- starting with g=3n—2 (not 3n—1 as stated in the introduction), where 
E is the suspension, H’ is related by H = E?H’ to the homomorphism H: n,.., (S"+t!) > 
Rg4, (S°"+1) introduced by the author (this Zbl. 41, 519), and generalizing the Hopf in- 
variant, and where P is the multiplication with the Whitehead square [1, ı] of the generator ı 
of x,„(S5"). The author proves that this sequence is essentially the same as the homotopy 
sequence of the pair (2”*1, 8") (where Q"*! is the space of loops in S”*!), and therefore 
it is exact. The two sequences are connected by the Hurewicz isomorphism rn, (Qr+1) x 
Far (S”*}) and a map 8" — ("+1 used recently by several authors in order to define the 
suspension. For g<2n-—1 the exactness theorem gives the Freudenthal theorems com- 
pleted by the author’s description (l. c.) of the kernel of E: n,,_1(8") > n,,(S”*!) as the 
subgroup generated by [ı, ı]. — Another theorem of the author (l. c.)is generalized by proving 
that every element of 7,.., (S”*') (g<3n—2) can be obtained by the Hopf construction. 

H. Freudenthal. 

Serre, Jean-Pierre: Quelques caleuls de groupes d’homotopie. C. r. Acad. 
Sci., Paris 236, 2475—2477 (1953). 

Les r&sultats annone6s sont: 77(83) = Zz,. Trg(S3) —.Zi5; AS) = Ze; Mo(S4) 
=Z, + Zu, Ay4s(8,) = Z, pour n=5; 7, (54) — 25, 72(85) — Zyg, 73 (86) = Zoo, 
(57) = Zu 5(8,) =Z + Zen Aurz(Sn) = Zen Pour nZ9I; (85) = Z, 
(8) = 2, uS)=Z+ Ze 25) =Z+Z +2, 76 (53) = 2,72, 
2+Z, ulS)=Z%+2Z%+Z2, 74(S,) =Z + Z pour nz 10. 

H. Freudenthal. 

Miller, Claus E.: The topology of rotation groups. Ann. of Math., II. Ser. 57, 
90—114 (1953). Rn j 

Ce travail est essentiellement consacre ä une etude homologique de la variete de Stiefel nr 
des k-reperes orthonormaux de l’espace euclidien a n dimensions .Rk”, qui pour k=n-—len parti- 
eulier, s’identifie au groupe orthogonal unimodulaire R(n). L’A. met & la base de ses recherches 
une d&composition cellulaire de V,„,. due & J.H.C. Whitehead [Proc. London math. Soec., II. 
Ser. 48, 243—291 (1944)]. Il determine ses groupes de cohomologie entiere (et montre notamment 
que ses coefficients de torsion sont tous egaux & deux), le cup-produit en cohomologie reelle, 
et en cohomologie mod. 2 le eup-produit et plus generalement les i-carres de Steenrod. ‚Ce 
dernier resultat peut s’exprimer en disant que l’algebre de cohomologie H*(V „1 23) possöde 
un systeme de k generateurs (h,), (n— k<i<n-—1,h, de degre :), tels que les monömes 
lb, Is (lü<>--<i; 1S<Sj< ck), forment avec l’el&ment neutre une base additive, et 
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lies par les relations Sq? h, = 2 ha; 6<Sj; i+jsn—1), Sq’h,—0 sinon; A. en deduit 


smoastration simple du theoreme de Steenrod-Whitehead relatif aux champs de vec- 
Br Er lie spheres ce, nat. Acad Sci. USA 37, 58—63 (1951)]. Dans le cas particulier de 
R(n), on an plus une multiplication, qui permet de definir un produit en homologie (introduit 
par Pontrjagin). Apres avoir decrit explieitement le produit des cellules, 1 A. retrouve le fait 
que l’algebre d’homologie reelle H,(R(n), R) est une algebre exterieure ä generateurs de degres 
impairs, et montre que H,(R(n), Z,) est une algebre exterieure commutative an — 1 generateurs 
de degres respectifs 1,2,....n — 1. Cette methode est ensuite adamec- & l’etude de A espace 
homogene R(2 n)/U(n), [U (n), groupe unitajre de n variables complexes], dont I’A. determine 
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la cohomologie mod. 2 (avec les Sq‘). Pour terminer il remarque que les resultats obtenus p 
mettent en principe de decrire le cup-produit dans la cohomologie entiere de V,„,,.. [Rem.: De 
d&monstration trös differentes de ces resultats figurent dans des travaux du rapp.: Ann. of Math 
II. Ser. 57, 115—207 (1953), Chap. III, et $ 31, Commentarii math. Helvet. 27, 165—197 (1953) 
et, en ce qui concerne le produit de Pontrjagin, un Memoire en preparation]. 4. Borel. 7 

Hu, Sze-Tsen: Cohomology relations in spaces with a topological transforma 
tion group. Nagoya math. J. 5, 113—125 (1953). AM 

Soit X un espace dans lequel opere un groupe topologique Q, B l’espace-quotien 
X/Q@. Designons par O(X) le groupe des cochaines d’Alexander-Spanier de X 
ä valeurs dans un groupe abelien G, par ©, (X) le sous-groupe des eochaines invariante 
par @, par C,,(X) le groupe-quotient: La suite exacte assoei6e pour les ecohomologies 
donne: 

—Hr(C,) > Hr(X) > Hr(C,) > H*(C,) — 
ou H*(C,) s’identifie A la cohomologie de l’espace de base H*(B), ’homomorphis me 
H*(B) — H*(X) de la suite 6etant alors defini par la projection X —B. Formons 
l’application canonique: Q x X —X. Sa restrietion & (Q, x), x point de X, definit # 
une application k, des eochaines de X dans les cochaines de @: k annule evidemment 
les cochaines invariantes C,, d’oü un homomorphisme k% de H’(C',,) dans H’(Q). 
L’A. demontre alors que cet homomorphisme k% ne depend que de la eomposante 
connexe (compacte) de X contenant x. R. Thom. 

Färy, Istvän: Sur les anneaux speetraux de certaines elasses d’applications. 
V. Application X — X/G. Sur le terme Es. C. r. Acad. Seci., Paris 236, 1224—1226 
( 1953). 

Soit un groupe de Lie compact connexe op£erant differentiablement sur une 
variete X; on suppose que les groupes d’isotropie des differents points de X sont 
conjugu6s A un nombre fini de sous-groupes Sj: + - -» S„de@. Les espaces G/S,=F, 
sont hom6omorphes aux differentes orbites et les modules de cohomologie H(F,, A) 
sont lies par des homomorphismes canoniques £,,. L’A. affirme Y'existence de fil- 
trations decroissantes du systeme des H(F,, A), compatibles avec les Z[,,, jouissant 
de certaines proprietös qu’il enonce. Cela lui permet de filtrer le terme E, = 
H(X/Go%8) de l’algebre spectrale de la projeetion f: N — X/G@ et de lui associer 
une suite spectrale se terminant par l’algebre gradude associce A H(X/G 8) dont 
il deerit le terme d’indice 1; comme application, il donne des inegalites reliant la 
caracteristique d’Euler de X & divers invariants de f. Il remarque ensuite qu’en 
fait ce proc6d6 est general, peut ötre appliqu6 aux termes FE, des algebres spectrales 
considördes dans des Notes anterieures [ce Zbl. 47, 165; ©. r. Acad. Sei., Paris 235, 
1272— 1274, 1467— 1469 (1952)], et A titre d’exemple indique bri®vement comment | 
"etude d’une de ces algebres speetrales auxiliaires permet d’obtenir des indgalit6s 
de M.Morse. A. Borel. 

Dedecker, Paul: Quelques notions relatives aux structures locales. ©. r. Acad. 
Sci.. Paris 236, 771—774 (1953). 

In dieser Note werden einige Begriffe und Sätze im Zusammenhang mit der Theorie der 
lokalen Strukturen von Ehresmann (dies. Zbl. 46, 407) diskutiert. Eine lokale Struktur auf 
einem topologischen Raum E ist, grob gesagt, eine Struktur auf E (Struktur im allgemeinen 
Sinne von Bourbaki), die auf den offenen Mengen von E Strukturen derselben „Art“ induziert 
und die bereits vollständig bestimmt ist, wenn man auf den offenen Mengen U, einer Überdeckung 
Strukturen derselben Art vorgibt derart, daßin U, U, von U, und von U, dieselbe Struktur 
induziert wird. Beispiele: Differenzierbare Struktur, komplexe Struktur, usw. Vom Verf. 
werden die folgenden Dinge behandelt: Notion de paragroupe de transformations. Structures 
locales homologues et isomöres. Structures compatibles et sous-espaces. — Die Pseudogruppen 
von Transformationen im Sinne von Ehresmann (dies. Zbl. 39, 397) sind spezielle Paragruppen. 
Zwei lokale Strukturen s, s’ derselben Art & auf # heißen homolog, wenn sie zur gleichen Topologie 
von # gehören und wenn jeder Punkt von E eine (offene) Umgebung U besitzt, in der s, s’ lokale 
Strukturen induzieren, die in U dieselbe Pseudogruppe von lokalen Automorphismen haben. 
Isomere ist ein besonderer Fall von homolog. — Es wird definiert, wann eine lokale Struktur 
auf einer Teilmenge M von E mit der auf E gegebenen lokalen Struktur verträglich genannt 
wird. Ferner definiert Verf., was unter einer (T ©)-Abbildung von E, in E, zu verstehen ist, 


. 
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wo E,(E,) ein topologischer Raum mit einer lokalen Struktur der Art (ZT) resp. (©) ist. Schließ- 
lich wird über Z, das mit einer lokalen Struktur der Art (©) versehen sei, der „faisceau“ & aller 
Keime von Teilmengen M mit verträglichen (T)-Strukturen betrachtet. & hat eine natürliche 
Projektion p auf Z. Jeder Keim wird nämlich auf seinen Fußpunkt abgebildet. Dies verall- 
gemeinert zum Beispiel den „faisceau“ der Keime von komplex-analytischen Teilmengen einer 
komplexen Mannigfaltigkeit. Das Wort „faisceau“ wird nur hier im Referat in diesem allgemeinen 
Sinne gebraucht. Der „faisceau“ € wird mit einer Topologie und einer (T)-Struktur versehen 
derart, daß p eine (T ©)-Abbildung ist und daß es zu jeder (T-©)-Abbildung y eines Raumes 
F mit (T)-Struktur in E eine (D)-Abbildung p von Fin mit y = pop gibt. F. Hirzebruch. 


Cartan, Henri et Jean-Pierre Serre: Un th6ortme de finitude eoncernant les 


 varietes analytiques compactes. C. r. Acad. Sci., Paris 237, 128—130 (1953). 


Die Kohomologiegruppen einer komplex-analytischen, kompakten Mannig- 
faltigkeit bezüglich eines analytischen, kohärenten Bündels (faisceau) sind kom- 
plexe Vektorräume von endlicher Dimension. Der Beweis beruht im wesentlichen 
auf einem Satz von L. Schwartz [C. r. Acad. Sci., Paris 236, 2472—2473 (1953)]. 

H. Guggenheimer. 

Dolbeault, Pierre: Sur la cohomologie des vari6tes analytiques complexes 
1,0. C.r. Acad. Sci., Paris 236, 175—177, 2203—2205 (1953). 

I: Dans une variete analytique complexe V, l’operateur de differentiation d trans- 
forme un courant 7 de type (p, r) en la somme d’un courant d’T detype (p-+1,r) 
et d’un courant d’T de Type (p,r + 1). Comme d’d’ = (0, on peut definir la 
d’-cohomologie de type (p,r) des courants. L’A. d&montre alors qu’au point de 
vue local cette d’”’-cohomologie est nulle. Usant alors d’un argument connu en 
theorie des faisceeaux — celui qui donne une d&monstration des th&eoremes de de Rham 
—,’A. montre que la cohomologie de dimension q de V,ä valeurs dans le faisceau des 
germes de p-formes differentielles holomorphes est isomorphe & la d’’-cohomologie 
des courants de type (p,g). On peut donner une interpretation analogue pour la 
cohomologie de V & valeurs dans le faisceau des formes differentielles holomorphes 
fermees. Plusieurs applications sont indiquees. 

II: L’A. complete les theoremes d’isomorphisme de la Note I en les associant dans 
une double suite exacte; puis il les applique: 1°) A la caracterisation des classes 
de cohomologie d’une variete complexe qui sont obstructions d’un espace fibre 
analytique prineipal & connexion analytique invariante (fibre groupe de Lie 
abelien complexe): ces classes sont de type (2, 0), 2°) Aux „p-formes additives‘ 
(formes möromorphes fermees sur le revetement universel V de V) qui gen£ralisent 
de facon naturelle les fonctions theta; les classes de cohomologie de V associees 
aux „systemes de parties singulieres“‘ de ces formes, de type (p,1), doivent se 
mettre sous la forme N u? .t, oü u est une p-forme holomorphe fermee et t une 
I-forme fermee. Ceci generalise un theor&me de K. Kodaira sur le diviseur d’une 
fonction theta. R. Thom. 

Frenkel, Jean: Sur une classe d’espaces fibres analytiques. C. r. Acad. Sci., 
Paris 236, 40—41 (1953). 

Bezeichnungen: X sei eine komplexe Mannigfaltigkeit, M und @ seien komplexe Liesche 


Gruppen, @ operiere in M (d.h. für €eM und y-@ ist ein Element y(x) €eM definiert, das 
komplex-analytisch von x und y abhängt. Die Zuordnung 2 — y(x) ist für jedes y ein kom- 


. plex-analytischer Automorphismus von M). Ein espace fibre principal g mit der Basis X und 


der Faser @ definiert, da@in M operiert, einen assoziierten espace fibre M° mit dem Basisraum X, 
der Faser M und der Strukturgruppe G. Wenn g komplex analytisch ist (d. h. alle in die Defi- 
nition eingehenden Abbildungen usw. sind komplex-analytisch), dann ist auch Mo» komplex- 
analytisch, und man kann in X die faisceaux *M? und “9? betrachten: Faisceau der Keime 
(germes) von stetigen (resp. komplex-analytischen) Schnittflächen in M°. Die ‚Cohomologie- 
gruppen H’(X,°M°) und H’(X,“9R°) sind nur für abelsches M definiert. Von jetzt an sei X 
eine Steinsche Mannigfaltigkeit (Stein, dies. Zbl. 42, 87). Lemma 1: Die Gruppe M sei abelsch, 
der natürliche Homomorphismus H'(X, M°) > H’(X, M°) ist für Be 0 ein Isomorphismus 
auf. — Dieses Lemma befindet sich für triviales g in den Ausarbeitungen des Seminars von 
H.Cartan (1951—52). Lemma 2: Es sei L ein abelscher Normalteiler von M und N = M/L. 
Die Gruppe @ operiere wie angegeben in M und zwar so, daß L elementweise festbleibt. Dann 

0) 
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gilt: Jede analytische Schnittfläche in N°, die Bild einer stetigen Schnittfläche von .M® 
ist auch Bild einer analytischen Schnittfläche von M’. Verf. gibt dann zwei Sätze an: Satz 
Die Gruppe M sei auflösbar und zusammenhängend. Die Gruppe @ sei ebenfalls zusammenhän 
gend. Die Klassen (in bezug auf analytische Homotopie) von analytischen Schnittflächen vC 
M° entsprechen in natürlicher Weise eineindeutig den gewöhnlichen Homotopieklassen von 
stetigen Schnittflächen in M?. Satz 2: Die Klassen von analytischen espaces fibres prine 

paux mit Faser M über X (in bezug auf analytische X-Isomorphie) entsprechen eineindeuti 
den gewöhnlichen Äquivalenzklassen von espaces fibres principaux mit Faser M über X. — 
Auf das Seminar von H.Cartan wird wiederholt verwiesen. Dort (Expose 20, J.P. Serre) 
findet man die Sätze des Verf. für abelsches M. Die Untersuchungen des Verf. liegen in der 
allgemeinen Richtung, für Steinsche Mannigfaltigkeiten X nachzuweisen, daß gewisse „‚stetig 
Aussagen“ entsprechende „analytische Aussagen“ nach sich ziehen. Einfachstes Beispiel: Wen 
ein multiplikatives Cousinproblem eine stetige Lösung hat, dann hat es auch eine analytische 
Lösung. F. Hirzebruch. 

Bott, R.: On the third symmetrie poteney of 5,. Fundamenta Math. 39, 264 — 
268— (1953). 

Cet artiele, extrait d’une lettre de ’A. A K. Borsuk, corrige le rösultat enone& 
par K. Borsuk (ce Zbl. 39, 193); le produit syme6trique du cerele S! (au sens de? 
K. Borsuk) n’est pas homeomorphe au produit S! x S?, comme annonce, mais 
& la sphöre S, de dimension 3; en effet, cet espace est une variete de dimension 3° | 
admettant un diagramme de Heegaard de genre 1. Il suffit par suite de d&emontrer 
qu’il est simplement connexe, ce que l’A. d&@montre ais&ment sur une subdivision 
cellulaire reduite du produit examin6; il donne d’ailleurs une subdivision complete 
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de l’espace, et exhibe sur elle l’hom&eomorphisme avec S?. R. Thom. 
Stone, A. H.: On coverings of two-dimensional spaces. Proc. London math. 
Soce., III. Ser. 3, 338—349 (1953). ö 


Boltjanskij (dies. Zbl. 38, 362) hat bewiesen, daß die „‚Dichtigkeit‘‘ eines zweidimensio- 
nalen Kompaktums S größer oder gleich 6 ist. Verf. beweist umgekehrt, daß sie < 7 ist und r 
daß der Wert 7 tatsächlich vorkommt. Der Beweis benutzt eine e-Abbildung von $ in einen zwei- 
dimensionalen Zellkomplex P im R°, in dem jede Nullzelle mit höchstens 4 Einszellen inzidiert, P 
und die explizite Konstruktion einer beliebig feinen abgeschlossenen Überdeckung von P von 
einer Dichtigkeit < 7. Als Nebenresultat ergibt sich noch, daß es zur Feststellung der oberen 
Schranke für die Dichtigkeit von normalen Räumen gegebener Dimensionen n genügt, n-dimen- 
sionale Polyeder zu betrachten. Weiter wird die Methode, mit der Lokucievskij (dies. Zbl. ” 
38, 109) die Dichtigkeit der 2-Sphäre bestimmt hat, ausgebaut zur Bestimmung der Dichtig- 
keit der übrigen geschlossenen Flächen. Die Flächen S von negativer Charakteristik y(S) haben 
Dichtigkeit 7, die übrigen Dichtigkeit 6. Im ersten Falle haben in jeder hinreichend feinen offenen 
(oder abgeschlossenen) Überdecekung von 8 von der Dichtigkeit 7 wenigstens 6 !x(8)| Elemente 
? Nachbarn. Es gibt dabei beliebig feine Überdeckungen durch nicht-leere offene (oder abge- 
schlossene) Mengen, in denen nur 6 |7(S8)| Elemente 7 Nachbarn haben. In einer solchen hin- 
reichend feinen Überdeekung haben dann alle übrigen Elemente 6 Nachbarn. Bei Torus und 
Kleinschem Schlauch dagegen hat in jeder hinreichend feinen Überdeckung durch nichtleere 
offene (oder abgeschlossene) Mengen jedes Klement genau 6 Nachbarn. E. Burger. 

Wille, R. J.: Sur la transtformation interieure d’une surface non orientable sur 
le plan projeetif. Indagationes math. 15, 63 —65 (1953) — Nederl. Akad. Wet., Proc., 
Ser. A 56, 63—65 (1953). 

On sait que toute surface orientable est applicable par une transformation in- 
terieure sur un domaine spherique et que cette propriete caracterise les surfaces 
orientables. L’A. demontre que, si l’on remplace la sphöre par le plan projeetif, 
toute surface, orientable ou non, devient applicable par une transformation int6rieure 
sur ce plan. — Ce rösultat, obtenu par les procedes habituels de d&composition de 
la surface en domaines poly6driques d’exhaustion et utilisation de la formule de Hur- 
witz, nous semble susceptible d’ouvrir la voie A d’intöressantes extensions de la thöorie 
topologique des fonetions analytiques sur leurs surfaces de Riemann. S. Stoilow. 

Homma, Tatsuo and Hidetaka Terasaka: On the structure of the plane trans- 
lation of Brouwer. Proc. Japan Acad. 29, 13—16 (1953). 

Gli AA. espongono, senza dimostrazioni, aleuni loro risultati sulla struttura 
delle traslazioni piane generalizzate, cio& delle trasformazioni topologiche di un 
piano E su se stesso, le quali eonservino il senso delle rotazioni e siano prive di 
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punti uniti. Eeco il risultato finale: Se / & una traslazione generalizzata del piano E, 
questo si decompone in una somma di tre specie di insiemi: F, O,, On OO 

Ogni O, € un campo semplicemente connesso, coineide eon la sua immagine e puö 
essere riempito con una famiglia regolare.di traiettorie regolari ; ogni 0/, & un campo 
semplicemente connesso, a punti tutti regolari, privo di punti comuni con il proprio 
trasformato ; l’insieme F & chiuso, & composto dai punti irregolari di f ed & riempito 
da quelli che gli AA. chiamano i blocchi di singolaritä della f, che sono individuati 
dalla f. Gli AA. espongono anche aleuni risultati sulla struttura dei blocchi di 
 singolaritä e sulla esistenza di una traslazione piana generalizzata che abbia certi 
_ blocchi di singolaritä prefissati. @. Scorza Dragoni. 


Kudrjavcev, L. D.: Differenzierbare Abbildungen von Gebieten Euklidischer 
Räume. Uspechi mat. Nauk 8, Nr. 2 (54), 164—165 (1953) [Russisch]. 


Gugenheim, V. K. A. M.: Piece-wise linear isotopy and embedding of elements 
and spheres. I, II. Proc. London math. Soc., III. Ser. 3, 29—53, 129-152 (1953). 

Demonstration der Resultate, die vom Verf. bereits früher (dies. Zbl. 46, 409) 
veröffentlicht wurden. Horst Schubert. 


Torres, Guillermo: On the Alexander polynomial. Ann. of Math., II. Ser. 
97, 57—89 (1953). 

Das Alexander-Polynom A (t,, - . ., t„) einer Verkettung aus u einfachen Kurven 
X).-.,X, hat für u 2 folgende Eigenschaften: es gibt ganze Zahlen n,,.. .,n,. 
so daB Alt,..„4) = (-1r ir: Ye Ger RER N) ist.; Für) us zz 
A(l,...1) = 0 und für v = 2 ist A(1,1) die Verschlingungszahl der beiden Kom- 
ponenten X1,Xs. Schließlich ist für u >23 Alt...) = (kg -1)- 
Altı, .. .,t„—1), wo l, die Verschlingungszahl von X, mit X, und A(tı, .. .„t„—ı) das 
Alexander-Polynom derjenigen Verkettung ist, die aus der ursprünglichen durch 
Fortnahme von X, entsteht; für u = 2 ist A(tı,1) = (ir _ 1) (ii — 1) A(tı). Der 
Beweis erfolgt mit Hilfe eines orientierten, zweiseitigen, von der Verkettung be- 
randeten Bandes von höherem Geschlecht, mit dem sich für u — 1 das Alexander- 
Polynom nach den Ergebnissen von Seifert kennzeichnen läßt. K. Reidemeister. 


Neville, E. H.: The codifying of tree-structure. Proc. Cambridge philos. Soc. 
49, 381—385 (1953). 

Werden die n Knotenpunkte eines Baumes beliebig numeriert, so kann seine 
Struktur eindeutig bestimmt werden durch die in bestimmter Weise angeordnete 
Folge von n — 2 dieser Nummern, wobei jede Nummer (k — 1)-mal auftritt, wenn der 
entsprechende Knotenpunkt k-ten Grades ist. Es werden drei Möglichkeiten der 
Anordnung angegeben. Eine unmittelbare Folge davon ist das Cayleysche Theorem, 


daß es n"-2 verschiedene Bäume mit n vorgegebenen Knotenpunkten gibt. 
H. Künneth. 


Bäbler, F.: Über eine spezielle Klasse Eulerscher Graphen. Commentarii math. 
Helvet. 27, 81—100 (1953). 

Es werden solche Eulerschen Graphen, deren sämtliche Zyklen durch eine Ecke A gehen — 
hier Züge genannt — untersucht hinsichtlich ihrer (eindeutigen) Zerlegung in Primzüge, die 
paarweise nur die Ecke A als Durchschnitt haben, und der Zerfällung der Primzüge in Zyklen. 
Die Anzahl a, der verschiedenen Möglichkeiten dieser Zerfällung wird bestimmt. Ist m + 1 die 
Eckenzahl, 2n der Grad von A, 2n, der Grad der Ecke #, (= om) So Stra, 


m j Mm, r . ” . . ni 
II (2,2 ]I n;!. Durch beliebige 2k von A ausgehende Kanten eines Primzuges sind immer k 
18 / 


Teilzyklen eindeutig bestimmt. Ein Teil der Ergebnisse findet sich auch bei Ore (dies. Zbl. 43, 
285). Die Beweisführung ist hier anders und einfacher. Das gilt auch für die anschließende Be- 
antwortung der schon von J. Senior behandelten Frage, unter welchen Bedingungen eine Menge 
positiver ganzer Zahlen als Menge der Grade der Ecken eines Graphen aufgefaßt werden kann 
und wann durch die Zahlenmenge ein Graph eindeutig bestimmt ist [dies. Zbl. 44, 382; Be- 
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dingung 3 (für zusammenhängende Graphen) muß hier lauten: 8 — 2n +20]. Die Bew: 


rfolgen durch abe der Konstruktion der betreffenden Graphen bei gegebener 
a ” H. Künneth. 


Ungar, Peter: On diagrams representing maps. J. London math. Soc. 28 
336—342 (1953). 

Es wird folgender Satz bewiesen : Es sei M eine Zerlegung der Ebene in endlich 
viele (mindestens 3) einfach zusammenhängende Gebiete mit lauter dreikantigen 
Ecken ohne Ringe aus zwei oder drei Gebieten ; alle Gebiete bis auf eines seien be- 
schränkt und die Ebene sei durch einen Punkt abgeschlossen gedacht wie die Ebene 
der komplexen Zahlen. a und b seien zwei beliebige aneinander grenzende Gebiete 
von M. Dann gibt es eine zu M isomorphe Zerlegung der Ebene M’, bei der das a 
entsprechende Gebiet a’ das Außengebiet eines Rechtecks ist, alle anderen Gebiete 
Rechtecke sind und das b entsprechende Gebiet b’ mit drei seiner Rechtecksseiten 


an a’ grenzt. H. Künneth. 
Ringel, Gerhard: Bestimmung der Maximalzahl der Nachbargebiete auf nicht- 
orientierbaren Flächen. Arch. der Math. 4, 137—142 (1953). 1 


F,, sei eine geschlossene, nichtorientierbare Fläche, v, die Maximalzahl der paar- 
weise aneinander grenzenden Gebiete, in die sich F,, zerlegen läßt, 7, die Minimalzahl 
der Farben, die nötig sind, um zwei benachbarte Gebiete einer beliebigen Zerlegung 
von F, verschieden zu färben. In einer früheren Arbeit [J. reine angew. Math. 190, 
129—147 (1953)] hatte Verf. gezeigt, daß für alle g #2 gilt:»,=7, und daß auch in 
der Heawoodschen Formel x, = [N,], wobei N, = (7 +y1+24 a)/2 das Gleich- 
heitszeichen gilt für [N,] = 3 (mod 6). Der Nachweis, daß für alle #2 gilt: 
v, = [N,] wird hier skizziert und demnächst in einer Arbeit in den Math. Ann. 
erbracht. — Es werden die Fälle behandelt, in denen N, ganzzahlig ist; N, = m. 
Das Ergebnis ist: Es gibt für 5 <m = 7 nichtorientierbare Flächen mit einer Zer- 
legung in m paarweise benachbarte Gebiete; das Geschlecht dieser Flächen ist 
q= (m — 3) (m — 4)/6 und N, = m, wenn m == 2 (mod 3); andernfalls ist das Ge- 
schlecht gleich dem kleinsten Wert von g, für den [N,] = m. Aus der Gültigkeit 
von v, = [N,] = m für diese speziellen Werte von g folgt die Gültigkeit für alle 
g=#+2. H. Künneth. 


Ds 


Angewandte Geometrie: 


e Piazzolla Beloch, M.: Geometria deserittiva. 2.ed. Ferrara: Publieazioni 
dell’Istituto di Geometria dell’Universita 1953. XV, 462 p. 

Das Werk ist aus Vorlesungen über Darstellende Geometrie entstanden, die von der Verf. 
an der Universität Ferrara gehalten wurden. Die erste Auflage war von ihren Hörern allein 
herausgegeben. In der zweiten, von der Verf. und zum Teil von ihrem Assistenten Dr. A. Roselli 
redigierten Auflage sind einige Lücken ausgefüllt und besonders die Teile über lineare Perspektive 
und Photogrammetrie neu durchgearbeitet worden. Das Ziel der Verf. war es, einen Lehrgang 
der Darstellenden Geometrie auf einheitlicher Grundlage zu schaffen, anstatt in ihr eine Zu- 
sammenstellung verschiedener Methoden der Darstellung zu erblicken. Als gemeinsame Basis 
ihres Werkes betrachtet sie die Frage nach der Anzahl von Abbildungen, die genügen, um einen 
räumlichen Gegenstand eindeutig zu bestimmen, und die aus dieser Fragestellung entspringende 
Fundamentalkonstruktion. Diese wird zu Unrecht gewöhnlich nur als Fundamentalkonstruktion 
der Photogrammetrie allein bezeichnet ; sie ist es vielmehr für die gesamte Darstellende Geometrie, 
wenn man diese nicht als Gegenstand der Technik, sondern als die Wissenschaft von den Pro- 
jektionen auffaßt, die allerdings in der Technik ihre Anwendungen findet. Dieser Zielsetzung 
entsprechend, erscheinen in dem Kurs die wissenschaftlich-methodischen Erwägungen gegenüber 
den technisch-praktischen Konstruktionsverfahren in den Vordergrund gerückt. — Im einzelnen 
behandelt der Lehrgang nach einer Einleitung über das Wesen der Darstellenden Geometrie, 
die Grundbegriffe über das Projizieren, die Lehre von den Kurven und krummen Oberflächen, 
die Flächen 2. Ordnung, die Projektive Geometrie und die Linearperspektive zunächst die Theorie 
der Kernpunkte und die Fundamentalkonstruktion. Diese löst das Problem, aus zwei Projek- 
tionen eines räumlichen Gegenstandes von zwei gegebenen Zentren aus auf zwei gegebene Bild- 
ebenen eine dritte Projektion des Gegenstandes aus einem gegebenen 3. Projektionszentrum auf 
eine gegebene 3. Bildebene abzuleiten. Hierauf werden ausführlich die Projektionsmethode von 
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Monge, die Grundlagen der kotierten Projektionen, der Zentralprojektion, der Axonometrie, 
die Elemente der Theorie der Schattenbestimmungen, der Dachausmittlung, der Geländedar- 
stellung und eine Einführung in die Linearperspektive und die Photogrammetrie behandelt. — 
Der Vortrag ist klar und leicht verständlich, das Interesse der Studierenden an dem Gegenstand 
anregend und darauf bedacht, nicht nur die Kenntnis der darstellend-geometrischen Disziplin 
im engeren Sinn zu vermitteln, sondern auch das räumliche Anschauungsvermögen, die Fähigkeit, 
die Dinge im Raum mit den Augen des Geistes zu sehen, zu entwickeln. W. Schmid. 

e Ostrovskij, A. I.: Darstellende Geometrie in gemeinverständlicher Darstellung. 
Unter redaktioneller Teilnahme von N. M. Beskin. Moskau: Staatsverlag für tech- 
nisch-theoretische Literatur 1953. 223 8. R. 5,85 [Russisch]. 

Es handelt sich um eine populäre Darstellung der Darstellenden Geometrie etwa im Umfange 
des Oberschulstoffes. Eine Einleitung erläutert das Wesen der Darstellenden Geometrie und die 
Grundbegriffe über Zentral- und Parallelprojektion. Der erste Teil, der Hauptteil des Lehr- 
buches, ist der Methode der zugeordneten Normalrisse (Methode von Monge) gewidmet. Er 
behandelt die Darstellung des Punktes in mehreren zugeordneten Normalrissen, die Darstellung 
von Linien, insbesondere von Geraden im Raum, die Darstellung von Ebenen mit Hilfe ihrer 
Spuren, die einfachsten Grundaufgaben über Punkte, Geraden und Ebenen, die Darstellung der 
Sichtbarkeitsverhältnisse, die Abbildung von rechten Winkeln und Kreisen, die Darstellung von 
Körpern, insbesondere von ebenflächig begrenzten Körpern und Drehkörpern, die Abbildung 
von Schraubenlinien, Achsendrebungen der dargestellten Körper, die Herstellung von Seiten- 
rissen, die Netzabwicklung von ebenflächig begrenzten Körpern, Zylindern und Kegeln und die 
näherungsweise Abwicklung der Kugel, die Konstruktion ebener Schnitte von Körpern, ins- 
besondere der Kegelschnitte, die Durchdringung von ebenflächig begrenzten Körpern, Zylindern 
und Kegeln, die Abwicklung der Durchdringungslinien abwickelbarer Flächen und die Tangen- 
tialebenen krummer Oberflächen mit Anwendung auf die Schattenkonstruktion. — Der zweite 
Teil behandelt andere Darstellungsmethoden. Er beginnt mit einer Einführung in die Axono- 
metrie, die die Grundbegriffe, die Konstruktion axonometrischer Bilder aus zugeordneten Normal- 
rissen, die verschiedenen Arten der Axonometrie, das axonometrische Skizzieren und die Schatten- 
konstruktion in Axonometrie bringt. — Den Schluß des Buches bilden die Elemente der kotierten 
Projektion mit der Darstellung der Geländefläche und die Anfangsgründe der Zentralperspektive 
mit Anwendungen. — Der behandelte Stoff wird, dem Ziel einer populären Darstellung voll 
entsprechend, in einer ausgezeichnet klaren und leicht verständlichen Weise vorgetragen. Gegen 
400 Abbildungen, darunter zahlreiche originelle Ideen von oft verblüffender Einfachheit und 
Treffsicherheit, dienen zur Veranschaulichung der räumlichen Gebilde und Beziehungen und 
machen das Erlernen der vielfach sehr gefürchteten Darstellenden Geometrie auch für außerhalb 
der Schule Stehende leicht. W. Schmid. 


Brauner, Heinrich: Kongruente Verlagerung kollinearer Räume in axiale Lage. 
Monatsh. Math. 57, 75—87 (1953). 

Irgend zwei kollineare Räume lassen sich nur unter bestimmten Voraussetzungen 
mittels Bewegung in ‚‚achsiale Lage‘‘ bringen, bei der die oo? Strahlen eines Netzes 
sich selbst entsprechen. Die hierfür notwendigen und hinreichenden Bedingungen 
werden abgeleitet und in folgende anschauliche Form gekleidet: Die beiden Kegel 
zweiten Grades, die zwei kongruenten Drehzylindern mit den beiden Hauptstrahlen 
als Achsen jeweils entsprechen, müssen ebenfalls kongruent sein. Überdies zeigt 
sich, daß zwei solche axial-kollineare Räume durch aufrechte Ellipsenbewegung 
(d.i. jedoch ein Sonderfall des Darbouxschen Umschwunges) des einen in oot 
weitere axiale Lagen gebracht werden können. Diese Arbeit bestätigt zugleich, daß 
die auf die darstellende und projektive Geometrie aufgebaute Forschungsrichtung 
immer wieder neue, ja überraschende Ergebnisse zeitigt. J. Krames. 


Thorel, Jean: Repr6sentation de la Terre entire et des routes orthodromiques. 
Reprösentation du Ciel entier. ©. r. Acad. Sci., Paris 236, 1748—1750 (1953). 

Verf. tritt für eine Weltkarte ein, die durch Projektion der Erdkugel aus ihrem 
Mittelpunkt auf ein konzentrisches und oberflächengleiches Ikosaeder entsteht. 
Durch eeignete Zusammensetzung der 20 Teildreiecke in der Ebene lassen sich 
nach Wunsch verschiedene größere Gebiete übersichtlich darstellen. Eine kleine 
Tabelle gibt über die auftretenden Fehler Auskunft. W. Wunderlich. 


Nüscheler, R.: Der Rückwärtseinschnitt mit reziproken Distanzen. Elemente 
Math. 8, 35—37 (1953). 
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Mechanik: 


MeKinsey, J. ©. €., A. €. Sugar and Patrick Suppes: Axiomatie foundations 

of elassical particle mechanies. J. rat. Mech. Analysis 2, 253—272 (1953). 
Axiomatische Begründung der klassischen Punktmechanik. Drei kinematische 

und drei dynamische Axiome. Davon das wichtigste das letzte, eine Formulierung 


2 oo P k 
des Newtonschen Grundgesetzes: mp) Sr sa = = f(p.t,i), m(p) die 
i= 


Masse des Punkts P, s sein Ortsvektor, f die Kräfte, die in unendlicher Anzahl 
da sein können. Es wird größte Strenge angestrebt, doch wohl kaum etwas Neues 
gesagt außer den beiden Definitionen: Das System heißt Newtonsch, wenn die 
Kräfte ausbalanciert sind, d. h. paarweise das Gegenwirkungsprinzip erfüllen. Ultra- 
klassisch heißt das System, wenn es aus zwei Teilen besteht, von denen der eine 
newtonsch ist, der andere keine Kraftwirkung auf diesen Teil ausübt. Außer einer 
Reihe trivialer Sätze wichtig der Satz 8: Jedes mechanische System ist Teilsystem 
eines Newtonschen Systems. Zum Schluß Hinweis auf die Unabhängigkeit der ver- 
wandten Begriffe, Ablösung von der Mach-Pendseschen Art, die Mechanik zu behan- 
deln. Aber eine allgemeine Mechanik kann so nicht erreicht werden. Das zeigt 
am deutlichsten die Anm. 3 zu S. 253. Verff. können nicht einsehen, was ein Axiom 
des Ref. über die ‚Ursachen‘ (heute sagt er „Merkmale‘“) einer Kraft bedeuten 
solle. Dabei hängt gerade daran alles, sowohl die Unterscheidung der inneren von 
den äußeren Kräften, wie die der Eingeprägten von den Reaktionskräften. Und noch 
vieles mehr. @. Hamel. 

MeKinsey, J. C. €. and Patrick Suppes: Transformations of systems of classical 
partiecle mechanies. .J. rat. Mech. Analysis 2, 273—289 (1953). 

Verff. unterwerfen ihre mechanischen Systeme (s. vorstehendes Ref.) Transfor- 
mationen von Zeit, Masse, Ort und Kraft und fragen, wann ein mechanisches System 
ein solches bleibt, wann ein Newtonsches wieder newtonsch und wann ein ultraklassi- 
sches System wieder ultraklassisch wird. @. Hamel. 

Cenov. I.: Über eine neue Form der Gleichungen der analytischen Dynamik. 
Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 89, 21—24 (1953) [Russisch]. 

Aus der allgemeinen Gleichung der Dynamik gewinnt der Verfasser durch mehr- 
fache Differentiation die Beziehung 
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für ‚(7 —-3%,). Unter 7, ist dabei der Ausdruck 7 zu verstehen, wenn man 

T als Funktion nur der Koordinaten q, und der Zeit it betrachtet, d.h. bei festge- 

haltenen Geschwindigkeiten q,. Wenn man noch (R—Q,4,) =: K einführt, so ist 

mit @Q, = oU/ög, schließlich oK/&j,; = 0. Bei holonomen Systemen gelten die 

Gleichungen für © = 1,2,...,s; bestehen bei nichtholonomen Systemen (s — k) 

Verknüpfungen, so kann man für = 1,2,...,k ebenfalls entsprechende Be- 

wegungsgleichungen gewinnen: ORg,/895 = 0, zu denen dann die (s—k) Ver- 

knüpfungsgleichungen treten. Diese Gleichungen besagen, daß bei der wirklichen 

Bewegung eines Systems die Funktion X ein Minimum annimmt gegenüber allen 

anderen Bewegungen, bei denen die Beschleunigungen q, variiert werden. Wie Verf. 

hinweist, sind dies im wesentlichen die Appellschen Bewegungsgleichungen. Zum 

Schluß gibt er zwei Beispiele, bei denen diese Form der Bewegungsgleichungen be- 

nutzt wird. K. Borkmann. 
Venov, 1.: Über gewisse Transformationen der Bewegungsgleichungen und über 

die geodätischen Trajektorien mechanischer Systeme. Doklady Akad. Nauk SSSR, 

n. Ser. 89, 225—228 (1953) [Russisch]. 
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Nachdem Verf. in einer vorangehenden Arbeit (vorsteh. Referat) eine neue Form 
‚der Bewegungsgleichungen hergeleitet hat, bringt er in dieser Arbeit hierfür einige 
Einzelheiten. Zunächst gibt er für das Zusatzglied, das man zu der Lagrangeschen 
Funktion noch zufügen muß, einige Formeln (sowohl für den holonomen als auch 
nichtholonomen Fall). Weiterhin zeigt er, daß die neuen Bewegungsgleichungen in- 
variant sind, wenn man statt der Zeit t eine neue unabhängige Veränderliche 6 
einführt gemäß der Beziehung: do/dt = 2(U + h). Zum Schluß zeigt er noch 
folgendes: Wenn man die Bewegung des mechanischen Systems als Bewegung eines 
Punktes im Raume von s-dimensionaler Metrik auffaßt, so besagt die neue Bewegungs- 
gleichung, daß man sich in jeder „Abbildung“ auf geodätischen Linien bewegt. 

F K. Borkmann. 

Cenov, I.: Über die integralen Variationsprinzipien der analytischen Mechanik. 
Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 89, 623—626 (1953) [Russisch]. 

Ausgehend von der in zwei vorangehenden Arbeiten (s. vorsteh. Referate) 
entwickelten neuen Form der Bewegungsgleichungen bringt Verf. einen Beweis des 
Prinzips der kleinsten Wirkung (Maupertuis-Lagrange). Danach nimmt bei 

& P, 
der wirklichen Bewegung eines Systems das Integral J — 1! A M 2mvdM 
to EB, 
ein Minimum gegenüber allen anderen Bewegungen an, die das System von P, nach 
P, überführen und von ein und demselben Werte der Konstanten h herrühren. — 
Weiterhin leitet er folgenden Satz her, der eine Verallgemeinerung des Prinzips von 
Ostrogradski-Hamilton auf den Fall nicht-holonomer Systeme mit linearen 
Verknüpfungen darstellt. Bei der wirklichen Bewegung ist das Integral 
t 


2 ? — oTaR: BR 
öJ= | (57 a, Set z üı + Pr dq.) dt = 0. 


to 
T ist dabei die umgeformte kinetische Energie des Systems, wenn man in T die 
abhängigen Geschwindigkeiten durch die unabhängigen (aus den Verknüpfungs- 
gleichungen) ersetzt; das Symbol ög, folgt aus ög, dt = ödgq, = dög,; schließlich 
BERNIE 0 Ge K. Borkmann. 


Cenov, I.: Über das Gaußsche Prinzip des kleinsten Zwanges. Doklady Akad. 
Nauk SSSR, n. Ser. 89, 415—418 (1953) [Russisch]. 

Verfasser hat in letzter Zeit mehrere Artikel (s. vorstehende Referate) ver- 
öffentlicht, in denen er eine neue Form der Bewegungsgleichungen hergeleitet 
und eingehend diskutiert hat. Danach kann man die Bewegungsgleichungen eines 
holonomen mechanischen Systems, das durch s verallgemeinerte Koordinaten (q,) 
(=1,2,...,s) definiert ist, in der Form öK/ög, = 0 anschreiben, wobei X = 
(7 -37,)/2 —Q,4, und Q, = 8 F öM/ög, ist; dabei ist T die kinetische Energie 
des Systems, und unter 7, ist der Ausdruck 7 zu verstehen, wenn man 7 als Funk- 
tion nur der Koordinaten (g,) und der Zeit t betrachtet. Auch auf Systeme mit 
nichtholonomen Verknüpfungen lassen sich diese Überlegungen übertragen, indem 
man in K die abhängigen Beschleunigungen (g,) vermittels der Verknüpfungs- 
gleichungen durch die Unabhängigen (4,) ersetzt, an Stelle von K tritt dann eine 
Funktion K,, die ähnliche Minimaleigenschaften wie A besitzt. — In dieser Arbeit 
zeigt der Verf., daß das bekannte .‚Prinzip des kleinsten Zwanges“ von Gauß sich 
durch Benutzung der (Minimal-) Eigenschaften dieser Funktion A herleiten läßt, 
also im wesentlichen dasselbe besagt wie seine Bewegungsgleichungen. 


RK. Borkmann. 
“ 


Krutkov, Ju. A.: Über einen neuen Typus von Quasi-Koordinaten. Doklady 
Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 89, 793—795 (1953) [Russisch]. 


Verf. leitet eine Formel für die Bewegungsgröße eines Massenpunktes in einem 
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rotierenden Bezugssystem her, wobei er die Herleitung möglichst elementar 2 
bringen versucht. Er behandelt den allgemeinen Fall, daß die Winkelgeschwin 
keit » sowohl von der Zeit t, von der relativen Lage r des Massenpunktes sowie au 
noch von dessen Relativgeschwindigkeit r’ abhängt. Danach ist die Bewegungs 
größe @ eine lineare Vektorfunktion eines Vektors V mit den Komponenten (ST /oxi 
OT/axs, OT/0x3); es ist also @ = (R,,)- V. — Falls » von $ unabhängig ist, geht de 
Tensor (R,,) in einen Einheitstensor über; es gilt dann @, = OT/öx;. In diesem F 
sind die Gleichungen ein Sonderfall der Gleichungen für Quasi-Koordinaten n 
Boltzmann. K. Borkmann. 
Hughes, J. V.: Possible motions of a sphere suspended on a string. (The simple | 
pendulum.) Amer. J. Phys. 21, 47—50 (1953). | 
Leimanis, E.: Über die Bewegung eines Massenpunktes in einem widerstehenden 
Mittel veränderlicher Dichte. Acta phys. Austr. 6, 319—321 (1953). | | 
Krasovskij, N. N.: Über ein Problem der Stabilität einer Bewegung im Großen. 
Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 88, 401—404 (1953) [Russisch]. 4 
Consider = fi() +ay, y= (a) + by, a=+0, f,(0) = 0, b+ fıla)/« < 0, 
[d f(x) — a fs(z)]/© > 0 (generalized Routh-Hurwitz conditions). For any solu- 
tion of the system we have (z,y)—0 as t— +00 if and only if 


x 


f 


z 
lim |(f,(2) +bx).sgenxr — f [ (2) b — fz(x) a] dx| = — w. 
Iz2]> ö 

This result generalizes a previous one by the same author (this Zbl. 47, 86). Similar 
theorems are proved for systems of the form <=ar+f,(y), Y=falr)+by, 
and £=f,(?)+ay, y=br+f(y) J. L. Massera. 

Pailloux, Henri: Une methode d’approximation. ©. r. Acad. Sei., Paris 236, 
1133—1134 (1953). 

Some very short indications about a possible approximation method of solving 
certain variational problems of mechanies. M. M. Peixoto. 

Iglisch, Rudolf und Horst Tietz: Die Kinematik des starren Körpers. Math.- 
phys. Semesterber. 3, 87—89 (1953). 

Mittels Vektorrechnung, unter Benutzung der Identität von Lagrange [Ent- 
wicklungsregel für (t x U) X 3] leiten die Verff. auf 2 Seiten die Eulersche Glei- 
chung der Kinematik v=W,+®Xr her. @. Lochs. 

Poritsky, H.: Topies in gyroscopie motion. J. appl. Mech. 20, 1—8 (1953). 

Verf. gibt eine Übersicht über die fundamentalen dynamischen Gleichungen der 
Kreiselbewegung und betrachtet insbesondere die folgenden Typen: a) Die Erregung 
eines elektrisch angetriebenen Gyroskops, b) Die Wirkung ungleicher Hauptträgheits- 
momente auf die Spin-Achse. ce) Die Wirkung der Trägheitsmomente der Ringe für 
die Cardanische Aufhängung auf die Bewegung des Gyroskops. Für die Aufstellung 
der geltenden Gleichungen wird die Vektordarstellung verwendet, für die Eulerschen 
Winkel und andere Bestimmungsgrößen aber bedauerlicherweise nicht die ein- 
gebürgerten Bezeichnungen. Th. Pöschl. 

Filin, A. P.: Die Bestimmung der überzähligen Unbekannten in physikalisch 
nicht-linearen, statisch unbestimmten Stabsystemen. Doklady Akad. Nauk SSSR, 
n. Ser. 89, 639—642 (1953) [Russisch]. 

Author eonsiders the problem of statically indeterminate beams and arches of 
materials having relations between stress and strain that can be approximated by 


exponentials: a = Aexp x (concrete, stone, ete.). To simplify computation x was 
taken equal to the reciprocals of integers. Results for other values of x are found by 
interpolation. M.P. White. 


e Fries, Walter: Fachwerk und Rahmenwerk. Ein systematischer Grundriß der 
Statik des ebenen Tragwerkes. Berlin/Göttingen/Heidelberg: Springer-Verlag 1953. 
X, 358 S. mit 365 Bildern. Ganzleinen DM. 42,—. 
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This is a general treatment of the Theory of Structures. An effort is made to 
avoid the usual distinetion between systems with mainly longitudinal internal forces 
(trusses) and those with mainly bending moments (frames). Part I presents funda- 
mental principles from Statics and Strength of Materials. Part II is concerned with 
statically determinate systems. Part III treats statically determinate systems by 
kinematical methods. Part IV deals with deformations of structures. Part V is 
concerned with the analysis of statically indeterminate systems by methods in- 
volving the internal forces. Part VI treats statically indeterminate structures in 
terms of deformations. An important feature of the book is its comparison of the 
two just-named approaches to statically indeterminate probleins. — This is a 
thorough, basic treatment of structural theory for individuals who are already gene- 
rally familiar with the subject. The reviewer believes that more illustrative examples 
would have increased the value of the book. M.P. White. 


Hayashi, Chihiro: Forced oseillations with nonlinear restoring force. J. appl. 
Phys. 24, 198—207 (1953). 

Für erzwungene Schwingungen © + kö+f(v) = Bcost mit nichtlinearem Rückstell- 
gesetz /(v) wird der Einfluß der Anfangsbedingungen auf die sich einstellenden periodischen 
Dauerlösungen untersucht, und zwar in Teil I „harmonische“ Schwingungen der Periode 2r 
unter Vernachlässigung höherer Harmonischer, in Teil II „subharmonische‘“ Schwingungen, deren 
Perioden ganze Vielfache der Erregerperiode 2 zsind. Aus einem Ansatz » = x(t)sint + y(t) cost 
für die harmonischen Schwingungen folgt bei kubischem Rückstellgesetz unter gewissen Ver- 
nachlässigungen für x und y je eine Diff.-Gl. & = X(2,y),y = Y(x, y) und damit die von £ 
freie Gl. (1) dy/d& = Y (x, y)/X (x, y), deren Lösungen sich mit Hilfe von Isoklinen zeichnen 
lassen. Die gesuchten Dauerlösungen, gekennzeichnet durch x = x, = konst, y = Y, = konst, 
entsprechen den singulären Punkten X = Y = (0 der Diff.-Gl. (1), deren Charakter und Stabi- 
litätsverhalten durch Linearisieren und Aufstellen einer charakteristischen Gl. untersucht wird. 
Es zeigt sich, daß sich die &y-Ebene unter gewissen Umständen in mehrere Bereiche aufteilt, 
die zu verschiedenen stabilen singulären Punkten x,, %, gehören. Je nach Lage des Anfangs- 
punktes x(0), y(0) strebt dann die Dauerlösung nach einem dieser Punkte. Das Verhalten wird 
im einzelnen an Hand von Abbildungen diskutiert. Die Ergebnisse werden verglichen mit ex- 
nerimentellen Untersuchungen an einem elektrischen Schwingungskreis mit eisenhaltiger Induk- 
tivität. — In II werden die Untersuchungen auf den Fall der subharmonischen Dauerschwingun- 
gen ausgedehnt, wo sich ähnliche Ergebnisse zeigen. R. Zurmähl. 


Duncan, D. B.: Response of linear time-dependent systems to random inputs. 
J. appl. Phys. 24, 609—611 (1953). 


Sitnikov, K. A.: Über die Möglichkeit des Einfangens im Dreikörperproblem. 
Uspechi mat. Nauk 8, Nr. 1 (53), 173—174 (1953) [Russisch]. 


Elastizität. Plastizität: 


Dzanelidze. G. Ju.: Die allgemeinen Lösungen der Gleichungen der Elastizi- 
tätstheorie in beliebigen krummlinigen Koordinaten. Doklady Akad. Nauk SSSR, 
n. Ser. 88, 423—425 (1953) [Russisch]. 

Nach P. F. Papkovic& (Elastizitätstheorie, 1939 [Russisch]) läßt sich die 
allgemeine Lösung für die kovarianten Komponenten u, des Verschiebungsvektors 
bei krummlinigen kontravarianten Koordinaten x, schreiben in der Gestalt 

m [7] 
TPM TIm— 1) dar 
harmonischen Vektorfunktion 9 sind und g, eine harmonische Funktion ist. Verf. 
schreibt diese Lösung durch Einführung der Funktionalmatrix zwischen den x, und 
kartesischen Koordinaten so um, daß alle willkürlichen Funktionen unmittelbar als 
Potentialfunktionen erscheinen. Die entsprechenden Ausdrücke für die Spannungs- 
komponenten werden angegeben. — Für orthogonale Koordinatensysteme gehen 
die angegebenen Formeln in die von M.A. Sadowsky und E. Sternberg (dies. 
Zbl: 33, 314) über. H. Richter. 


(x ® 4 9): wobei die , die kovarianten Komponenten der 
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Rivlin, R. 8.: The solution of problems in second order elastieity theory. J. 
rat. Mech. Analysis 2, 53—81 (1953). } 

Weiterführung einer großen Reihe von Arbeiten über denselben Gegenstand und 
unter ähnlichen Annahmen in allgemeiner, invariantentheoretischer Auffassung. 
Zuerst wird das zugehörige elastische Problem gelöst, wodurch ein System von 
Verschiebungen erhalten wird. Mit Hilfe dieser Verschiebungen werden die Kräfte 
ermittelt, die gemäß der Rlastizitätstheorie zweiten Grades zusätzlich hinzukommen, 
und neuerdings nach der klassischen Elastizitätstheorie die Verschiebungen be- 
rechnet. Diese Methode wird angewendet auf das Problem der Berechnung der 
Spannungen und Verschiebungen in einer kreisförmigen zylindrischen Röhre, die 
gleichzeitig einer Dehnung und einer Verdrehung unterworfen ist, sowie auch auf 
einen Stab von beliebigem Querschnitt. Zum Schluß wird der Übergang zu einem 
inkompressiblen Material behandelt. Th. Pöschl. 

‚Föppl, Ludwig: Ein Beispiel zum Mittelwertsatz der ebenen Elastizitätstheorie. 

Herrn R. v. Mises zum 70. Geburtstag gewidmet. Z. angew. Math. Mech. 33, 127— 130 
(1953). 

Conway, H. D.: Some problems of orthotropie plane stress. .J. appl. Mech. 
20, 72—76 (1953). 

Viele Aufgaben des eberen Spannungs- und Formänderungszustandes werden 
zweckmäßig durch die Airysche Spannungsfunktion gelöst, ausgedrückt durch 
Fouriersche Integrale bei nicht-periodischer Belastung. Der Zweck dieser Arbeit 
ist, zu zeigen, wie diese Lösungen auf den Fall der orthogonalen Anisotropie erwei- 
tert werden können. Zur Erläuterung sind folgende Einzelprobleme vollständig ge- 
löst: a) Halbebene, belastet durch Normalkraft, b) Keil (Schneide), belastet durch 
symmetrische Axialkraft, ec) Halbebene, belastet durch eine Normalkraft mittels 
eines starren Stempels, d) Halbebene, belastet durch eine Tangentialkraft, e) Keil 
(Schneide), belastet durch eine senkrecht zur Symmetrieachse wirkende Einzel- 
kraft, f) Kraft, wirkend an einem Punkt einer unendlich ausgedehnten Ebene, g) 
Analyse von hohen Balken, deren Material sich orthogonal anisotrop verhält. Wie 
Verf. bemerkt, sind viele dieser Probleme für den Fall des isotropen Materials im 
Buch von K. Girkmann (Flächentragwerke, Wien 1946) behandelt. 

R.Gran Olsson. 

Conway, H. D.: The stress distributions induced by eoncentrated loads acting 
in isotropie and orthotropie half planes. .‚J. appl. Mech. 20, 82—86 (1953). 

Die Arbeit bringt die Anwendung des Fourierschen Integrals zur Lösung des 
Problems der Spannungsverteilung in einer Halbebene, hervorgerufen durch eine 
Einzelkraft in einer beliebigen Entfernung vom geraden Rand. Zur Erläuterung 
ist die Aufgabe zunächst für die isotrope Halbebene gelöst, wobei die von E. Melan 
erhaltenen Ergebnisse wiedergewonnen werden (Z. angew. Math. Mech. 12, 343 
(1932)]. Die Resultate werden danach so erweitert, daß sie auch das allgemeinere 
Problem der orthogonal anisotropen Halbebene einschließen (vgl. auch vorstehendes 
Referat). R. Gran Olsson. 

Horvay, (@.: The end problem of reetangular strips. .J. appl. Mech. 20, 87—94 
(1953). 

Gegenstand der Untersuchung ist die Spannungsverteilung in einem recht- 
eckigen Streifen, dessen zwei Gegenseiten in solcher Weise spannungsbelastet sind, 
daß sie sich im Gleichgewicht halten (Resultierende Kräfte und resultierende Mo- 
mente verschwinden). Die Fadlesche Lösung dieses Problems verwendet komplexe 
Kigenfunktionen, die zu den (komplexen) Wurzeln der transzendenten Gleichung 
sinz 2 0 gehören. Verf. schlägt einen anderen Weg ein: ausgehend von einem 
Variationsproblem entwickelt er die Airysche Spannungsfunktion p(x, y) in eine 
Reihe p(2,y) = 20,9, wo in erster Näherung 9, = f,(y)g,(x) ist. Hier be- 
denten die f,(y) die Selbstspannungs-Figenfunktionen und (0, y) =Lc, fn(Y) 
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die entsprechende Entwicklung der Airyschen Funktion am Rande x = 0. Die 
9„(x%) sind dann durch die Euler-Lagrangeschen Gleichungen des assoziierten 
Variationsproblems bestimmt. Im Gegensatz zum Fadleschen Verfahren bleibt man 
nach dieser Methode ganz im Reellen. Die physikalischen Verhältnisse bei verschie- 
‚denen Graden der Näherung werden diskutiert, Formeln für die Eindringtiefe von 
Verformungen infolge äußerer Belastung werden angegeben. E. Hardtwig. 

Krettner, J.: Zur Theorie und Anwendung der schiefen Platte. Ingenieur- 
Arch. 21, 112—118 (1953). 

Beim Problem der Durchbiegung einer schiefen Platte weisen im allgemeinen 
zwei Achsen eine schiefe Lage auf, während die dritte Achse zur Ebene jener beiden 
Achsen senkrecht steht. Um allen Sonderfällen gerecht zu werden, stellt Verf. die 
Formeln der Elastizitätstheorie ganz allgemein in schiefwinkligen Koordinaten auf, 
wobei die Tensorschreibweise benutzt wird. Insbesondere werden Gradiententensor, 
Deformations- und Spannungstensor, Gleichgewichtsbedingungen, das Hookesche 
Gesetz sowie der Differentialausdruck von Laplace in schiefwinkligen Koordinaten 
aufgestellt. Die erhaltenen Ausdrücke werden auf die schiefe Platte angewandt, 
deren Durchbiegung und Beanspruchung für besondere Belastungen in einer späteren 
Arbeit darzustellen sind. IR. Gran Olsson. 

Gedizli, H. S.: Die Kreisplatte auf elastischer Unterlage unter einem an starrem 
Mittelstück angreifenden Moment. Ingenieur-Arch. 21, 87—89 (1953). 

Das im Titel angegebene Problem ist von F. Schleicher ausführlich behandelt 
(F. Schleicher, Kreisplatten auf elastischer Unterlage, Berlin 1926). Verf. benutzt 
die von F. Tölke eingeführten Kombinationen der Zylinderfunktionen (F. Tölke, 
Besselsche und Hankelsche Zylinderfunktionen nullter bis dritter Ordnung vom 
Argument r Yi ,‚ Stuttgart 1936, dies. Zbl. 14, 62) und rechnet mit diesen Funktionen 
ein Zahlenbeispiel vollständig durch. [In der zweiten der Gl. (11) fehlt ein Stern als 
Index, wie aus einem Vergleich mit der unmittelbar folgenden Zeile hervorgeht.] 

R. Gran Olsson. 


Leonov, M. Ja.: Das allgemeine Problem des Druckes eines kreisförmigen Stem- 
pels auf einen elastischen Halbraum. Priklad. Mat. Mech. 17, 87—98 (1953) [Rus- 
sisch ]. 

Author determines stresses and deformations due to pressure of a perfectly 
rigid eircular flat-ended eylinder on an elastie isotropie halfspace. In particular, 
the contact stresses are given. M. P. White. 

Reissner, Erie: Pure bending and twisting of thin skewed plates. Quart. 
appl. Math. 10, 395—397 (1953). 

This paper is concerned with problems of pure bending and twisting in the 
theory of transverse bending of thin plates, where results for rectangular plates of 
uniform thickness are extended to skewed plates. Kelvin and Tait showed that the 
St. Venant problem of torsion of a thin rectangular plate with edges parallel to axes 
x and y has the solution w= c xy, where w is the deflection of the plate and c the 
constant angle of twist per unit length (A. Nadai, Die elastischen Platten, p. 40, 
Berlin 1925). Within this theory, which neglects transvers shear deformation, the 
torque is applied to the plate by means of concentrated forces of suitable direction 
which act at the corners of the plate. — It is shown that the solution of Kelvin 
and T&it may be extended to skewed plates, obtaining, in particular, the influence of 
the angle of skew on the torque-twist relation for the plate. A solution for the pro- 
blem of pure bending of a skewed plate is also obtained. The pure bending of a 
skeweg plate is associated with a twisting deformation the relative magnitude of 
which depends on the angle of skew. R. Gran Olsson. 

Sadowsky, M. A. and E. Sternberg: Pure bending of an incomplete torus. 
J. appl. Mech. 20, 215—226 (1953). 
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Das allgemeine Problem besteht darin, Spannungen und Verrückungen in einem unv; 
ständigen Kreisring von beliebigem Querschnitt zu bestimmen, wenn über die Belastung g 
bestimmte Voraussetzungen gemacht werden: die Seitenflächen des Ringes sollen spann 
sein, die Endquerschnitte aber sollen durch Normal- und Tangentialzüge so belastet sein, d: 
ihre Resultierende das Gleichgewicht des ganzen Körpers nicht stört. Unter diesem allgemei 
Fall subsumieren sich die beiden folgenden: a) Die auf den Endquerschnitten angreifenden 
Spannungen haben eine Resultierende, die dieselbe Wirkung hervorbringt wie eine in der Ro- 
tationsachse wirkende Einzelkraft (reine Verdrehung); b) diese Resultierende ist äquivalent 
einem Kräftepaar, dessen Achse parallel ist zur Rotationsachse des Ringes (reine Biegung). 
Letzterer Fall wird hier behandelt. Der dabei eingeschlagene Weg besteht darin, die Timpesche 
Spannungsfunktion für den Fall der Rotationssymmetrie zu modifizieren. Diese Spannungs 
funktion wird auf achsensymmetrische Orthogonalkoordinaten bezogen. Die Lösung des hier’ 
vorliegenden Problems (Bestimmung der Spannungen und Verrückungen im unvollständigen 
Kreisring mit kreisförmigem Querschnitt) erfolgt durch Reihenentwicklung bei Verwendung von 
Ringkoordinaten. An einem Beispiel werden die an den kreisförmigen Querschnitten angrei- 
fenden Normalspannungen numerisch ausgerechnet und verglichen mit den entsprechenden 
Resultaten approximativer Verfahren. E. Hardtwig. 


Volterra, Enrico: Defleetions of eircular beams resting on elastie foundations 
obtained by methods of harmonie analysis. J. appl. Mech. 20, 227—232 (1953). 


Craggs, J. W.: The shearing of a reetangular block between rough plates. .J. 
appl. Mech. 20, 270—272 (1953). 


Heller jr., S. R.: Reinforced eircular holes in bending with shear. J. appl. 
Mech. 20, 279—285 (1953). 


Currie, Malcolm R.: The utilization of degenerate modes in a spherical cavity. 
J. appl. Phys. 24, 998—1003 (1953). 


Malavard, Lucien et Jean Boscher: Modele analogique &leetrique pour P’ötude 
de la flexion des poutres. C. r. Acad. Sci., Paris 236, 1130—1133 (1953). 

Tsien, H. S.: Similarity laws for stressing heated wings. J. aeronaut. Sci. 
20, 1—11 (1953). 

In this paper is shown that the differential equations for a heated plate with 
large temperature gradient and for a similar plate at constant temperature can be 
made the same by a proper modification of the thickness and the loading for the 
isothermal plate. This fact leads to the simple result that the stresses in the heated 
plate can be calculated from measured strains on the unheated plate by a series 
of relations, called the „similarity laws“. The applications of this analog theory to 
solid wings under aerodynamic heating are discussed in detail. The loading on the 
unheated analog wing is, however, very complicated and involves the novel eon- 
cept of feedback and body force loading. — The problem of stressing a heated box- 
wing structure can be solved by the same analog method and is briefly discussed. 
See also J.Kaye, J. aeronaut. Sci. 17, 787—807 (1950); H.S. Tsien and C.M. 
Chang, J. Amer. Rocket Soc. 22, 144 (1952). R. Gran Olsson. 


Mindlin, R. D. and H. H. Bleich: Response of an elastie eylindrieal shell to a 
transverse, step shock wave. J. appl. Mech. 20, 189—195 (1953). 


Kennard, E. H.: The new approach to shell theory: Cireular eylinders. .J 
appl. Mech. 20, 33—40 (1953). 

Die Theorie dünnwandiger Schalen arbeitet, um in mathematischer Hinsicht zu Aussagen 
gelangen zu können, mit vereinfachenden Annahmen: bei Deformationen der Schalen sollen die 
Normalen zur mittleren Wandfläche Normalen bleiben und die Poisson-Kontraktion in Richtung 
der Schalendicke wird ganz oder teilweise vernachlässigt. Um von solchen Annahmen loszu- 
kommen, griff P. S. Epstein 1942 das Problem von einer anderen Seite an: ausgehend von den 
Impulsgleichungen der Blastizitätstheorie entwickelte er alle vorkommenden, variablen Größen 
in Potenzreihen nach einer Koordinate senkrecht zur Mittelfläche und spezialisierte durch die 
Oberflächenbedingungen auf dünne Schalen, wobei er bis zur 3. Potenz dieser Koordinate ging. 
Verf. macht sich nun zur Aufgabe, die Brauchbarkeit des Epsteinschen Verfahrens über das von 
Epstein selbst gerechnete Beispiel der zylindischen Schale hinaus darzutun. Ausgehend von 
den Grundgleichungen bildet er Ausdrücke für die Spannungs- sowie Verschiebungsverteilung 
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und berechnet aus ihnen die Spannungsresultanten. Diese nun verwendet er zur Behandlung 
einiger statischer Probleme. Abschließend wird der Gültigkeitsbereich der Rechnung diskutiert 
und auf einige praktische Anwendungen hingewiesen. E. Hardtwig. 

Langhaar, H. L.: An invariant membrane stress function for shells. J. appl. 
Mech. 20, 178—182 (1953). 

Verf. betrachtet unendlich dünne Schalen als Annäherung an Schalen sehr 
kleiner Dicke. Er definiert auf der Schalenfläche Orthogonalkoordinaten (x, y) mit 
dem Linienelement ds? = A? (x, y) dx + B?2(x, y)dy und der Gaußschen Krüm- 
mung K=1/R,R, (R,, R, Hauptkrümmungsradien). Denkt man sich die’ Schale 
von außen her durch den Druck p(x, y) belastet, so treten in ihr Spannungen auf. 
Gezeigt wird, in welcher Weise sich diese Spannungen von einer Spannungsfunktion 
herleiten lassen, die als eine Verallgemeinerung der Airyschen Spannungsfunktion 
angesehen werden kann. Sie ist im Gegensatz zu jener und der von Pucher ver- 
wendeten biegungsinvariant (die Schale ist verbiegbar, aber nicht dehnbar vor- 
ausgesetzt) und befolgt eine Diffgl. (A? R,)102FjoxX + (BR)! &Fj/oy® + 
f(x, y, F, öFjex, @F/öy) = 0. Als Sonderfälle werden betrachtet: Schalen kon- 
stanter Krümmung, Rotationsschalen konstanter Krümmung, und schließlich 
Rotationsschalen variabler Krümmung. Im Anhang wird die Spannungsfunktion 
‚abgeleitet. E. Hardtwig. 

Clark, R. A. and E. Reissner: A problem of finite bending of toroidal shells. 

Quart. appl. Math. 10, 321—334 (1953). 

The paper deals with a non-linear problem involving finite axisymmetrical deflections of 
toroidal shells with circular cross section. The problem is that of an expansion joint for two 
straight sections of a cylindrical shell loaded in axial direction. The linear theory of small de- 
flections of such joints was considered by R. A. Clark (this Zbl. 41, 531). The purpose of the 
present work is to establish the range of validity of the linearised theory and to obtain appro- 
priate corrections to the linearised theory if the behaviour of the joint is slightly non-linear. The 
basic differential equations for finite axisymmetrical bending of thin shells of revolution were 
‚developed by E. Reissner (this Zbl. 41, 532). — For the present problem one has to deal with 
the system of non-linear differential equations (derivations with respect to the angle £) 

pP’ + uvsinö=uR(cos&+Psin&) + uyßsing w’— ußsin& = — (u/2) P? cos&; 
subject to the boundary conditions (+ n/2) = y(+ rz/2) = 0. The constant parameters are u = 
A2(A — v?)]/? b?/a h, where b is the radius of the cross section of the middle surface of the shell, 
‚a is the radius of the center line of the torus, h is the wall thickness of the shell and » Poissons 
ratio. 2 = [12(1 —v?)]/?aP/Eh? where P is the axial load per unit of circumferential length, 
E the modulus of elastieity. As for linearised problem, it is found that the following two ranges 
should be considered separately: 1.u*=1, 2.u>1. When #1 the linearised theory is 
applicable as long as u 2< 1. When 4 >1, which is the case for many practical applications, 
the linearised theory is applicable as long as 2/3? Q@ < 1. In these two cases non-linear correc- 
tions to the results of the linearised theory may be obtained by developments in powers of u. 
and u?'? 2, respectively. The present paper contains numerical results for the second, less simple, 
‚of the two cases. The physical significance of these results may be seen by considering the relative 
axial deflection Ö of the two edges of the toroidal joint: As long as u» 1 one has ö®= buQ 
=» Pb2/Eh® and the condition forlinearityis ö</b. When u>1 one has ö» 52» Pba/Eh? 
and the condition for linearity may be written in the form ö< b/u?'?. In the former case the 
relevant order of magnitude conditions are the same as those which hold if instead of a toroidal 
shell with center line radius a one had a straight cylindrical shell a = ©. In the latter case the 
finite radius a affects the results and non-linearity must be considered for progressively larger 
values of ö as u becomes larger. In either case the deflection ö may be large compared with the 
wall thickness A of the shell without the occurrence of non-linear effects. R. Gran Olsson. 

Sapiro, G. S.: Über die Bestimmung der potentiellen Energie von Restdeforma- 
tionen. Priklad. Mat. Mech. 17, 114—116 (1953) [Russisch]. 

Kafanov, L. M.: Die Stabilität des elasto-plastischen Gleichgewichts eines auf 
Druck und Torsion beanspruchten Balkens. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 
s8, 6277630 (1953) [Russisch]. | 

Author discusses stability of bars of eireular eylindrical eross-seetion under 
combined torsion-compression beyond the elastie limit. It is assumed that the mate- 
rial is incompressible and that von Mises’ condition of plastieity governs. 

M.P. White. 
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Pao, Yoh-Han and Joseph Marin: An analytical theory of the ereep deformation 
of materials. J. appl. Mech. 20, 245—252 (1953). 

Foulkes, J.: Minimum weight design and the theory of plastie collapse. Quart. 
appl. Math. 10, 347—358 (1953). 

Hodge jr., P. G.: On the plastie strains in slabs with eutouts. J. appl. Mech. 
20, 183—188 (1953). 

Tjabin, N. V.: Die Bewegung einer Kugel in einem zäh-plastischen, flüssigen 
dispersiven System. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 88, 57—60 (1953) [Russisch ]. 

Friedlander, F. 6.: On the oseillations of a bowed string. Proc. Cambridge 
philos. Soc. 49, 516—530 (1953). 

In this paper the small transverse oscillations of a string exited by bowing are treated by 
neglecting all external forces except that due to the bow, taking the ends of the string as fixed 
and replacing the bow by a concentrated force acting transversely at the bowing point, whose 
magnitude depends on the velocity of the string at this point. Non-linear recurrence equations 
for the veloeity are obtained from which some of the principal features of the motion can be 
inferred, and some qualitative conditions about the dependence of the transverse force of the 
bow on the velocity can be drawn. A detailed examination of the case when the string is bowed 
at the mid-point shows that, in order to account for the stability of the periodie motion exited, 
it appears to be necessary to allow for the effect of dissipative forces, such as air frietion. To a 
first approximation this can be done by postulating a small concentrated dissipative force at 
the bowing point in addition to the frietional force exerted by the bow. The theory predicts that 
for small bowing speeds a noise is produced instead of a note. This phenomenon does not appear 


to have been noted in the literature, but can easily be verified in practice. R. Gran Olsson. 
Duffin, R. J.: Nodal lines of a vibrating plate. .J. Math. Physies 31, 294— 299 
(1953). 


Die Grundschwingung einer am Rand festgehaltenen Membran hat keine 
Knotenlinien. Für die Differentialgleichung der schwingenden Platte beweist Verf. 
folgenden Satz: w=E 0 genüge der Differentialgleichung Adw = kw in dem 
Streifen O0<Sr<o, —1l<y<i1. Für y>+1 gelte w—0, duwläy—0. 
Ist 0 <k<< 4,635, so wechselt w im Intervall —1< y<<1 das Vorzeichen. Der 
Satz wird durch Konstruktion einer Lösung bewiesen, die die verlangten Eigenschaf- 
ten hat. Zum Schluß stellt Verf. die Vermutung auf, daß auch die Grundschwin - 
gungsform einer am Rand eingespannten Platte Knotenlinien hat, falls sie aus 
einem hinreichend langen Rechteck und einem hinreichend großen Halbkreis be- 
steht. A. Weigand. 

Ericksen, J. L.: On the propagation of waves in isotropie incompressible per- 
fectly elastie materials. ‚J. rat. Mech. Analysis 2, 329—337 (1953). 

Für die Fortpflanzung von Wellen in einem inkompressiblen, vollkommen 
elastischen, festen Stoff (Gummi) werden kinetische und dynamische Verträglichkeits- 
bedingungen abgeleitet und die Geschwindigkeit der Transversalwellen berechnet. 

J. Pretsch. 

Guptill, Ernest W.: The sound field of a piston source, Canadian J. Phys. 31, 
393—401 (1953). 

Das Schallfeld einer kreisförmigen Kolbenmembran (Radius a) in starrer Schallwand, der- 


ein parallsler, starrer Reflektor im Abstand d gegenüber steht, wird berechnet, indem das Ge- 
schwindigkeitspotential D® durch ein Bessel-Fourier-Integral därgestellt wird: 
00 ” ” 
Burn f [A (A)e""ıL B(üÜ)e 5) IWEL., ; 
N 2 
wo @ == Kreisfrequenz, 0,2 Zylinderkoordinaten, u = Ak? —72, k = Wellenzahl, J, Bessel- 
funktion. Die Amplituden A(}) und B(}) bestimmen sich aus den Randbedingungen oP/dz = 0 
auf z= d und 0/02 = gegebener (axialsymmetrischer) Amplitudenverteilung auf z = 0. Nach 
Bestimmung von A und B läßt sich das Integral als R>siduensumme auswerten. Das Ergebnis 
ist — in physikalisch einleuchtender Weise — eine Darstellung des Geschwindigkeitspotentials 
durch eine Überlagerung der für den Flachraum 0 <2<d charakteristischen freien Zylinder- 
wellentypen, wozu im Gebiet o <a noch ein Term kommt, der eine erzwungene stehende 
Welle darstellt. Das Geschwindigkeitspotential auf der Reflektorfläche z— d, und zwar sein 
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Wert für o = 0 und sein Mittelwert über eine Kreisfläche o < b, ist für einige Fälle numerisech 
berechnet [ka =10 und ka—25 für konstante Amplitude über der Membran; ka = 10,2 
für eine Amplitudenverteilung gemäß J,(y 0), ya = 5,52)]. Bei nicht-konstanter Amplituden- 
verteilung über der Membran zeigt die Phase von ® in Abhängigkeit von d einen mittleren Ver- 


lauf, der eine erhöhte Phasengeschwindigkeit &/ Vr — y? vortäuscht. — Die Ergebnisse sind 
von Bedeutung für die Theorie der Ultraschallinterferometer. A. Schoch. 
Vojt, 8. 8.: Reflexion und Brechung sphärischer Schallwellen beim Über- 
gang aus einem unbewegten in ein sich bewegendes Medium. Uspechi mat. Nauk 8, 
Nr. 2 (54), 165—166 (1953) [Russisch]. 

Charınen, V. Ja.: Üb:r dis Fortpflanzung des Schalls in einem Med’um mit 
zufälligen Fluktuationen des Brechungsindexes. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. 
Ser. 88, 253—256 (1953) [Russisch]. 

Cetaev, D. N.: Über den akustischen Widerstand einer sich bewegenden ebenen 
Schallquelle. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 90, 355—358 (1953) [‚Russisch ]. 
| Borgnis, F.: Zur Physik des Schallstrahlungsdrucks. Z. Phys. 134, 363—376 
=r953). 

Für eindimensionale Schallausbreitung (in x-Richtung) wird eine Ableitung der 
Formeln für den Schallstrahlungsdruck gegeben, indem durch Anwendung des Im- 
pulssatzes die äußere Kraft berechnet wird, die nötig ist, um ein der Schallwelle 
entgegengesetztes Hindernis festzuhalten: Die Impulsänderung eines das Hindernis 
enthaltenden Mediumabschnitts (mit Grenzflächen bei x, und %,) muß gleich der 
aus dem Flüssigkeitsdruck p resultierenden Kraft plus der äußeren Kraft — P auf 
das Hindernis sein (alles pro Flächeneinheit genommen): 

& (ou? 2 &a 

| (er ) ER | — de + ou = PL.)  Pianı) Bi) 

(o = Dichte, u = Geschwindigkeit der Flüssigkeit). Wendet man diese Beziehung 
einmal aufim Raum feste und einmal auf in der Materie feste Grenzflächen x, und x, 
an, so erhält man die bekannte Beziehung p + o WW = p* = Strahlungsdruck, wo 
die linke Seite ein Zeitmittel für festes & (also in Eulerschen Koordinaten) und die 
rechte Seite ein Zeitmittel für festes Teilchen (in Lagrangeschen Koordinaten) ist. — 
Im Anschluß daran wird noch der Brillouinsche Spannungstensor und die Abhängig- 
keit des Strahlungsdrucks von der Schallreflexion am Hindernis diskutiert. 
A. Schoch. 

Markham, Jordan J.: Second-order acoustie fields: Helations between energy 
and intensity. Phys. Review, II. Ser. 89, 972—977 (1953). 

In einem Medium, das im Ruhezustand unter dem hydrostatischen Druck 
P, +0 steht, sind die in der Akustik üblicherweise verwendeten Ausdrücke für 
Energiedichte und Energiestromdichte durch gewisse Zusatzterme zu ergänzen, auf 
die zuerst von Andrejew [Acad. Sei. USSR, J. Phys. 2, 305—312 (1940)] und neuer- 
lich vom Verf. (dies. Zbl. 46, 182) hingewiesen worden war. Verf. untersucht am 
Beispiel der Airyschen Lösung für die eindimensionale Schallwelle in einem Gas 
die physikalische Bedeutung der Zusatzterme und zeigt, daß sie mit einer Änderung 
des Zeitmittelwerts der Dichte des Mediums zusammenhängen. A. Schoch. 

Copson, E. T.: On sound waves of finite amplitude. Proc. Roy. Soc. London, 
Ser. A 216, 539—547 (1953). 

Die Arbeit behandelt die eindimensionale Schallausbreitung in einem Medium, das der 

i »— ko” (adiabatische Zustandsgleichung eines Gases) gehorcht, nach 
ech due nr nenn von y anwendbar ist. (Für die speziellen Werte NR 
5/3, 7/5, 9/42 . . läßt sich die strenge Lösung des Problems auf verhältnismäßig einfachem Wege 
finden.) Als Ausgangspunkt dienen die nach Riemann an De ER 

DL (y — 3) s/2] t = dw/ar, + [Yy +1)s/ 2 + — 3) r/2]t = — Owjos. 
5; Bun a mit ee Schallgeschwindigkeit c (als 
Maß der Dichte) und der Strömungsgeschwindigke ib u zusammen durch r=e/y—1) + u/2, 
s=c/y—1)—u/2. w(r,s) ist eine Lösung der Differentialgleichung 
(2) Oew/or ös + N (r + s) (ewjor + ewfe)=0, N=-B-YE2Y—]). 
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(Ganze N entsprechen den oben genannten speziellen Werten von y.) Wie sich direkt verifi 
2N 
läßt, stellt (3) o = er - neh HE dz mit beliebiger analytischer Funktion 
| a 


eine Lösung von (2) dar, und zwar auch für nicht-ganze N, wenn der Integrationsweg 
die Punkte z— r und z= —s (d.h. einen passenden Verzweigungsschnitt) einschließt. ® 
wird so bestimmt, daß das resultierende w den Anfangsbedingungen genügt: Für = 0 
a=0,d.h. r=s und e/(y—1)=r=s=-r,(z) (d.h. das Gas sei in Ruhe und habe 
gegebene Dichteverteilung). Setzt man (3) in (1) ein, so ergeben diese Anfangsbedingungen 
Integralgleichungen für © (2): 


N NO | N ik 
6 


=() a — dz = zu(r), 
PER z=0 und ni (a zo(r) | 
; i j 
wo x,(r) die als eindeutig vorausgesetzte Auflösung von r — r,(z) nach x ist. Aus der ersten ne 


daß ®(z) gerade in z ist, die zweite ist eine verallgemeinerte Abelsche Integralgleichung u ' 
2 


nach ©(z) auflösbar: 2° ®(z) —2 [ (e?—r?)"" z,(r)rdr, womit nach Einsetzen in (3) w ge- | 


funden ist. — Als Anwendungsbeispiel wird die Ausdehnung einer anfänglich ruhenden Gaswolke | 
in ein Vakuum untersucht, mit einer durch r=s=(— u z)"®, z<(0, r=s=0, z>® 
gegebenen anfänglichen Dichteverteilung zur Zeit t—= 0. Alle erforderlichen Integrationen sind 
in diesem Beispiel explizit durchführbar. Das Endergebnis ist # = 2ut/2@ N +1), c= 


2(2N +1) {we E/2@N +1) — uaf”. A. Schoch. 

Nadeeva, R. I.: Der Zusammenstoß eines elastischen und eines elastoplastischen 
Stabes. Vestnik Moskovsk. Univ. 8, Nr. 5 (Ser. fiz.-mat. estestv. Nauk Nr. 3), 39 — 
44 (1953) [Russisch]. 


Hydrodynamik : 


Butler, S.F. J.: A note on Stokes’s stream funetion for motion with a spherical 
boundary. Proc. Cambridge philos. Soc. 49, 169—174 (1953). 

Im Fall einer räumlich unbegrenzten wirbelfreien Flüssigkeit wird die durch 
Anwesenheit einer starren Kugelfläche gestörte Stokessche Stromfunktion unter- 
sucht (achsensymmetrische Bewegung innerhalb oder außerhalb der Kugelfläche). 
Die Arbeit knüpft an Untersuchungen von P.M. Weiss [Proc. Cambridge philos. 
Soc. 40, 259 (1944)] und L. M. Milne-Thomson (dies. Zbl. 23, 418) an. 

V. Garten. 

Jaeckel, K.: Vereinfachte Herleitung der Weissingerschen Zirkulationsglei- 
chung für den schiebenden Tragflügel. Z. angew. Math. Mech. 33, 65—66 (1953). 

Um für den schiebenden Flügel das Entstehen einer Singularität beim Grenz- 
übergang A (Flügelstreckung) > 00 zu verhindern, hatte Ref. (Jahrbuch d. Deut- 
schen Luftfahrtforschung 1940, S. 145—180) an jedem Profilschnitt eine die gleiche 
Singularität erzeugende ebene Zirkulationsverteilung abgespalten. Diese Verteilung 
war durch die physikalische Anschauung nahegelegt, aber mathematisch relativ 
kompliziert. Verf. kommt zum gleichen Ergebnis mit einer wesentlich einfacheren 
Verteilung. J. Weissinger. | 

Miles, John W.: On linearized theory. J. aeronaut. Sci. 20, 64—65 (1953). 

Adams, Mac €. and W. R. Sears: Slender-body theory. Review and extension. 
J. aeronant. Sei. 20, 85—98 (1953). 

kKaral, F. €C.: The motion of a sphere moving parallel to a plane boundary. 
J. appl. Phys. 24, 147—151 (1953). 

Der Druckverlauf an einer ebenen Platte, parallel zu welcher eine starre Kugel 
in idealer Strömung bewegt wird, war von Lamb nur für kleine Werte des Verhält- 
nisses von Kugelradius o zu Abstand h des Kugelmittelpunktes von der Wand an- 
gegeben worden. Die vom Verf. gegebene Lösung der Laplaceschen Gleichung ist 
exakt; der Druckverlauf wird für h/o = 4 und 10 für je drei Kugelgeschwindigkeiten 
graphisch dargestellt. J. Pretsch. 
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Stewartson, K.: On the slow motion of an ellipsoid in a rotati i 
otating fluid. i 
J. Mech. appl. Math. 6, 141—162 (1953). pP ing fluid. Quart 


Der Aufsatz ist eine Weiterführung d i i 

f : g der Arbeit des Verf. „On the slow ı 
along the axis of a rotating fluid (dies. Zbl. 46, 184). Er hökrachtet een ge 
Br siekektateld einer gleichmäßig rotierenden inkompressiblen, reibungslosen Flüssigkeit 

e durch die langsame Bewegung (nach ruckartiger Anfahrt) eines dreiachsigen Ellipsoids ent- 
m dessen eine Hauptachse parallel ‚der Rotationsachse der Flüssigkeit ist. Das linearisierte 

ystem der Bewegungsgleichungen wird in bezug auf die Zeit der Laplace-Transformation 
unterworfen. Unter Berücksichtigung der komplizierten Randbedingungen erhält Verf. im ersten 
Teil eine formale Lösung für das Druckfeld und daraus auch für das Geschwindigkeitsfeld im 
Bildbereich. Im zweiten Teil wird mit funktionentheoretischen M.thoden ohne Rücktransfor- 
mation daraus für den Fall gleichförmiger Geschwindigkeit nach plötzlichem Start das asym- 
ptotische Verhalten der Lösung im Originalbereich erschlossen. Da sich die Bewegungen parallel 
zur Rotationsachse Oz der Flüssigkeit und senkrecht dazu als voneinander unabhängig erweisen 
werden sie getrennt behandelt. Es ergibt sich, daß die Bewegungen im allgemeinen stationär 
werden, mit sehr verschiedenem Verhalten für den Bereich innerhalb des zu O z parallelen Hüll- 
zylinders © des Störkörpers und außerhalb von ©. Bewegt sich das Ellipsoid parallel zu Oz, 
so wird innerhalb © die Flüssigkeit wie ein fester Körper vorangeschoben, in Übereinstimmung 
mit Experimenten von Taylor. Außerhalb C findet eine Scherbewegung parallel zu Oz statt. 
Bei Bewegung senkrecht zu O z liegen die Stromlinien innerhalb € auf kongruenten Ellipsoiden, 
während sie außerhalb in zu O z senkrechten Ebenen liegen. Ihr Bild ist ziemlich kompliziert. 
Die Übereinstimmung mit dem Experiment ist hier nicht so gut. Auf C werden die Geschwin- 
digkeiten wegen der Linearisierung unendlich. In einem Anhang werden Andeutungen gemacht, 
Er un der Flüssigkeit die Strömung in der Umgebung solcher Singularitäten be- 

e. H. Wundt. 

Hancock, G. J.: The selfpropulsion of microscopie organisms through liquids. 
Proc. Roy. Soc. London, Ser. A 217, 96—121 (1953). 

‚Verf. untersucht die Bewegung so kleiner mikroskopischer Organismen in so zähen Flüssig- 
keiten, daß Trägheitskräfte vollkommen vernachlässigt werden können. Verf. geht einen ganz 
anderen Weg als Taylor, der kürzlich dasselbe Problem (wohl erstmalig) behandelte (dies. Zbl. 
43, 403; 46, 189). In Anlehnung an die bekannte Stokessche Lösung der Bewegung einer Kugel in 
einem zähen Medium wird die Oberfläche des Organismus (im wesentlichen nur eine Geißel, 
ein Schwanz) mit Singularitäten (zweier verschiedener Arten) so bedeckt, daß die Randbedingun- 
gen erfüllt werden und die Gesamtenergie des durch die Fortbewegung des Organismus indu- 
zierten Geschwindigkeitsfeldes endlich bleibt. Im speziellen werden nur die Bewegungen solcher 
Organismen betrachtet, die sich durch wellenartige Bewegungen eines kreisrunden Fadens sehr 
geringen Durchmessers (Geißel, Schwanz) fortbewegen. Verf. leitet für diese Fortbewegungs- 
geschwindigkeiten Formeln ab. Diese Formeln werden mit den Ergebnissen von Taylor und mit 
mikroskopischen Beobachtungen verglichen. F. Cap. 

Gusejn-Zade, M. A.: Zur Frage der Strömung einer idealen Flüssigkeit mit 
Unterschallgeschwindigkeit um ein durchlässiges Profil. Vestnik Moskovsk. Univ. 8, 
Nr. 5 (Ser. fiz.-mat. estestv. Nauk Nr. 3), 35—37 (1953) [Russisch]. 

Goodman, Theodore R.: The upwash correction for an ocsillating wing in a 
wind tunnel. J. aeronaut. Sci. 20, 383—386, 406 (1953). 

Die Aufwindkorrektur für einen schwingenden dreidimensionalen Flügel im 
Windkanal mit Kreisquerschnitt wird berechnet, indem das Beschleunigungs- 
potential für den stationären Fall, das v. Baranoff [Deutsche Luftf.-Forschung 
F B 1272 (1940)] angegeben hat, auf das Geschwindigkeitspotential der instationären 
Bewegung umgerechnet wird. Für hohe Flatterfrequenzen ist die Korrektur ver- 

gung 8 
nachlässigbar, für niedrige Frequenzen in der Größenordnung der Werte für stationäre 
Bewegung. J. Pretsch. 

Pereira Gomes, A.: Dötermination d’un „convergent‘“ ayant un corps ä Pou- 
verture,de sortie. Portugaliae Math. 12, 49—56 (1953). 

Um den Düseneinfluß auf die Windkanalkorrektur bei rotationssymmetrischer 
Strömufig zu berechnen, wird der Widerstandskörper am Kanalausgang durch einen 
Dipol ersetzt. Verf. scheint die von D. Küchemann und F. Vandrey (dies. Zbl. 
26, 28)’angegebene Lösung nicht bekannt gewesen zu sein. J. Pretsch. 


Binnie, A. M.: The stability of the surface of a eavitation bubble. Proc. Cam- 
bridge philos. Soc. 49, 151—155 (1953). 


Zentralblatt für Mathematik. 50. 1a) 


194 


Birkhoff, Garrett: Formation of vortex streets. J. appl. Phys. 24, 98—1 
1953). 
R die Bildung der Wirbelstraßen wird statt des Aufrollvorganges einer 
zelnen Trennungsschicht in konzentrierte Wirbel der Zerfall zweier paralleler 
nungsschichten mit entgegengesetzter Zirkulation verantwortlich gemacht. Es 
bewiesen, daß das Moment der Zirkulation für jede ebene Navier-Stokes-Ström 
konstant ist; daraus folgt, daß der mittlere Querabstand der Wirbel in idea, 
Flüssigkeit konstant ist, aber in zäher Flüssigkeit mit der Zeit wegen der zähigkei 
bedingten Zirkulationsabnahme wächst. Die aus Periodenzahl, Nachlaufdure 
messer und Geschwindigkeit gebildete Strouhal-Zahl hat in Abhängigkeit von de 
Reynoldszahl den aus Messungen zu erwartenden Verlauf. J. Pretsch. 

Pai, $S.I.: On turbulent flow between parallel plates. J. appl. Mech. 20, 109—11 | 
1953). 

u Arbeit behandelt die Reynoldsschen Bewegungsgleichungen für die inkom- | 
pressible, turbulente Strömung zwischen parallelen Wänden. Für diese Strömung, 7 
die stationär und zweidimensional vorausgesetzt wird, reduziert sich die Zahl der 
Reynoldsschen Gleichungen auf 2, wobeı aber 4 Unbekannte auftreten. Aus diesen 
Gleichungen werden einige (bereits bekannte) Schlüsse über die Verteilung der tur- 
bulenten Schwankungen gezogen. — Die Beziehungen werden auf 2 Spezialfälle 
angewandt, nämlich auf die Kanalströmung, bei der beide Wände in Ruhe sind, 
und auf die Couette-Strömung, bei der eine Wand in Ruhe ist und die andere sich 
mit konstanter Geschwindigkeit bewegt. Der Verf. setzt nun für die Geschwindig- 
keitsverteilung ein dreigliedriges Polynom an und findet bei entsprechender Wahl 
der Konstanten für die Kanalströmung die gerechneten Verteilungen von Geschwin- 
digkeit und Reynoldsscher Schubspannung in Übereinstimmung mit Messungen 
von J. Laufer. Bei der Couette-Strömung bestehen für die Rechnung keine Ver- 
gleichsmöglichkeiten mit Versuchen. J. Rotta. 

Stokman, V. B.: Über die Berücksichtigung der „seitlichen“ Reibung in der 
Dynamik der Meeresströmungen (Kritik der Ergebnisse von Hidaka). Doklady Akad. 
Nauk SSSR, n. Ser. 88, 795—798 (1953) [Russisch]. 

Shereliff, J. A.: Steady motion of eondueting fluids in pipes under transverse 
magnetic fields. Proc. Cambridge philos. Soc. 49, 136—144 (1953). 

Es wird die stationäre Strömung einer leitfähigen, viskosen Flüssigkeit unter- 
sucht, die in einem Kanal durch ein quergerichtetes Magnetfeld fließt. Die Wände 
sind nicht leitend. W. Kertz. 


Michael, D. H.: Stability of plane parallel flows of eleetrically eondueting fluids. 
Proc. Cambridge philos. Soc. 49, 166—168 (1953). 


Es wird die Stabilität der zweidimensionalen Strömung einer leitfähigen Flüs- 
sigkeit bei Anwesenheit kleiner magnetischer Störfelder untersucht. W. Kertz. 


Cherry, T. M.: A transformation of the Hodograph equation and the deter- 
mination oY certain fluid motions. Philos. Trans. Roy. Soc. London, Ser. A 245, 
583—626 (1953). 

Wenn man bei ebenen kompressiblen Strömungen von der Strömungsebene %,y zuf 
Hodographenebene q, 8 übergeht, ist die Zuordnung x(g, 8) und y(g, 6) gewöhnlich mehrdeutig. 
Um eine eindeutige Zuordnung zu erreichen, geht Verf. zu neuen Koordinaten q, ® über mittels 
der Transformation O+ik= B— 2 aarc tg [qsinp/(l —gcos ®)], wobei K eine reelle Kon- 
stante ist und & = 0,7247, wenn das Verhältnis der spezifischen Wärmen 1,4 ist. Diese Trans- 
formation hat die Eigenschaft, daß die Stellen 08/°® = 0 Charakteristiken der Hodographen- 
gleichung sind. Grundlösungen der Hodographengleichungen sind durch hypergeometrische 
Funktionen gegeben. Diese werden in den neuen Veränderlichen durch schnell konvergente 
Reihen dargestellt und die ersten drei Lösungsfunktionen tabelliert. Unter Verwendung dieser 
tabellierten Grundlösung wird die Strömung durch eine Lavaldüse mit teilweisen Überschall- 
gebieten und auch die Umströmung von Tragflügelprofilen im Unterschallbereich dargestellt. 
Wenn sich im letzten Fall die Anströmgeschwindigkeit der Schallgeschwindigkeit nähert, ent- 
artet das Strömungsfeld in Prandtl-Meyer-Strömungen. Ein Vergleich des neuen Verfahrens 
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mit anderen bekannten Integrationsverfahren der Hodographengleichuug zeigt, daß es besonders 
dann geeignet ist, wenn die Lösungen als Funktionen von g, 0 einfache Verzweigungspunkte ent- 
lang zweier Charakteristiken entgegengesetzter Systeme haben, die sich an der Schallgrenze 
treffen. Die bisherigen Verfahren erfordern in diesem Fall für jeden Zweig der Lösung verschiedene 
Reihenentwicklungen, die zudem nur langsam konvergieren. Singularitäten höherer Ordnung 
werden dagegen durch die Transformation nicht beseitigt. W. Wuest. 


Truesdell, €.: Two measures of vortieity. J. rat. Mech. Analysis 2, 173—217 
(1953). 


1. Als kinematisches Maß der Wirbelung wird die dimensionslose Zahl ®; — w(k d” d,,) U? 
definiert, wo w die Wirbelstärke und d,, = (v;,; + v,,.)/2 mit dem Geschwindigkeitsvektor v; 
den Deformationstensor bedeutet. Die Konstante k wird durch die Forderung normiert, daß 
für eine einfache scherende Strömung W; = »/x (» Winkelgeschwindigkeit, x = d,,) wird, 
was k=2 ergibt. In diesem Maß sind starre Rotationen gekennzeichnet durch ®; = ©, 
wirbelfreie nicht starre Bewegungen durch ®; = 0 und Strömungen vom Poiseuilleschen Typ 
durch ®; = 1. W;, kann umgeformt werden in ®; = (1 + 2v%? v,.,/w?)-!. Es werden noch 
_ fünf weitere Formulierungen für W, angegeben, u. a. erhält man aus der Darstellung 
des Beschleunigungsvektors a durch ein skalares Potential ® und ein Vektorpotential 4/ 
a=—grad® + cur //7 die Formel ®;=(1—2 (Ad + I)/w2)!!2 mit der Invarianten 
I = div b (° substantielle Ableitung). In Verallgemeinerung eines Ergebnisses von H. Rowland 
[Amer. J. Math. 3, 226 (1880)] wird folgendes Haupttheorem aufgestellt: Das skalare Beschleuni- 
gungspotential ® ist subharmonisch bzw. harmonisch bzw. superharmonisch, wenn 
2-1 w2(1 — 1/®%) — 1 > 0 bzw. = O0 bzw. < 0. Aus diesem Theorem lassen sich einige Schlüsse 
strömungsmechanischer Natur ziehen: Sind nämlich die äußeren Kräfte von einem Potential » 
ableitbar, so gilt für eine ideale Flüssigkeit ® = [| dp/o + v, für eine homogene inkompressible 
Flüssigkeit mit Reibung © = p/o + v. Ist v harmonisch, so folgt dann u.a. ein Satz von G.Ha- 
mel (dies. Zbl. 14, 159) über den Druck bei der Bewegung volumenbeständiger Flüssigkeiten. 
Bedeutet » das Gravitationspotential (Av = 4x 0 G, G Gravitationskonstante), so folgt das Theo- 
rem: Die Druckfunktion [ dp/o ist subharmonisch bzw. harmonisch bzw. superharmonisch, 
wenn 270 G/o: < bzw. = bzw. >1-— 1/2w2 — 1/%W%. Dieses Theorem enthält als Spezial- 
fälle einen Satz von Poincare& (vgl. Lamb, Lehrbuch der Hydrodynamik, Leipzig 1931, $ 372, 
dies. Zbl. 1, 363), daß in einer wie ein starrer Körper rotierenden Flüssigkeit für ® 2 2r0@ 
Kavitation auftreten muß, sowie den Satz von G. Bouligand (Verh. 2. internat. Congr. Techn. 
Mech. 1927, S. 460), daß in einer wirbelfreien Strömung niemals Kavitation auftreten kann. — 
Das Verhalten der kinematischen Wirbelzahl ®, wird an folgenden Strömungstypen stu- 
diert: Strömung in einem rotierenden Zylinder, Beltramische Strömung, | Gerstnersche 
Wellen. — 2. Als dynamisches Maß der Wirbelung wird die dimensionslose Zahl 

2 A 
BB, —- |wxol| = + grad = (mw Wirbelvektor) definiert, wobei angenommen wird, daß 
für W,<1 die Wirbelung dynamisch vernachlässigbar ist. Es ist zu beachten, daß (im 
Gegensatz zu W,) %, keine Galileiinvariante ist. Für gasdynamische Strömungen kann 


= 
man formulieren ®, = |m x ov||wx vo + % grad p| . Die Grenzen des Maßes W, sind 


gegeben durch ®, = 0 für wirbelfreie oder Beltramische Strömungen und durch WW) = 
für stationäre Strömungen mit gleichförmiger Geschwindigkeit (grad v?/2 = 0), die weder wirbel- 
frei noch beltramisch sind. Für eine vorliegende Strömung sind die Wirbelzahlen %, und 
%), im allgemeinen voneinander verschieden. Z.B. ergibt eine Beltramische Strömung 
RW, 21, ®,=0; eine starre Rotation ®; = ©, ®,n = 2. Das Verhalten der Wirbel- 
zahlen wird u.a. am Beispiel der Couette-Strömungen zwischen rotierenden Zylindern 
&= Q(1- a?/r?) (2 Konstante) studiert. Für diese Strömungsklasse ist w = 22 eine Kon- 
stante, während die Wirbelzahlen %, = r?/a?, W, = 2r?/(r? + a?) betragen und eine Typen- 
einteilung ermöglichen. Schließlich wird noch das Verhalten der Wirbelzahlen an einem ge- 
krümmten Verdichtungsstoß diskutiert. : w 2 Szablewski. 
Lin, €. €.: On Taylor’s hypothesis and the acceleration terms in the Navier- 
Stokes equations. Quart. appl. Math. 10, 235—306 (1953). 
Taylor hat 1938 für die Windkanalturbulenz die Annahme gemacht, daß die 
räumliche “Verteilung der turbulenten Bewegungen hinter einem gegebenen Punkt 
mit der mittleren Windgeschwindigkeit ohne wesentliche Anderung mitgeführt wird. 
In der vorliegenden Arbeit werden Abschätzungen durchgeführt, wie weit diese 
Annahme auch für eine Scherströmung (insbesondere also für Grenzschichten) an- 
wendbar ist. Hierzu werden Abschätzungen für die Korrelationen der Beschleuni- 
gungsglieder in den Navier-Stokesschen Differentialgleichungen gemacht, wobei die 


13* 


196 


Vierfach-Korrelationen entsprechend dem Vorgehen von Batchelor auf Prod 
von Zweifach-Korrelationen zurückgeführt werden. Bei großen Reynoldss 
Zahlen sind die Trägheitsglieder gegenüber den Druckgliedern vorherrschend, so 
sich die Flüssigkeitsteilchen mit nur geringer gegenseitiger Beeinflussung bew 
Offenbar ist die Taylorsche Hypothese nur für solche Bereiche des Spektrums 
wendbar, wo die Wellenlänge der turbulenten Schwankung wesentlich kleiner a 
die Grenzschichtdicke ist. W. Wuest. 

Gerber, Robert: Observations sur un travail recent de M. Miche. .J. Ma 
pur. appl., IX. Ser. 32, 79—84 (1953). 

Schwerwiegende Einwände gegen den Versuch von Miche, die Navier-Stokes 
schen Gleichungen aus einem Variationsprinzip ableiten zu wollen. In der Ta 
weicht die Art, wie Miche variiert, vollständig von dem sonst Üblichen ab. 

@. Hamel. 

Millsaps, Knox and Karl Pohlhausen: Thermal distributions in Jeffery-Ha 
flows between nonparallel plane walls. J. aeronaut. Sei. 20, 187—196 (1953). \ 

Die bekannten Gleichungen der genannten Strömung werden neu abgeleitet 
und durch Jacobische Funktionen integriert. Einzelne Beispiele werden genau 
durchgerechnet bis zur graphischen Darstellung. Wesentlich neu ist die Untersuchung 
der zugehörigen Wärmeströmung, die auf eine verallgemeinerte Lamösche Gleichung 
führt. Diese kann in einigen Fällen formal integriert werden, in anderen müssen 
Näherungsverfahren angewendet werden. G. Hamel. 

Chandrasekhar, 8.: The stability of viscous flow between rotating eylinders 
in the presence of a magnetie field. Proc. Roy. Soc. London, Ser. A 216, 293—309 
(1953). 

Ähnlich wie in einer vorangehenden Arbeit des Verf. über thermische In- 
stabilität einer von unten erhitzten Flüssigkeitsschicht (dies. Zbl. 46, 240) wird 
der Einfluß eines Magnetfeldes auf die Taylorsche Zahl (dort Rayleighsche Zahl!) 
für das Einsetzen der Rotationsinstabilität einer Flüssigkeit mit elektrischer Leit- 
fähigkeit berechnet. Die Analogie beider Fälle ohne Magnetfeld bleibt in gewissen 
Grenzen erhalten, die Erhöhung der Stabilitätsziffer ist hier ausgeprägter als im 
thermischen Fall (‚‚Haften‘‘ des Feldes an der Flüssigkeit und daher Behinderung 
einer Bewegung quer zu den Feldlinien). Die Lösung des komplizierten Randwert- 
problems gelingt für gleichsinnige Rotation und kleine Radiendifferenz der beiden 
Zylinder, sowie geschickt gewählte Randbedingungen für das Feld und unter Ver- 
nachlässigungen, die durch die praktisch vorkommenden Zahlenwerte ermöglicht 
werden, mit einer Variationsmethode, die eine numerische Berechnung der kritischen 
Taylorzahlen gestattet. In Hg und elektrolytischen Lösungen sollte der berechnete 
Kffekt im Laboratorium nachweisbar sein. @G. Burkhardt. 

Graffi, Dario: I teorema di unieitä nella dinamica dei fluidi eompressibili. J. 
rat. Mech. Analysis 2, 99—106 (1953). 

Ks wird gezeigt, daß unter geeigneten Anfangs- und Randbedingungen im 
Falle einer reibenden homogenen, kompressiblen, barotropen Flüssigkeit nur ein 
Lösungssystem der hydrodynamischen Gleichungen existieren kann. K. Maruhn. 


Iglisch, Rudolf: Elementarer Existenzbeweis für die Strömung in der laminaren 
Grenzschicht zur Potentialströmung U = u, x” mit m > 0 bei Absaugen und Aus- 
blasen. Herrn Professor Dr. Richard von Mises zum 70. Geburtstag verehrungsvoll zu- 
geeignet. Z. angew. Math. Mech. 33, 143— 147 (1953). 

Die Prandtlschen Gleichungen der laminaren Grenzschicht zur Potentialströmung U = u, a 
sind erfüllt, wenn die Stromfunktion y(z, y) von der Form 

y=Y2/(m +1) Yru,2”* fin), n = yY(m + 1)/2 u, mi 
(v = kinematische Zähigkeit) ist und (7) dem Randwertproblem (A) f”’ + ff’ +Ba1 - fd) =0 
(P = 2m/(m + 1)) (B) f(0) = €, f(0) = 0, f’(o0) = 1 genügt. Unter der zusätzlichen Annahme 
von (C) mM) >0 für 0O<n<o wird für > 0 die Existenz einer Lösung von (A), (B) ge- 


197 


zeigt und damit der Nachweis für „ähnliche“ Lösungen der Gr j i ü 
Über Fi) = f(n), FF) — AA TB ge der tenzschichtgleichungen geführt. 
{ { x n), ist (A), (B), (C) äquivalent mit (A,) F(FF) + FF) + 
Bam =d, B) FO=0, Flo)=1, (G) F)>0 für /> C. Es werden zunächst 
’ ssätze (indirekt und für 0 >0 und € <0 getrennt) bewiesen: (1) Die Lösung von (A,) 
mit (D,) F(C)=0, F(C)F(C)=«a> 0 nimmt bei > 0 und genügend groß ü in 
70 Funkti ER N i nd genügend großem «a für gewisse 
en Le = ee sind als 1. (2) Die Lösung von (A,), (D,) bleibt bei 
k maun stets kleiner als 1; sie steigt iv zu eh i 
ei SE fällt danach ab, solange F(f) > 0 ist. Wegen (1) Eaben die ne en, 
eine obere Grenze a*. Die mit F*(C) = 0, F*(C) F*(C) = a* i ö \ 
erfüllt auf Grund der stetigen Abhängigkeit RS = ee u a 
Randbedingung F() =1. Gezeigt wird nämlich, wiederum indirekt: (3) Es gibt En I N 
für das F*(f,) ein Maximum ist. (4) Es gibt keine Lösung F(f) von (A,), die sich für groß W a 
von f monoton wachsend einer Asymptote F=b mit 0<b< iF annähert Mit de 7 ) 
entsprechenden Funktion f*(n) existiert eine Lösung von (A), (B). Diese — für ß=1 Ei 
früher vom Verf. (Veröff. math. Inst. T. H. Braunschweig 1943, S. 14ff.) benutzte — Be 
methode ist durchweg elementar und unterscheidet sich darin von den (nur den Fall C=0 b S 
| handelnden) Untersuchungen von H. Weyl [Ann. of Math., II. Ser. 48, 381—-407 (1942)] DD: 
Eindeutigkeitsbeweis soll später veröffentlicht werden. H. Witting i 

Lees, Lester: On the boundary-layer equations in hypersonic flow and their 

ne solutions. J. aeronaut. Sci. 20, 143—145 (1953). 
ür das Zwischengebiet zwischen einer Wand und einer anli d ) i il 

hohen Machschen Zahlen die Prandtlschen a era ee : 
(6 Schichtdicke, «* Wandkoordinate vom Ansatzpunkt der Stoßwelle aus. gerechnet) Verf. 
ergänzt zunächst den zuerst von Shen (1952) gegebenen, aber nicht ganz schlüssigen Beweis. 
Der Verlauf des Geschwindigkeitsprofils in dieser Grenzschicht ist von Li Ting-Yi und N aga- 
matsu (1952) nach einem Näherungsverfahren entsprechend dem Polhausenverfahren bei in- 
kompressibler Strömung untersucht worden, wobei es sich zeigte, daß der Profilparameter nahezu 
konstant ist. Die daraus folgende Vermutung, daß die Grenzschichtgleichungen auf eine ge- 
wöhnliche Differentialgleichung zurückgeführt werden können, bestätigt Verf. unter der Vor- 
aussetzung, daß Glieder der Größenordnung (ö/x*)? vernachlässigbar sind. Für Pr=1 und 
wärmeisolierte Wand geht diese Differentialgleichung in die bekannte Differentialgleichung von 
Falkner und Skan (inkompressible Grenzschichten an keilförmigen Körpern) über, deren 
Lösungen berechnetsind. Für eine wärmeleitende Wand führt das Problem näherungsweise auf die 
Blasiussche Grenzschichtgleichung, woraus dann der örtliche Wärmeübhergangskoeffizient be- 
rechnet werden kann. Einige Rechenergebnisse werden mitgeteilt. Ausführlichere Ergebnisse 
werden für einen weiteren Bericht angekündigt. W. Wuest. 

Ilingworth, €. R.: The laminar haundary layer of a rotating body of revolution. 
Philos, Mag., VII. Ser, 44, 389—403 (1953). 

Es wird die kompressible laminare Grenzschicht an einem axial angeströmten 
rotierenden Drehkörper behandelt. Durch eine von W. Mangler angegebene Trans- 
formation läßt sich das rotationssymmetrische Problem auf ein zugeordnetes ebenes 
Grenzschichtproblem zurückführen. Durch eine weitere Transformation auf die 
von v. Mises vorgeschlagenen Koordinaten gelingt es, gewisse allgemeine Aussagen 
über den Charakter der Lösungen zu gewinnen. Bei den ballistischen Anwendungen 
ist der Einfluß der Rotation auf die Ausbildung der Reibungssckicht verhältnis- 
mäßig gering. Es können deshalb näherungsweise die axiale Anströmung und die 
Drehung unabhängig voneinander berechnet werden. H. Schlichting. 

Wuest, W.: Näherungsweise Berechnung und Stabilitätsverhalten von laminaren 

g 

Grenzschichten mit Absaugen durch Einzelschlitze. Ingenieur-Arch. 21, 90—105 
11953). 
Nachdem die laminare Grenzschieht mit kontinuierlicher Absaugung schon 
seit längerer Zeit vielfach bearbeitet worden ist, wird hier die schwierigere Aufgabe 
in Angriff genommen, bei weleher an einer ebenen Wand in bestimmten Abständen 
Absaugeschlitze angeordnet sind. Der Druck wird längs der Wand als konstant 
angenommen. Die Geschwindigkeitsprofile werden nach Art des Näherungsver- 
fahrens von K. Pohlhausen als einparametrig angenommen und mit Hilfe des 
Impulssatzes und Energiesatzes berechnet. Die so errechneten Geschwindigkeits- 
profile werden nach der Tollmienschen Theorie auf Stabilität untersucht. Als Er- 
gebnis wurde erhalten, daß es nicht möglich ist, durch Schlitzabsaugung die kritische 
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Reynoldssche Zahl der Grenzschicht wesentlich zu steigern, während die früheı 
Untersuchungen für die kontinuierlich verteilte Absaugung (poröse Wand) eine 
beträchtliche Erhöhung der Stabilität ergeben hatten. H. Schlichting. 

Tsuji, Hiroshi: Note on the solutions of the unsteady Mninar boundary-laye 
equations. J. aeronaut. Sci. 20, 295—296 (1953). 

Tierney, John A.: An approximation to transonie flow of a polytropie 
Amer. J. Math. 75, 43—56 (1953). 

Die Stromfunktion für die ebene stationäre Strömung eines Gases mit 
Druck-Dichte-Beziehung p/p, — (0/0,)” genügt bekanntlich der Franklschen Dif- 
ferentialgleichung Yes + K(o)yoo =0 mit K(o)=o—bo?+ :... Zur Unter- 
suchung schallnaher Strömungen wurde bisher gewöhnlich die erste Approximation 
K(c) =o verwendet, durch welche die Franklsche Differentialgleichung sich 1. 
Tricomischen spezialisiert; dieser Approximation entspricht eine hypothetisch 
p, e-Kurve, welche die polytropische Druck-Dichte-Kurve mit dem Exponenten y 
im kritischen Punkt (Mach-Zahl = 1) berührt. — Verf. zeigt folgenden allgemeinen 
Satz: Wenn zwei Funktionen K(o) in den Potenzentwicklungen bis zum Term o* 
einschließlich übereinstimmen, berühren sich die entsprechenden p, o-Kurven im 
kritischen Punkt mindestens in der Ordnung n +1. Für den Fall n=2,d.h. 
für die Approximation K(c) =o— bo?, untersucht er die entsprechende Druck2 
Dichte-Beziehung genauer und diskutiert ein Beispiel einer schallnahen Strömung. — 
Es sei in diesem Zusammenhang auch auf eine Arbeit des Ref. (dies. Zbl. 46, 425), 
sowie auf die Dissertation von W. Müller (TH. München 1953) verwiesen, wo hypo- 
thetische Druck-Dichte-Kurven entwickelt werden, die in einem beliebigen Punkt 
in dritter Ordnung berühren. R. Sauer. 

Morawetz, €. S. and I. I. Kolodner: On the non-existence of limiting lines in 
transonic flows. Commun. pure appl. Math. 6, 97—102 (1953). 

In ebenen Strömungen werden als ‚„Grenzlinien‘‘ diejenigen Linien bezeichnet, 
längs denen die Funktionaldeterminante der Abbildung der Hodographenebene auf 
die Strömungsebene verschwindet. Verf. gibt einen kurzen Beweis des folgenden 
Satzes an: In einer ebenen, stetigen und stetig von der Machzahl im Unendlichen 
abhängigen Strömung mit beschränktem Überschallbereich um ein Profil mit be- 
schränkter Krümmung kann keine Grenzlinie auftreten. Ferner: Wenn in einer 
von einem Parameter abhängigen Schar von Profilströmungen für einen gewissen 
Wert des Parameters eine Grenzlinie auftritt. dann hat das diesem Parameterwert 
entsprechende Profil in mindestens einem Punkt unendliche Krümmung. ©. Heinz. 

Krieger, Irvin M. and Harold Elrod: Lrireet determination of the flow eurves 
of non-Newtonian Yluids. 11. Shearing rate in the concentrie eylinder viscometer. 
J. appl. Phys. 24, 134—136 (1953). 

Morikawa, George: Conical potential solutions in linearized supersonie flow. 
J. aeronaut. Sci. 20, 283—285 (1953). 

Woronetz, Constantin: L’influence de la pesanteur sur la forme du jet liquide. 

r. Acad. Sci., Paris 236, 271—273 (1953). 

Legendre, Robert: Limite sonique de la rösistance d’ondes d’un aßronef. C. r. 
Acad. Sci., Paris 236, 2479 —2480 (1953). 

Vojt, 8. 8.: Die Ausbreitung anfänglicher Verdichtungen in einem zähen Gase. 
Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 88, 221—224 (1953) [Russisch]. 

Wasserman, Lee S.: Physical explanation of singular integrals at supersonie 
speeds. J. aeronaut. Sei. 20, 65 (1953). 

Li, Ting-Yi and H. T. Nagamatsu: Shock-wave effeets on the laminar skin 
friction of an insulated flat plate at hypersonie speeds. J.aeronaut. Sei. 20, 345355 
(1953). 

Es wird eine angenäherte Berechnung der Strömung mit hoher Überschall- 
geschwindigkeit längs einer nicht angestellten flachen Platte mitgeteilt. Die Wechsel- 
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wirkung zwischen Stoßfront und Grenzschicht wird dabei in erster Näherung be- 
rücksichtigt. Die Grundgleichungen werden nach dem Pohlhausen-Verfahren be- 
handelt. Der Reibungskoeffizient wird errechnet ; es ergibt sich, daß er mit wachsen- 
der Machscher Zahl ansteigt. C. Heinz. 


Martin, M. H.: The propagation of a plane shock into a quiet atmosphere. 
Canadian J. Math. 5, 37—39 (1953). 

Für die Untersuchung der eindimensionalen nichtstationären Gasströmung wer- 
den die Ortskoordinate x und die Zeit t als Funktionen der unabhängigen Veränder- 
lichen y (Stromfunktion) und 2 (Druck) betrachtet. Dann erhält man x und t 
sowie die Gasgeschwindigkeit & durch Differentiationen undeine Quadratur aus einer 
Hilfsfunktion &(y, p), die einer Monge-Ampereschen Ditferentialgleichung genügt. 
Die rechte Seite dieser Gleichung ist eine durch die Zustandsgleichung des Gases 
festgelegte Funktion von p und y. Verf. untersucht hierauf für polytropische Gase 
die Ausbreitung eines Verdichtungsstoßes in ungestörter ruhender Atmosphäre. Es 
ergibt sich, daß diese Aufgabe auf ein Cauchysches Anfangswertproblem für die 
oben genannte Monge-Amperesche Differentialgleichung führt. R. Sauer. 

Martin, M. H.: The Monge-Ampere partial differential equation rt— s® + 
4” =0. Pacific J. Math. 3, 165—187 (1953). 

Die Ausbreitung von Stoßwellen läßt sich in gewissen Fällen durch eine nicht- 
lineare partielle Differentialgleichung vom Monge-Ampereschen Typ (*) ®— rt = 
4, [r = 92/022, s = 8%2/0x0y, t = O%zjöy®, A= X(x)- Y(y)] beschreiben (M.H. 
Martin, vorsteh. Referat). Verf. untersucht zunächstin Verallgemeinerung des schon 
von Goursat (1896) behandelten Falles A = const, wann (*) erste Integrale 
V(z, y,2,9,g) = const (p = %/dx, q = &2/dy) besitzt. Es zeigt sich, daß es für A 
sieben Möglichkeiten gibt, bei denen man ein erstes Integral angeben kann, und 
daß damit auch alle Möglichkeiten erschöpft sind. Sodann wird gezeigt, daß, sobald 
(*) ein erstes Integral besitzt, die Integration dieser Gleichung auf die Lösung von 
linearen partiellen Differentialgleichungen erster und zweiter Ordnung und Qua- 
draturen reduziert werden kann. Schließlich wird angegeben, wie das Cauchysche 
Anfangswertproblem für (*) im Falle der Existenz erster Integrale durch Lösung 
des analogen Problems für lineare Differentialgleichungen gelöst wird. (. Heinz. 


Cabannes, Henri: Methode de determination des ondes de choc detachees dans 
les &coulements stationnaires. ©. r. Acad. Sci., Paris 236, 1854—1856 (1953). 

Ein vorne stumpfer Drehkörper ruhe bis zum Moment t=(0 in der umgebenden Luft. 
Von diesem Zeitpunkt ab werde er in Richtung seiner Symmetrieachse Ox bewegt. Oy sei 
eine zu Ox senkrechte Achse. Vor dem Körper entsteht ein Stoß, dessen Verlauf durch x =F(y,t) 
beschrieben werde. Aus den Stoßbedingungen, den im Bereich zwischen Stoß und Körper gel- 
tenden gasdynamischen Grundgleichungen, der Randbedingung der tangentialen Umströmung des 
Körpers und der Anfangsbedingung, daß für t= 0 der Stoß am Drehkörper anliegt, lassen sich 
die Ableitungen ö"F/öt* für t=0 sukzessive berechnen. Für n=1 und n=2 ist das Er- 
gebnis explizit mitgeteilt. Diese Formeln gestatten, aus der Anfangsgeschwindigkeit, Anfangs- 
beschleunigung usw. des Drehkörpers die entsprechenden Daten des Stoßes zu berechnen. Es 
wird angenommen, daß sie auch dann gültig sind, wenn der Körper für = 0 unstetig bewegt 
ist, also z. B. für {> 0 die Geschwindigkeit konstant und von Null verschieden ist. Aus der Be- 
dingung, daß bei der in diesem Falle als stationär angenommenen Strömung der Scheitel der 
Stoßfront dieselbe Geschwindigkeit hat wie der Scheitel des Körpers, ergibt sich eine Abschätzung 
des Abstandes des Stoßes von dem Drehkörper. Ein Vergleich mit gemessenen Werten [NACA 
TN 2000 (1950)] zeigt für kleine Mach-Zahlen erhebliche Abweichungen, die aber mit steigender 
Geschwindigkeit abnehmen. 0. Heinz. 


Cabannes, Henri: Calcul de la courbure au sommet de l’onde attach6e dans les 
&coulemenits plans non stationnaires. J. rat. Mech. Analysis 2, 219—232 (1953). 

(Vg]. vorläufige Mitteilung des Verf.: dies. Zbl. 47, 188.) Ein Profil, mit einer 
Spitze O beginnend und übrigens von endlicher Krümmung, möge sich um O drehen, 
so daß ein zeitlich veränderliches, in Polarkoordinaten durch 9 = w(t) + f(r) be- 


schreibbares Profil vorliegt. Die homogene Anströmung (Machzahl M = qle >1; 
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c„[c, = 7/5) erzeugt eine anliegende Kopfwelle mit dem Verlauf 0) = Fer, t) = 
Fit) +rF() +... R,=-2f(0) und Kit) = — 2F,(t) sind die Krümm gs 
radien des Profils und der Kopfwelle bei 0. Für R(t) ergibt sich eine Da 
stellung R(t)/R, = Ho(t), M)/[1 + (R,[c) w’(t) g(o(t), M)]. f(o, M) ist bekann 
[L. Crocco, L’Aerotecnica 17, 519—534 (1937)] und wechselt das Vorzeichen 
dem von M abhängigen „Crocecv-Winkel“ o,. Über g(o, M) werden nähere Aus 
sagen gemacht und daraus Folgerungen insbesondere über das Vorzeichen v 
R(t) gezogen. Beide Funktionen sind für 0 << o,, definiert, wo ©, der (v 
M abhängige) maximale Umlenkungswinkel ist. Es ist f(o„, M) endlich 
PIKOJER M) = oo; bei = w,, ist also R(t) = 0, falls »’(t) +0. — Für M = 
sind verschiedene Kurven gezeichnet. — Verf. nimmt an, daß die Kopfwelle sie 
bei &,, ablöst, während nach H. Richter (dies. Zbl. 35, 420) unter dem Einflu 
von Reibung und Wärmeleitung bereits vor Erreichung von w, Ablösung erfolgen 
sollte. F. Wecken. 

Becker, E.: Analogie zwischen Wasserschwall und Verdichtungsstoß. Inge- 
nieur-Arch. 21, 42—54 (1935). 

Es werden die Erscheinungen erörtert, die einer vollkommenen Analogie zwischen 
dem zweidimensionalen Verdichtungsstoß eines kompressiblen Gases und der drei- 
dimensionalen Flüssigkeitsströmung bei sprunghafter Spiegelerhöhung entgegen- 
stehen. Die Abweichungen werden durch die Verschiedenheit im thermodynamischen 
Verhalten und im räumlichen Charakter der Strömungen hervorgerufen. Wie Mes- 
sungen an mehreren Wasserschwallprofilen und Wellensystemen zeigen, wird die 
Bildung einer Wasserwalze beim Schwall, welehe dem Verdichtungsstoß am besten 
entspricht, dann begünstigt, wenn die Wellenlänge kleiner als der fünffache Wert 
der Amplitude der Kapillarwellen, welche vor dem Schwall herlaufen, ist. 

J. Pretsch. 

Travers, Serge: Calcul de l’&paisseur des ondes de choc dans l’argon. ©. r. 
Acad. Sei., Paris 236, 889—891 (1953). 

Miles, John W.: Impulsive motion of a flat plate. Quart. J. Mech. appl. 
Math. 6, 129—140 (1953). 

Im Anschluß an eine Vorarbeit (dies. Zbl. 44, 217), in welcher der Verf. das. 
Problem der stoßartigen Bewegung eines Kreiszylinders in einem kompressiblen 
reibungsfreien Medium in akustischer Näherung betrachtet hatte, wird nun die 
Bewegung einer unendlich ausgedehnten dünnen ebenen Platte untersucht. Ins- 
besondere wird danach gefragt, welche Kraft A(t) nötig ist, um eine Diskontinuität 
(stoßweise Beschleunigung!) in der Querströmung zu erreichen. F. Cap. 

Ludford, G., H. Polachek and R. J. Seeger: On unsteady How oT compressible 
viscous fluids. J. appl. Phys. 24, 490—495 (1953). 

Einem Gedankengang R. v. Mises’ folgend. behandeln Verff. die eindimensionale, insta- 
tionäre, zähe Gasströmung dadurch, daß sie das Kontinuum durch ein Teilchenmodell ersetzen. 
Der Vorteil dieser Methode liegt darin, daß die Gleichungen, welche dieses Modell beschreiben, 
auf eine solche Form gebracht werden können, daß sie mit modernen Rechenautomaten gelöst 
werden können. Die Methode wird angewandt auf den Falleines Gases, dasin einem geschlossenen 
und gleichförmig bewegten Rohr enthalten ist. Das Rohr werde plötzlich zum Stillstand ge- 
bracht. Die Trägheitsbewegung der Teilchen wird untersucht (Teilchenzahl N — 99, Zahl der 
Zeitintervalle 500). Die Rechnung wird für „kleine“ und „große“ Zähigkeit ausgeführt. Das Teil- 
chenmodell stellt nur für den Fall großer Zähigkeit eine gute Näherung für das Kontinuum dar 
wegen der sonst störenden Eigenschwingungen der Teilchen. Als weiteres Beispiel wird das 
Stoßwellenrohr untersucht. Im Anhang wird die Stabilität des für die numerischen Rechnungen 
benutzten Gleichungssystems untersucht, wobei darunter verstanden wird, daß bei Einführung 
einer kleinen Störung die Amplitude nicht zeitlich anwachsen darf. W. Wuest. 

Pack, D. €.: A note on the unsteady motion of a ecompressible fluid. Proc. Cam- 
bridge philos. Soc. 49, 493—497 (1953). 

., Für die Differentialgleichungen der nichtstationären eindimensionalen Strömung eines. 
reibungsfreien isentropischen Gases kann man bekanntlich die Lösung in geschlossener Form 
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mit zwei willkürlichen Funktionen je einer unabhängigen Veränderlichen angeben, wenn das 
Verhältnis x der spezifischen Wärmen durch eine ganze positive Zahl m mittels x — 
(2m + 3)/(2m + 1) darstellbar ist. Hierbei treten Ableitungen der willkürlichen Funktionen 
bis zur Ordnung (2m — 1) auf. Bisher hat es sich gewöhnlich als sehr schwierig erwiesen, die 
zunächst willkürlichen Funktionen vorgegebenen Anfangs- und Randbedingungen anzupassen ; 
vgl. beispielsweise die sehr langwierigen Rechnungen von Love und Pidduck beim Lagrange- 
schen Problem der Innenballistik [Philos. Trans. Roy. Soc. London, Ser. A 222, 167—226 (1922)]. 
Dem Verf. gelingt esin der vorliegenden Arbeit, für den Fall m=1.(x = 5/3) die zu bestimmenden 
Funktionen für folgendes Anfangswertproblem zu ermitteln: Das an Vakuum grenzende Gas 
ist zur Zeit ?=0 in Ruhe; die zur Zeit = 0 vorliegende inhomogene Temperaturverteilung 
ist dadurch gekennzeichnet, daß die eine der beiden Riemannschen charakteristischen Ver- 
änderlichen mit dem Abstand von der Gasoberfläche linear von Null auf einen Endwert ansteigt, 
der dann für noch größere Abstände konstant bleibt. Es wird gezeigt, daß die eine Charakteristi- 
kenschar in der Weg-Zeit-Ebene in einem Punkt zusammenläuft und daß von da an die Gas- 
oberfläche mit konstanter Geschwindigkeit weiter wandert. Anwendung auf das Studitm inter- 
stellarer Gaswolken. R. Sauer. 

Flax, A. H.: Reverse-flow and variational theorems for lifting surfaces in 
nonstationary compressible flow. J. aeronaut. Sci. 20, 120—126 (1953). 

Eine allgemeine Beziehung zwischen den Lösungen des linearisierten Problems 

der tragenden Fläche bei Anströmung von vorn und von hinten ist für den stationären 
Fall schon von verschiedenen Autoren untersucht worden. Verf. erweitert dieses 
„Rückström-Theorem“ auch auf nichtstationäre kompressible Strömungen. Im 
Zusammenhang damit kann auch ein Variationsprinzip aufgestellt werden, das zur 
Gewinnung von Näherungslösungen bei Problemen mit tragenden Flächen ver- 
wendbar ist. Es ist besonders dann von Vorteil, wenn die Näherungslösungen zwar 
die Differentialgleichungen, nicht aber die Randbedingungen exakt erfüllen. Das 
Rückströmtheorem, das die Lösungen mit Anströmung von vorn und von hinten 
miteinander in Beziehung setzt, ist vor allem dann von Nutzen, wenn der eine Fall 
leichter berechenbar ist. Man kann mit Hilfe des Theorems Beziehungen zwischen 
den aerodynamischen Koeffizienten (Auftriebs,- Widerstands- und Momentenbei- 
-wert) in den beiden Fällen aufstellen. Ferner kann man Einflußfunktionen für den 
Auftrieb, das Längs- und das Rollmoment in Abhängigkeit von der Druckverteilung 
bei Anströmung von hinten gewinnen, ganz entsprechend den Munkschen Integral- 
formeln bei ebener inkompressibler Strömung. Einige Anwendungsbeispiele er- 
läutern die Methode an einem Flügel mit beliebiger Schwingungsbewegung und mit 
sich zeitlich deformierender Oberfläche. W. Wuest. 

Tollmien, W.: Fortschritte der Turbulenzforschung. Z. angew. Math. Mech. 33, 
200—211 (1953). 

Uberoi, Mahinder S.: Quadruple velocity eorrelations and pressure fluctuations 
in isotropie turbulence. J. aeronaut. Sei. 20, 197—204 (1953). 

Die Korrelation des Druckes mit sich selbst in einem Feld isotroper Turbulenz 
interessiert für Probleme der turbulenten Diffusion, Schallerzeugung durch Turbu- 
lenz und Auslösung der Kavitation in flüssigen Medien. Nach Batehelor (dies. 
Zbl. 42, 194) kann die Korrelation des Druckes mit dem Druck an einer benach- 
barten Stelle auf einer Vierfachkorrelation von Geschwindigkeitsgrößen (je zwei 
Geschwindigkeitskomponenten an den beiden Stellen) zurückgeführt werden. Im 
Gegensatz zu Batchelor geht aber Verf. bei der weiteren Rechnung nicht von 
einer Gaußschen Wahrscheinlichkeitsverteilung aus, vielmehr stellt er eine Be- 
ziehung zwischen den Korrelationen 4. und 2. Ordnung der Geschwindigkeitsgrößen 
als Hypothese auf, die zwar von der Gaußschen Normalverteilung erfüllt wird, 
diese aber nicht als notwendige Bedingung erfordert. Folgerungen aus dieser Hypo- 
these stehen in guter Übereinstimmung zu Messungen von Vierfachkorrelationen. 
Der Wufzelwert des Quadratmittels des Druckes und des Druckgradienten wird 
für verschiedene Reynoldszahlen R, der Turbulenz aus Zweifachkorrelationen be- 
rechnet. Da der Druckgradient in Beziehung zur Diffusion gekennzeichneter Teil- 
chen von einer Quelle aus steht, ist ein Vergleich der berechneten Werte mit Dif- 
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fusionsmessungen des Verf. möglich. W. Wuest. 
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Krzywoblocki, M. Z.: On the fundamentals of locally isotropie turbulence 
magneto-hydrodynamies of a compressible medium. Acta phys. Austr. 6, 250— 
(1953). 

Ye führt die in einer früheren Arbeit (dies. Zbl. 47, 438) abgeleiteten Grund 
gleichungen der isotropen Turbulenz in einem kompressiblen Medium auf Gleichun 
der definierenden Skalarfunktionen zurück. Dabei wird die gegenseitige Wirk 
des elektromagnetischen Feldes und der turbulenten Bewegung berücksichti 
jedoch ein von außen aufgeprägtes elektrisches oder magnetisches Feld ausgeschlos 
sen. Die in einer vorangehenden Arbeit des Verf. (Proc. 2" Midwest. Confer. Flui 
Mech., Ohio State Univ. 1952) entwickelte Hypothese der Energieübertragung i 
einem örtlich isotropen turbulenten System bei einem kompressiblen Medium wi 
auf das vorliegende Problem erweitert. Die sich dabei ergebenden Gleichungen . | 
sehr verwickelt und bieten wenig Ansatzmöglichkeiten für eine weitere Behandlung. # 
Verf. hofft, durch Vernachlässigung gewisser Energieglieder oder durch Einführung # 
einer Art „kleiner Störungen‘‘ weitere Fortschritte erzielen zu können. W. Wuest. | 

Dressler, R. F. and F. V. Pohle: Resistance effeets on hydraulie instability. 
Commun. pure appl. Math. 6, 93—96 (1953). 

Die Instabilität einer gleichförmigen turbulenten Kanalströmung, welche die” 
Bildung von ‚‚Rollwellen‘“ einleitet, ist am Beispiel der Widerstandsgesetze von 
Chezy und Manning schon früher berechnet worden. Nach der von Jeffreys 
[Philos. Mag., VI. Ser. 49, 793—807 (1925)] eingeschlagenen Methode wird nunmehr 
aus den nichtlinearen Gleichungen der Seichtwasserströmung bei allgemeinem Wider- 
standsgesetz ein Stabilitätskriterium abgeleitet, das mit den von Vedernikow 
[Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 48 (1945)] und Craya auf andere Weise 
gewonnenen Ergebnissen übereinstimmt. Hiernach ist jede Strömung, deren Wider- 
stand sich mit einer Potenz der Geschwindigkeit ändert, stabil. Für die Instabilität 
sind sowohl Tiefe des strömenden Mediums als auch Widerstandsgesetz maßgebend ; 
da die eindimensionale Gasströmung, welche denselben Ausgangsgleichungen ge- 
horcht, nur von der Geschwindigkeit abhängt, ist eine Instabilität der beschriebenen 
Art für sie nicht zu erwarten. J. Pretsch. 

Chovanskij, A. N.: Zur Ableitung der Grundgleichungen der Filtration einer 
elastischen Flüssigkeit in einem elastischen, porösen Medium. Doklady Akad. Nauk 
SSSR, n. Ser. 89, 241—244 (1953) [Russisch]. 

Pilatovskij, V. P.: Zum Problem der instationären Filtration einer elastischen 
Flüssigkeit in einer Rundgalerie. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 89, 635— 638 
(1953) [Russisch |. 

Sretenskij, L. N.: Das räumliche Problem der Bestimmung von stehenden 
Wellen endlicher Amplitude. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 89, 25—28 (1953) 
[Russisch |. 

In der vorliegenden Notiz bringt Verf. die Bestimmung stehender periodischer 
Wellen an der Oberfläche einer dreidimensionalen Strömung. Hierbei setzt er das 
(eschwindigkeitspotential in Form einer Reihe an: 


plz, y.2) = —rn + (X, en? cosny + Ag ehr? cosdny-+ + -)sinmxz + 
+ (pp vn H Ogo eh? cos Any + +) -sin?2mac + 
> (Oy, Mi? os NY + &yg eh? cos dny-+ ---)sin 3mz + 


Fr +*», 
wobei v, m und n gegebene Größen sind; die Koeffizienten «,, sind zu bestimmen. 
Statt der Zeit tsetzter T=qt an. Dann ist — mit Beschränkung auf Potenzen, 
die 3 nicht übersteigen: 


vlt +teywtenyt:.-; 


meter, +), 7,8 ungerade 
1 
nee Fer r, s gerade. 
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Mt „=0, »=0 und = }(n? + 2m? cos?nI)e2kıc enthalten die Reihen 
keine beständigen Glieder. Aus dem Bernoullischen Integral erhält er dann die 
Gleichung der Oberflächenströmung. Es folgt daraus die Abhängigkeit zwischen 
Strömungsgeschwindigkeit, Wellen-Amplitude und Wellenlänge in zwei aufeinander 
senkrechten Richtungen. K. Borkmann. 

Kampe de Feriet, J. and J. Kotik: Surface waves of finite energy. J. rat. 
Mech. Analysis 2, 577—585 (1953). 

Das Anfangswertproblem in der linearisierten Theorie der Schwerewellen wird 
mit einem Geschwindigkeitspotential ®(x, y, t) gelöst, das ein Integral über die 
Wellenlänge A darstellt. Die Koordinaten x, y,t gehen durch drei einfache Inte- 
grandenfaktoren ein; ein vierter Faktor ist die Fourier-Plancherel-Transformierte 
f(A) zur gegebenen Gestalt F(x) der Oberfläche zur Zeit t=0. J. Pretsch. 

Mereier, Robert: Contribution ä l’ötude des ondes superficielles et interfaciales. 
Helvet. phys. Acta 26, 317—328 (1953). 

Die erzwungenen rotationssymmetrischen periodischen Bewegungen an der 
Grenzfläche zwischen einer idealen Flüssigkeit und einem Gas, das lediglich einen 
konstanten Druck auf die Flüssigkeit ausübt, werden mit einem einfachen Ansatz 
für das Geschwindigkeitspotential berechnet, das ein Produkt von drei Funktionen 
ist, deren jede nur von einer der Raum-Zeitkoordinaten abhängt. Auch an der 
Trennungsfläche zweier homogener Flüssigkeiten ist die Störungsschicht nur von 
der Dicke einer Wellenlänge. J. Pretsch. 


Campbell, I. J.: Wave motion in an annular tank. Philos. Mag., VII. Ser. 
44, 845—853 (1953). 

Um die durch einen Dreharm hervorgerufenen Störungen in einem Wassertank 
von ringförmigem Querschnitt zu erklären, wird die Lambsche Theorie für einen 
kreiszylindrischen Tank erweitert. Die Strebe wird durch einen längs der äußeren 
Innenwand wandernden Druckpunkt ersetzt. Die normalen Oberschwingungen 
bilden eine zweifach unendliche Mannigfaltigkeit, die durch die Zahl der Knoten 
über dem Durchmesser (s) und über dem Umfang (nr) bestimmt wird. Resonanz- 
erscheinungen treten auf, wenn die Wellenfrequenz ein s-faches der Winkelgeschwin- 
digkeit ist. J. Pretsch. 

Longuet-Higgins, M. S.: Mass transport in water waves. Philos. Trans. Roy. 
Soc. London, Ser. A 245, 535—581 (1953). 

Die Theorie des Massentransportes in Wasserwellen wird unter Berücksichti- 
gung der Zähigkeit und unter der Annahme entwickelt, daß die Bewegung als Stö- 
rung des Ruhezustandes ausgedrückt werden kann. Für kleine Werte von a?/ö? 
(a —= Wellenlänge, ö = Grenzschichtdicke) diffundiert die Drehung durch zähe 
„Leitung‘“, bei großem a?/ö? durch Konvektion. Die Leitungslösung ist identisch mit 
derjenigen, die man durch sukzessive Approximationen aus der Stokesschen Lösung 
für ideale Flüssigkeit erhält. Die Konvektionslösung dagegen ist unbestimmt für 
die fortschreitende Welle und nicht eindeutig für die stehende Welle; für große 
Wellenlängen ist also die Massentransportgeschwindigkeit instabil und die Voraus- 
setzung der Periodizität nicht statthaft. Die für konstante Wassertiefe durchgerech- 
neten Beispiele zeigen erhebliche Unterschiede gegenüber den Lösungen in idealer 
Flüssigkeit, z. B. hat die fortschreitende Welle in Bodennähe eine große Vorwärts- 
geschwindigkeit. Die vorliegenden experimentellen Daten reichen für eine Prüfung 
der theoretischen Ergebnisse nicht aus, J. Pretsch. 


Ursell, F.: Mass transport in gravity waves. Proc. Cambridge philos. Soc. 49, 
145—150 (1953). f 
Der Gültigkeitsbereich des Beweises von Lord Rayleigh für das notwendige 


Auftreten eines Wassertransportes in wirbelfreien Schwerewellen wird erweitert. 
W. Kertz. 
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Kostjukov, A. A.: Über den Wellenwiderstand einer Schiffskarawane. Priklad. 
Mat. Mech. 17, 33—38 (1953) [Russisch]. 


Wärmelehre: 


Broer, L. J. F.: Note on the efficieney of thermal machines at a finite rate 

of expansion. Appl. Sei. Research, A 4, 1—10 (1953). , 
Reik, Helmut G.: Zur Theorie irreversibler Vorgänge. I. II. II. Ann. der 

Physik, VI. F. 11, 270—284, 407—419, 420—428 (1953). L 
Es wird postuliert, daß irreversible Vorgänge, bei denen sich nur eine Zustands- 

koordinate c ändert, unter adiabatischen Bedingungen nach dem Zeitgesetz. 
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ablaufen, und daraus wird die gesamte Thermodynamik des Gleichgewichts und der 
irreversiblen Prozesse einschließlich des 2. Hauptsatzes hergeleitet. A ist die Re- I 
aktionslaufzahl, Ro (R = Gaskonstante) wird als Entropie im üblichen thermo- 
dynamischen Sinne erkannt, o* ist als Entropie des Zwischenzustandes im Sinne 
von Eyring aufzufassen. Die Indices 0, 1, 2 beziehen sich auf den Zwischenzustand, 
den Ausgangs- und Endzustand der Reaktion. u ist bei chemischen Reaktionen 
und einer Reihe anderer Phänomene gleich kT/h. In der zweiten und dritten Mit- 
teilung wird das Zeitgesetz auf chemische Gasreaktionen und auf chemische Re- 
aktionen in Lösungen angewandt. Eine Erweiterung auf den Fall von mehreren 
gleichzeitig ablaufenden Reaktionen wird angekündigt. Ref. konnte sich nicht von 
der Zwangsläufigkeit der Überlegungen überzeugen. J. Meiner. 

Klein, G. et I. Prigogine: Sur la me&canique statistique des phenomönes irre- 
versibles. I. II. Physica 19, 74—88, 89—100 (1953). 

Die Möglichkeit, die statistische Mechanik der irreversiblen Prozesse auf die Rekursionen 
zwischen den Verteilungsfunktionen verschiedener Ordnung (Yvon, Born-Green) und auf 
das Superpositionsprinzip von Kirkwood zu gründen, wird für ein lineares System mit Wechsel- 
wirkungen nur zwischen nächsten Nachbarn untersucht. Im ersten Teil dieser Arbeit werden 
die Gleichgewichtseigenschaften des Systems betrachtet, die auch für die Behandlung des Nicht- 
Gleichgewichts gebraucht werden. Als Folge des Superpositionsprinzips reduziert sich die Re- 
kursion zwischen den Verteilungsfunktionen auf eine einzige Gleichung für die Verteilung von 
Paaren von Nachbarn, Sie besitzt bemerkenswerterweise neben der Gleichgewichtslösung auch 
andere stationäre Lösungen. Dies hängt eng damit zusammen, daß, wie im zweiten Teil gezeigt 
wird, das Born-Greensche Schema, welches von der Rekursion zwischen den Verteilungsfunk- 
tionen und dem Superpositionsprinzip ausgeht, keine dissipativen Effekte, also keine Wärme- 
leitung im thermodynamischen Sinne liefert. Die Born-Greensche Methode erlaubt also weder 
eine Beschreibung der irreversiblen Prozesse, noch eine Berechnung der phänomenologischen 
Koeffizienten für die Transporterscheinungen. Die Übertragbarkeit dieses Ergebnisses auf den 
dreidimensionalen Fall wird plausibel gemacht. Diese Schwierigkeit verschwindet indessen in 
der kinetischen Gastheorie wegen der Hypothese der molekularen Unordnung und ebenso bei 
Einführung von Zusatzhypothesen, die das Modell der Brownschen Bewegung für die Behand- 
lung irreversibler Prozesse zugrunde legen. J. Meisner. 

Costa de Beauregard, Olivier: Sur le problöme quantique et elassique, de 
Pirreversibilite. C. r. Acad. Sei., Paris 236, 277—279 (1953). 

Balazs, Nandor L.: L’effet des statistiques sur le d&mon de Maxwell. ©. r 
Acad. Sci., Paris 236, 2385 — 2386 (1953). 

Haar, D. ter and €. D. Green: The statistieal aspeet of Boltzmann’s H-theorem. 
Proc. phys. Soe., Sect. A 66, 153—159 (1953). 

Die bekannte Ableitung des Boltzmannschen H-Theorems benutzt den „Stoß- 
zahlansatz“ ; d.h. es wird angenommen, daß in jedem Augenblick so viele Stöße 
erfolgen, als im Mittel zu erwarten sind. Auf diese Weise erhält man den Erwartungs- 
wert von H. Dieser Erwartungswert ist eine monotone Funktion der Zeit, und es 
ist ein vieldiskutiertes Problem, wie die dadurch gegebene Irreversibilität in einem 
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System bestehen kann, welches durch reversible Bewegungsgleichungen beherrscht 
wird. In der Arbeit werden zwei einfache Modelle durchgerechnet, bei denen die 
Verteilung durch einen einzigen Parameter bestimmt ist, so daß man an Stelle von H 
dessen Abweichung A vom Mittelwert benutzen kann. Es können dann für A die 
Wahrscheinlichkeitsverteilung und die Rekurrenzzeiten berechnet werden, die sym- 
‚metrisch in der Zeitrichtung sind. Das Gesetz der Entropievermehrung gilt dann 
immer noch in dem Sinne, daß man zu einer späteren Zeit wahrscheinlich immer 
einen kleineren Wert von .A finden wird. H. Koppe. 

Green, H. S.: Boltzmann’s equation in quantum mechanies. Proc. phys. Soc., 
'Sect. A 66, 325—332 (1953). 

Um die Boltzmannsche Fundamentalgleichung der kinetischen Gastheorie quantenmecha- 
nisch zu verallgemeinern, genügt es nicht, die klassischen Wirkungsquerschnitte für den Zweierstoß 
durch die quantenmechanisch berechneten zu ersetzen; denn es bleibt die Verwendung des 
Phasenraumes, was nicht ohne weiteres mit der Heisenbergschen Unbestimmtheitsrelation ver- 
einbar ist. Wigner (dies. Zbl. 4, 382) und Moyal (dies. Zbl. 31, 336) haben gezeigt, wie man 
(die Rechnung im Phasenraum auch vom Standpunkt der Quantenmechanik aus rechtfertigen 
kann, wenn man Verteilungsfunktionen zuläßt, die auch negative Werte besitzen. Unter Zu- 
grundelegung dieses durch die Quantenmechanik modifizierten Begriffs des Phasenraums wird 
das quantenmechanische Analogon der Boltzmannschen Fundamentalgleichung der kinetischen 
Gastheorie streng hergeleitet und unter der Annahme, daß nur Zweierstöße in Betracht kommen, 
‚eine Gleichung für die Verteilungsfunktion von Molekülpaaren im Phasenraum aufgestellt. Sie 
ist durch eine Randbedingung für den Stoß zu ergänzen; dies ist die einzige Stelle, an welcher 
die Irreversibilität in die Theorie hineingesteckt wird. Eine Lösung, welche der Randbedin- 
‚gung genügt, wird angegeben, und für mäßig dichte Gase werden Korrekturen klassischen und 
-quantenmechanischen Ursprungs gefunden. J. Meiner. 

Mott-Smith, H. M.: Change of electron temperature in an eleetron beam. J. 
appl. Phys. 24, 243—255 (1953). 

Verf. untersucht mit Hilfe der Boltzmann-Gleichung im eindimensionalen Fall 
den Einfluß von Zweierstößen auf die Geschwindigkeitsverteilung in einem Elek- 
tronenstrahl. Unter Bedingungen, wie sie in traveling-wave-Röhren vorliegen, reicht 
‚er nicht aus, um eine Maxwellverteilung herzustellen. Außerdem werden Wärme- 
leitung und Elektronengasdruck diskutiert. @. Höhler. 


Yuasa,. Tosiko et Jeanne Laberrigue-Frolow: Remarques sur les valeurs 
num6riques de la fonction de Fermi. J. Phys. Radium 14, 95—99 (1953). 


Scheidegger, A. E. and R. V. Krotkov: Relativistie statistical thermodynamics. 
Phys. Review, II. Ser. 89, 1096—1100 (1953). 

“ Dans un travail anterieur, P.G. Bergmann avait d’abord rendu covariant 
relativiste le formalisme de la m&canique statistique, puis l’avait quantifie. lci, 
l’on part de la thermodynamique quantique de von Neumann et de Klein, et 
‘on la rend relativiste, de maniere & retrouver la thermodynamique phenome£no- 
logique covariante de VanDantzig, Bergmann, Tolman, et Costa de Beaure- 
gard. L’impulsion-Energie totale prend la place de la classique Energie, ses 4 com- 
posantes et le poids statistique correspondant etant simultanement connus. La 
chaleur est un 4-vecteur, et son facteur integrant un autre 4-vecteur, dont la com- 
posante temporelle est l’inverse de kT. Les expressions classiques de „l’operateur 
statistigue‘‘, de l’entropie, de la fonction de partition, et les formules qui s’ensuivent, 
s’etendent fort el&gamment sous forme covariante. O. Costa de Beauregard. 


Bopp, Fritz: Übergang von der mikrokanonischen zur kanonischen Gesamtheit 
mittels ö-Funktion. Z. Naturforsch. 8a, 233—234 (1953). 

A system S consists of a certain macroscopie system S„ and a thermostat $, 
in contact with each other. S,, has the Hamiltonian H,„(®,,), where ®,, stands 
for all its eanonical coordinates. The thermostat is an ideal gas of N monatomic 
molecules, the ith moleeule having the eanonical coordinates ®, and the Hamiltonian 
function H,(®,) i =1,2,..., N). The total system Sis assumed to have the energy 
E, so that the appropriate statistiecal ensemble is a microcanonical one, and the 
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distribution funetion for 5, is 2 
HHD)=GJ.:-:]% E — Hnd)- 2 mo|ao, ee 
| i=1 


C, is a constant which is given by 4 f(H„) d®„ = 1. By using the Fourier decom 
position of the ö-Funktion, the author shows that f(H,) =:(C,/r!) (E-H,) 
where N is supposed to be even, and r is defined by 3N/?=r-+1. The 


‚energy of 8S,is E-H„=3NkT/2=(r+1)kT, whence 
jr = BEE FT LBe 


r! 
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Thus the mierocanonieal distribution for S implies the canonical distribution for. 
S„ under the assumptions stated. P.T. Landsberg. 


Rubinstejn, L. I.: Zur Frage der Dynamik des Verdampfens von idealen mehr- 
komponentigen Flüssigkeitsgemischen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 9, 987 # 
bis 990 (1953) [Russisch]. 


Collins, R.E.: A new analogy in transient heat conduetion. Amer. J. Phys- 
21, 501-503 (1953). g/ 


Zatzkis, Henry: A certain problem in heat eonduetion. .J. appl. Phys. 24, 
895-896 (1953). 


Elektrodynamik. Optik: 


e Lorentz, H. A.: The theory of eleetrons and its applications to the phenomena 
of light and radiant heat. New York: Dover Publications, Inc. 1953. 2. ed. 343 p. 
Bl: 


Das bekannte Lehrbuch von Lorentz über die Theorie des Elektrons, geschrieben etwa. 
gleichzeitig mit der Entstehung der Quantentheorie und der Relativitätstheorie, jedoch zu einem 
Zeitpunkt, als jene Theorien nicht allgemein anerkannt waren, ist jetzt in der „Dover“ Bücher- 
serie neu erschienen. Obwohl die theoretische Physik von heute an vielen Punkten die Grund- 
lagen für die Theorie der elektromagnetischen Vorgänge sehr stark modifiziert hat, ist es er- 
staunlich, wie „modern“ die Darstellung von Lorentz noch immer ist. Manche der ausgeführten. 
Einzelheiten, wie zum Beispiel der Versuch zu einer Theorie des anomalen Zeemaneffekts und 
die Festhaltung an der Atherbeschreibung der elektromagnetischen Größen, sind zwar nur für 
den interessant, der sich um die historische Entwicklung der theoretischen Physik kümmert,. 
aber das sind Ausnahmefälle. Sonst besteht kein wesentlicher Unterschied zwischen dem Lehr- 
buch von Lorentz, welches etwa aus dem Jahre 1906 stammt, und einem Lehrbuch, das 45 Jahre 
später geschrieben ist, es sei denn, daß nicht alle modernen Lehrbücher dieselbe ausführliche 
Diskussion der allgemeinen Grundlagen und experimentellen Tatsachen enthalten. — Der Inhalt 
des Buches ist zu wohlbekannt, um hier in Einzelheiten wiederholt zu werden. Es sei hinreichend 
zu erwähnen, daß die Diskussion mit den allgemeinen Maxwellschen Gleichungen anfängt, sich. 
mit der Emission und Absorption von elektromagnetischer Strahlung, der Theorie des Zeeman- 
effekts und der Ausbreitung elektromagnetischer Wellen in festen Körpern beschäftigt, um mit. 
einer Darstellung von optischen Phänomenen in bewegten Körpern zu enden. Alle längeren. 
Rechnungen sind am Ende des Buches in einem Anhang gesammelt. — Zuletzt nur eine kritische 
Bemerkung. Warum sind auf dem Umschlag zwei Elektronen, die sich in elliptischen Bahnen. 
um einen Kern bewegen, gezeichnet? Das Buch wurde bekanntlich viele Jahre vor der Ent- 
stehung des Bohrschen Atommodells geschrieben, und kann selbstverständlich keine Beschrei- 
bung des Bohr-Rutherfordschen Atoms enthalten. G. Källen. 


Durand, Emile: Solutions g6n6rales des öquations de Maxwell. ©. r. Acad. Sei.,. 
Paris 236, 1407—1409 (1953). 

Die vorliegende Arbeit bringt eine Integraldarstellung des elektromagnetischen 
Feldes, welche die innerhalb eines abgeschlosssenen Raumteiles V angenommenen 
elektrischen Ladungen und Ströme, sowie die auf der Hüllfläche von V auftretenden 
Randwerte des Feldes mit den Feldgrößen in einem beliebigen inneren Punkte des 
betrachteten Gebietes in Evidenz setzt. Es handelt sich um die Zusammenfassung 
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zweier bekannter Formelgruppen, wobei sich die eine auf die Randwert-Darstellung 
eines Vakuum-Feldes bezieht, während die andere Formelgruppe das elektromagne- 
tische Feld des Gesamtraumes — charakterisiert durch vorgegebene Ladungen und 
Ströme — darstellt. Verf. kombiniert die beiden angeführten Fälle und gelangt 
nach eleganter Rechnung zu einer Integraldarstellung mit beliebiger zeitlicher 
Abhängigkeit des elektromagnetischen Feldes. Wie alle derartigen Formeln ist die 
gefundene Darstellung keine Lösung im Sinne einer Randwertaufgabe, da die auf- 
'tretenden Feldgrößen an der Begrenzungsfläche nicht beliebig angenommen werden 
' dürfen. Es sei noch darauf hingewiesen, daß bei Abwesenheit von Ladungen und 
' Strömen die diesbezügliche Felddarstellung bereits von Larmor (1903) bzw. 
. Kottler (1923) erbracht wurde. P. Urban. 


Motz, Lloyd: Gauge invariance and classical eleetrodynamics. Phys. Review, 
II. Ser. 89, 60—66 (1953). 


Verf. schlägt eine Abänderung der klassischen Elektrodynamik vor, bei der im statischen 
Fall trotz Verwendung einer linearen Theorie die Feldstärke überall endlich bleibt. Elektro- 
magnetisches Feld /,, und metrischer Tensor werden zu einem Tensor A g.ı + fx, vereinigt; die 
Funktion 4 wird so bestimmt, daß — im Zusammenhang mit der Weyl-Eddingtonschen eich- 
invarianten Formulierung des Einstein-Ricei-Tensors — die Klein-Gordon-Wellengleichung für 
eine in einem elektromagnetischen Feld bewegte Punktladung herauskommt. Als Lagrange- 
funktion-Dichte wird — wie bei Born-Infeld (—|2 94, + f.])/? gewählt, doch wird in „pseudo- 
euklidischer‘“ Metrik —/,— 4, — A, A diese Wurzel nach dem Verfahren von Dirac gezogen. 
Zufolge der Vierreihigkeit der bekannten Dirac-Matrizen ergeben sich vier Lagrange-Dichten. 
Die Erregung, d. h. ® und H, ist eine lineare Funktion der Feldstärken, wobei D auch von B, 
h auch von & abhängt. In die schließlich erhaltenen Maxwellschen Feldgleichungen gehen die 
Matrix y,, das Potential und die „vierkomponentige‘‘ Größe y als Quellen ein. Für schwache 
Felder (gemessen in einer Bornartigen Konstanten k) erhält man die klassische Theorie. Die sta- 
tische Lösung, in erster Näherung artexp [— (2 k u)!/2r] wird durch fortlaufende Approxima- 
tionen gewonnen. Die Bornartige Konstante k, in welcher die Feldstärke gemessen wird, ergibt 
sich zu k=8m?c?a?e/h? (x Feinstrukturkonstante). Der Meinung, daß Comptonwellenlänge 
und Feinstrukturkonstante ganz natürlich in die Theorie eintreten, vermag sich Ref. nicht an- 
zuschließen. F. Cap. 


Sechter, V.: Über ein System von positiven Integralen der Maxwellschen Glei- 
chung. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 89, 619—622 (1953) [Russisch]. 
Maxwell’s equations are considered for the interior of a bounded region 2 whose 
boundary has ideal conductivity. The energy integral /,(E, H) = f (E2 + H?2) d2 
2 
does not change with time and the same is true of the integrals 


LE, BE) = | (3) + (=) ) do. 


A proof is sketched that 


I > (DE) + (D, n)) d2, (D. = — ; = m ++ x): 
2 


0x2 Or 02°: 


je]|sk 
is bounded by a constant limes /,-+ + /,, uniformly for all t (ef. Lady- 
zenskaja, this Zbl. 43, 98). L. Gärding. 


Smythe, W. R.: Current flow in cylinders. J. appl. Phys. 24, 70—?73 (1953). 

Es handelt sich um den Stromfluß in einen geraden Kreiszylinder vom Radius a 
hinein durch eine vollkommen leitende koaxiale Kreisscheibenelektrode, welche sich 
an einem Ende des Zylinders befindet. Es ist somit die Laplacesche Differential- 
gleichung:im Inneren des Kreiszylinders so zu lösen, daß alle Wände mit Strom- 
linien zusammenfallen. Verf. entwickelt die Lösung in eine unendliche Reihe nach 
Produkten Besselscher Funktionen erster Art, nullter Ordnung und Exponential- 
funktionen. Mit Hilfe dieser Reihe und mit geeignet gewählten Koeffizienten lassen 
sich die Randbedingungen befriedigen und zwar um so genauer, je mehr Glieder der 
unendlichen Reihe in Betracht gezogen werden. Verf. verwendet seine Lösung auch 
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numerisch und zeigt, wie genau in verschiedenen Fällen von Zylinderlänge 
Zylinderdurchmesser die Lösungen gelten. M.J.O. Strutt. 

Hinteregger, H.: Induktionserscheinungen bei Materiebewegung in pri 
Magnetfeldern und ihre experimentellen Anwendungsmöglichkeiten. II. Translati 
fälle. Acta phys. Austr. 7, 129—145 (1953). 

Kolodziejezyk, L.: De l’influence des choes magnetiques sur V’energie einstique 
de P’öleetron. ©. r. Acad. Sci., Paris 236, 1476—1478 (1953). 

Wait, James R.: A transient magnetie dipole source in a dissipative medium. 
J. appl. Phys. 24, 341—343 (1953). 

Price, A. T. and L. B. Slichter: Exeeptional cases of eleetromagnetie inter- 
pretation problem. Proc. Roy. Soc. London, Ser. A 216, 434—435 (1953). 

Es werden verschärfende Bedingungen für die Anwendbarkeit des Verfahrens 
.einer früheren Arbeit der Verff. (dies. Zbl.48, 206) angegeben. W. Kertz. 

Nifontoff, Nicolas: Etude de la barriere de potentiel separant deux &lectrodes 
‚de möme me6tal port6es A des potentiels differents. ©. r. Acad. Sci., Paris 236, 1538— 
1540 (1953). | 

Power, G.: Forces on the boundary of a dieleetrie. Pacifie J. Math. 3, 2333— 
246 (1953). 

A paper on the classical theory of eleetrieity. General formulae are given for 
both two- and three-dimensional fields; and the case of a homogeneous dielectrie 
sphere in a general field has also been discussed. P. T. Landsberg. 

Teichmann, T. and E. P. Wigner: Eleetromagnetic field expansions in loss- 
‘free eavities exeited through holes. J. appl. Phys. 24, 262—267 (1953). 

In der Arbeit wird das elektromagnetische Feld in einem verlustfreien, durch 
Hohlleiter angeregten Hohlraum betrachtet. Verff. zeigen, daß die vollständige Ent- 
wicklung dieses Feldes außer den Eigenfunktionen des abgeschlossenen Hohlraumes 
‚auch ein wirbelfreies magnetisches Zusatzfeld enthält. Dieses Zusatzfeld macht sich 
infolge seines statischen Charakters vor allem bei niedrigen Frequenzen bemerkbar. 
Leider konnten diese theoretischen Überlegungen nicht durch Anwendungsbeispiele 
ergänzt werden, da die mathematischen Schwierigkeiten (Verwendung einer Green- 
schen Funktion zweiter Art, Entwicklungen nach Eigenfunktionen) eine tatsäch- 
liche numerische Auswertung der abgeleiteten Formeln sehr erschweren. 

P. Urban. 

Roberts jr., T. E.: Theory of the single-wire transmission line. J. appl. Phys. 
24, 57—67 (1953). 

Im Anschluß an neuere Arbeiten über Eindraht-Leitungen für Hochfrequenz- 
energie betrachtet Verf. zunächst das folgende Problem: Gegeben sei ein unendlich 
großer, ebener, vollkommen leitender Schirm mit einem kreisrunden Loch von be- 
stimmtem Durchmesser. Durch dieses Loch gehe in symmetrischer Anordnung ein 
kreiszylindrischer Draht von nur sehr wenig kleinerem Durchmesser hindurch. Auf 
der einen Seite des Schirms sei der Draht von einem metallischen Zylinder zentrisch 
umschlossen, und durch die so gebildete koaxiale Lecherleitung laufe elektromagneti- 
sche Energie auf den Schirm zu, die dann durch den dünnen Schlitz zwischen Draht 
und Lochrand auf die andere Seite übergreift und dort entlang des Drahtes weiter- 
geleitet wird. Diese Weiterleitung wird in der vorliegenden Arbeit mathematisch 
untersucht. Mittels der Greenschen Funktion gelingt es leicht, eine formale Lösung 
anzugeben, die dann mittels komplexer Integration ausgewertet wird. Als zweites 
Problem wird mit den gleichen mathematischen Methoden der Raum zwischen zwei 
parallelen Ebenen mit hindurchgehendem Draht behandelt, wobei die Drahtteile 
auf den Außenseiten der Ebene wiederum zu Lecherleitungen erweitert sind. Es 
zeigt sich, daß dabei die Energiefortpflanzung längs des Drahtes in genügendem 
Abstand von den Schirmen durch die bekannten quasistationären Leitungsgleichun- 
gen beschrieben werden kann. P. Urban. 
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- Gaponov, A. V.: Über ein dynamisches Modell der allgemeinen Theorie der 
elektrischen Maschinen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 89, 45-48 (1953) 
[Russisch]. 

Weinberg, Louis: Synthesis of unbalanced RLC networks. J. app]. Phys. 24, 
300— 306 (1953). 

Müller, R.: Eine strenge Behandlung der Beugung elektromagnetischer Wellen 
am Streifengitter. Z. Naturforsch. Sa, 56-60 (1953). 

Der Verf. behandelt die Aufgabe allgemein; — d.h. Wellenlänge (A), Gitter- 
konstante (a), Verhältnis der Streifenbreite zur Gitterkonstante &, Einfallswinkel ®, 
Polarisationszustand sind beliebig, — doch nimmt er in der mathematischen Unter- 
suchung den Einfall senkrecht zu den Streifen an. Er geht davon aus, daß man 
die Vektoren & und $ durch skalare Felder e und h (Potentiale) ausdrücken kann, 


und zerlegt dann das Wellenfeld in ein Feld der einfallenden Welle (€ und h) und ein 


vom Gitter ausgehendes Beugungsfeld (E und Ü Dies letzte wird gekennzeichnet 
durch Konstante a,, d, (Amplituden) und y, (Richtung der Beugungsspektren). 
Diese sind teils durch die Periodizität des Gitters, teils durch Stetigkeitsforderungen 
bestimmt; der Verfasser verweist für die Behandlung auf frühere Abhandlungen 
(dies. Zbl. 40, 123 und 47, 201). Für e und h oder davon abhängige Größen leitet der 
Verf. je eine Integralgleichung ab. Die Potentiale e und h beschreiben aber allgemein 
Wellen eines bestimmten Polarisationszustandes. ‚Die Integralgleiehungen gehen 
ineinander über, wenn man die Polarisationszustände vertauscht und das Gitter 
durch ein komplementäres ersetzt‘“. Ein Lösungsverfahren gibt der Verf. an anderer 
Stelle (Z. angew. Phys. im Druck), es ist für a/A < 4 brauchbar. H. Boegehold. 

Müller, Rolf und Konradin Westpfahl: Eine strenge Behandlung der Beugung 
elektromagnetischer Wellen am Spalt. Z. Phys. 134, 245—263 (1953). 

Die Verff. entwickeln den Kern der Levine-Schwingerschen Integralgleichung 
der Spaltbeugung nach Potenzen von Spaltbreite/Wellenlänge und gewinnen die 
Lösung als Fourierreihe. Die Rechnung wird bis zur vierten, z.T. zur fünften 
Potenz der Spaltbreite exakt durchgeführt und das Ergebnis sowohl mit einer von 
Lord Rayleigh 1897 angegebenen Näherung wie mit der exakten Lösung nach 
Morse und Rubinstein verglichen. Während die Rayleighsche Lösung bereits für 
Spaltbreiten von mehr als 1/10 Wellenlänge beträchtlich von der exakten abweicht, 
zeigt die hier vorgelegte Lösung bis herauf zu Spaltbreiten von 0,4, für elektrischen 
Vektor senkrecht zum Spalt sogar bis 0,8 Wellenlängen vollständige Überein- 
stimmung. Walter Franz. 

Müller, Rolf: Die Schlitzblende im Wellenleiter mit rechteckigem Querschnitt. 
Z. angew. Phys. 5, 142—148 (1953). 

Die strenge Feldberechnung eines Hohlrohrleiters, in welchem sich ein beugender Gegen- 
stand befindet, ist für die em-Wellentechnik von größter Bedeutung, da daraus die Vierpol- 
eigenschaften des eingebrachten Körpers theoretisch abgeleitet werden können. Zu den prak- 
tisch interessierenden Fällen gehört die „ebene Schlitzblende‘“, welche von R. Müller schon 
in einer früheren Arbeit (dies. Zbl. 47, 201) allgemein behandelt wurde. Die vom Verf. gewählte 
analytische Form der an der Blende bestehenden Rand- und Stetigkeitsbedingungen der Feld- 
vektoren ist hier besonders hervorzuheben. Als Beispiel zur allgemeinen Theorie wird in der zi- 
tierten Arbeit der Rechteckleiter — insbesondere unter der Annahme einer primär einfallenden 
Welle vom H,,-Typ — näher ausgeführt. In diesem Fall konnte die Berechnung der symmetrisch 
zur Schirmebene angenommenen Beugungsfelder auf die Auflösung einer Fredholmschen Inte- 
gralgleichung erster Art zurückgeführt werden. — In der vorliegenden Arbeit gibt der Verf. 
ein schnell, konvergierendes Rekursionsverfahren an, welches nach einer Transformation der 
Integralgleichung gestattet, die Integration sukzessive mittels endlicher trigonometrischer Po- 
lynome durchzuführen. Zur Überprüfung der Güte des entwickelten Näherungsverfahrens 
wird zu der bestehenden Integralgleichung eine äquivalente abgeleitet, derart, daß das verwen- 
dete Rekursionsverfahren für breite Schlitze bei der einen und für schmale Schlitze bei der 
anderen Integralgleichung besonders angemessen erscheint. Wählt man die Wellenzahl im In. 
tervall 1<Ka/n <3 (d.h. es wird nur der H,,-Typ als einzige Welle ihrer Symmetrieklass, 
zugelassen), so erweist sich die angegebene Näherungslösung schon nach Ausführung des zweite,, 
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Schrittes als hinreichend genau. Bezugnehmend auf die praktischen Bedürfnisse der Hoch- # 
frequenztechnik berechnet schließlich der Verf. das Reflexionsvermögen des Schirmes in Ab- 
hängigkeit von der Wellenzahl und der Schlitzbreite. Damit hat das Problem der Schlitzb end 
im rechteckigen Hohlrohre sowohl vom theoretischen, als auch praktischen Standpunkt se 
befriedigende Lösung gefunden. P. Urban. 

Aymerich, Giuseppe: Sulle onde elettromagnetiche guidate da una superficie 
eilindrica perfettamente eonduttrice anisotropa. Rend. Sem. mat. Univ. Padov: 
22, 157—176 (1953). 

L’A. eonsidera la propagazione di un’onda elettromagnetica armonica lungo 
una superficie eilindrieca (anche di sezione non circolare) anisotropa, ecioe con con 
duttivitä infinita nella direzione che forma un angolo y con l’asse del cilindro, con. 
conduttivitä nulla nella direzione normale; con questo dispositivo, si schematizza la 
propagazione sostenuta da un filo avvolto ad elica. L’A. dimostra che per y + 0, 
non possono propagaısi n& onde TEM, n& onde TM; mentre se & anche y + 90°, 
possono propagarsi, per particolari frequenze, onde TE all’interno della superficie e 
nulle all’esterno, 0 viceversa;se y = 90° queste onde TE si propagano per qualsiasi- 
frequenza superiore ad un certo valore. Invece, se y = 0 possono propagarsi anche 
onde TEM e TM. D.Graffi. 

Socio, Marialuisa De: Alecuni teoremi di unieitä per le equazioni di Mar 
Boll. Un. mat. Ital., III. Ser. 8, 196—200 (1953). 

L’A. dimostra anzitutto che un campo elettromagnetico armonico & determinato, 
in un dominio (D), qualora siano assegnate le componenti tangenziali del campo 
elettrico e del campo magnetico su una porzione della superfieie che limita (D). 
Estende poi alle guide d’onda, con pareti non perfettamente conduttrici ed eventual- 
mente riempite da dielettrico perfetto, un teorema del Graffi (questo Zbl. 46, 204). 

D.Graffi. 

King, Ronold: An alternative method of solving Hallen’s integral equation 
and its application to antennas near resonance. .J. appl. Phys. 24, 140— 147 (1953). 

Die komplexe Integralgleichung Hallens für den Strom in einer zylindrischen 
Antenne wird in zwei reelle Integralgleichungen aufgespalten, in denen dann mit- 
einander verkoppelt die mit der treibenden Spannung in Phase und in Quadratur 
liegenden Stromkomponenten auftreten. Jede dieser Gleichungen wird durch Itera- 
tion gelöst nach dem Verfahren von King-Middleton [Quart. appl. Math. 3, 302 
(1946), J. appl. Phys. 17, 273 (1946)]. Der Grund, warum diese Behandlungsweise 
der älteren vorzuziehen ist, die ohne diese Aufspaltung arbeitet, besteht in folgendem: 
Nach dem angegebenen Verfahren ist das führende Glied in der Lösung nullter 
Ordnung. Die in Quadratur liegende Stromkomponente und die in Phase liegende 
Stromkomponente tritt erst in der Näherung erster Ordnung auf. Da nun die erst- 
genannte Komponente die bei weitem wichtigere ist, wenigstens solange es sich um 
das Fernfeld handelt, so ist diese Situation sehr befriedigend. Nur in gewissen Aus- 
nahmefällen kann man sich nicht damit zufrieden geben. Diese liegen z. B. bei 
Antennen vor, die in Resonanz arbeiten, oder bei sehr langen Antennen. — 
Die vorliegende Arbeit stellt eine in diesen beiden Fällen genauere Lösung der beiden 
eingangs erwähnten Integralgleichungen her. H. Buchholz. 


Lien, Roy Harold: Radiation from a horizontal dipole in a semi-infinite dissi- 
pative medium. J. appl. Phys. 24, 1—4 (1953). 

Die an sich aus den Arbeiten Sommerfelds bekannten Beziehungen für das 
elektromagnetische Feld eines schwingenden, horizontalen, elektrischen Dipols, der 
über einem leitenden, unendlichen Halbraum steht, werden für den- Fall kleiner 
Frequenzen auf besondere Weise umgeformt, so daß die komplexen Integrale der 
numerischen Berechnung zugänglich werden. H. Buchholz. 


Groves, Willice E.: Transmission of eleetromagnetic waves through pairs of 
parallel wire grids. ‚J. appl. Phys. 24, 845—854 (1953). 
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Dingle, R. B.: The anomalous skin effeet and the reflectivity of metals. Eva- 
luation of the integrals appearing in the expressions for the surface impedance. 
Appl. sci. Research B 3, 69—99 (1953). 

Pistol’kors, A. A.: Eine Anwendung der Mathieuschen Funktionen zur Berech- 
nung der Feldverteilung in einer Antenne nach einem gegebenen Richtungsdiagramm. 
Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 89, 849—852 (1953) [Russisch]. 

Motz, H. and L. I. Schiff: Cerencov radiation in a dispersive medium. Amer. 
J. Phys. 21, 258—259 (1953). 

Meier, Rudolf und Kurt Schuster: Zur Theorie der Schallausbreitung in piezo- 
elektrischen Kristallen. Ann. der Physik, VI. F. 11, 397—406 (1953). 

Es werden die kristall-akustischen Grundgesetze unter Berücksichtigung der elektromecha- 
nischen Kopplung abgeleitet. Verf. geht aus von den Bewegungsgleichungen der Elastizitäts- 
theorie und der Bedingungsgleichung, daß im betrachteten Kristall keine Raumladungen be- 
stehen: divT=og und divDd®=(0, wo T der Spannungstensor, o die Dichte des Kristalls, 
q der Verrückungstensor, T der Vektor der dielektrischen Verschiebung ist. Mit dem Defor- 
mationstensor © und der elektrischen Feldstärke € gelten weiter die Gleichung T=c-& — 
e-E und D=e-5-+e-€, wo c die Matrix der Elastizitätsmodule, e die Matrix der piezo- 
elektrischen Konstanten, e die Matrix der Dielektrizitätskonstanten ist. Aus diesen 4 Gleichungen 
folgen mit dem Ansatz E = — grad ® vier umfangreiche Differentialgleichungen für die vier 
unbekannten Funktionen q 5 y=n 4 = 6, D. Die Größen £, n, &,® werden proportio- 
nal zu exp{i(wt—Er)} angesetzt. [f = Ausbreitungsvektor der als eben vorausgesetzten 
Welle der Wellenzahl f; r = Ortsvektor.] Mit £ =f-o; ,=Ef-ß; ,=Ef-y ergibt sich 
ein homogenes Gleichungssystem für die vier Proportionalitätskonstanten A, B,C, po von&,n,&,®. 
Nullsetzen der Determinante A(f?, &, ß, y) liefert wegen Abspaltbarkeit eines Faktors f? nur eine 
Gleichung dritten Grades für E (bzw. v® —= Quadrat der Ausbreitungsgeschwindigkeit). Zu 
jedem der drei v-Werte ergibt sich ein bestimmtes Verhältnis A:B:C, d.h. eine bestimmte 


Ausbreitungsrichtung. — Die Überlegungen werden anschließend auf Quarz (trigonal), Lithium- 
sulfat (monoklin), Ammoniumphosphat (tetragonal) in einer für die Praxis wichtigen Ausbreitungs- 
richtung angewandt. J. Picht. 


Bernard, Michel Yves: Lentilles &eleetrostatiques permettant la focalisation des 
particules de grande energie. Calcul des trajectoires. C. r.- Acad. Sci., Paris 236, 
902—904 (1953). 

Bernard, Michel Yves: Focalisation des particules de grande energie par des 
lentilles ä grille. I. La convergence des lentilles a grille. II. Deöfauts des lentilles. 
J. Phys. Radium 14, 381—394, 451—458 (1953). 

Nach einer Diskussion des Feldverlaufs in einer elektrostatischen Linse, 
welche aus zwei Lochblenden und einer dazwischen befindlichen, für Elek- 
tronen durchlässigen Metallmembran besteht, werden die Kardinalelemente dieser 
bereits öfters untersuchten Anordnung berechnet. [Die Methode deckt sich 
mit dem vom Ref. in dem Buch „Grundlagen der Elektronenoptik“, Wien 1952, 
S. 339—341 für elektrostatische Einzellinsen entwickelten Verfahren der Zurück- 
führung der Bahnen auf die des einfachen Glockenfeldes. Anm. d. Ref.] Gute Über- 
einstimmung der berechneten Werte mit den von Knoll und Weichart auf ex- 
perimentellem Wege bestimmten wird festgestellt. — Im zweiten Teil der Arbeit 
wird die praktische Verwirklichung der durchlässigen Mittelelektrode durch ein 
feines Metallnetz diskutiert und die Störung der Fokussierung infolge des Feld- 
durchgriffes durch die Netzmaschen abgeschätzt. Es wird darauf hingewiesen, daß 
die Linse für eine elektronenmikroskopische Abbildung zwar nicht ausreichend ist, 
aber zur Fokussierung schneller Teilchen in Linearbeschleunigern unter Verwendung 
relativ geringer Linsenspannung benützt werden könnte. W. Glaser. 


Wax, Nelson: Space eharge requirements in some ideally focused electron- 
optical $ystems. J. appl. Phys. 24, 727—730 (1953). 

Es wird gezeigt, daß für alle vollkommenen Elektronenlinsen mit rein elektri- 
schem Feld in Ding- und Bildraum stets Raumladung vorhanden sein muß, wenn 
einer der aufeinander abgebildeten Räume oder beide als feldfrei vorausgesetzt 
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werden. Die vom Ref. bestimmten raumladungsfreien idealen Zylinderlinsen wer 
in etwas anderer Weise hergeleitet. W. Glaser. 

Schiske, Peter: An .eleetrostatie single lens permitting rigorous caleulati 
Nature 171, 443—444 (1953). 

Durand, Fmile: Dötermination d’une trajectoire &leetronique par intögratio 
successives. C. r. Acad. Sci., Paris 236, 364—366 (1953). 

Swihart, James and Edward Akeley: Axial motion of eleetrons in a lin 
accelerator with $ = 1. J. appl. Phys. 24, 640—643 (1953). 

Le Couteur, K. J.: Perturbations in the magnetic defleetor for syncho- eyelo- 
trons. Proc. phys. Soc., Sect. B 66, 25—32 (1953). . 

In Ergänzung einer früheren Arbeit, wo die linearisierten Gleichungen der 
Partikelbewegung im Extraktor diskutiert worden sind, wird der Einfluß von nicht- 
linearen Gliedern, welche zu d2H/dr® proportional sind, angenähert behandelt. 
Toleranzen für die Feldgestalt werden bestimmt. Im Anhang "werden die entspre- 
chenden Differentialgleichungen der Teilchenbewegung aus der relativistischen 
Hamiltonschen Funktion hergeleitet. W. Glaser. 


Bertein, F.: Aberrations des images &leetroniques des eathodes &missives impar- 
faites. J. Phys. Radium 14, 235—240 (1953). 

Verf. untersucht die Bildstörungen, die bei einem Emissionsmikroskop durch 
kleine Unebenheiten der emittierenden Kathode hervorgerufen werden. Sie be- 
wirken Astigmatismus, Bildwölbung und Verzeichnung. Insbesondere wird durch 
diese Art des Astigmatismus das Auflösungsvermögen stark herabgesetzt. 

W. Glaser. 

Johnson, Edgar G. and Alfred ©. Nier: Angular aberrations in seetor shaped 
eleetromagnetie lenses for focusing beams of charged partieles. Phys. Review, II. 
Ser. 91, 10—17 (1953). 

Für überlagerte homogene elektrische und magnetische Sektorfelder, die zur 
ebenen Fokussierung geladener Teilchen verwendet werden, wird ein allgemeiner 
Ausdruck für den Öffnungsfehler zweiter Ordnung hergeleitet. Das Resultat wird 
für das rein magnetische, das rein elektrische Feld und bei symmetrisch zum Feld 
liegendem Ding- und Bildpunkt für verschiedene Fälle der Überlagerung ausführ- 
lich behandelt. Weiter wird der Fall der aufeinanderfolgenden Anwendung von 
elektrischen und magnetischen Sektorfeldern besprochen. Das gleichzeitige Ver- 
schwinden von resultierendem Farb- und Öffnungsfehler wird diskutiert, und einige 
Lösungen werden angegeben. Die dazugehörige Massendispersion wird als Funktion 
des elektrischen Sektorwinkels bestimmt. W. Glaser. 

Hampikian, Aram: Une machine caleulatrice analogique pour l’ötude des 
trajectoires dans les lentilles &leetroniques. ©. r. Acad. Sci., Paris 236, 1864-1866 
(1953). 


Relativitätstheorie: 


e Einstein, Albert: "The meaning of relativity. Fourth ed. Princeton: Prince- 
ton University Press 1953. 165 p. 3,50 dollars. 

Diese 4. Auflage der amerikanischen Ausgabe unterscheidet sich von der 4. Auf- 
lage der englischen Ausgabe (dies. Zbl. 37, 420) lediglich durch eine Neubearbeitung 
des Appendix II. Vgl. hierzu Einstein, dies. Zbl. 39, 388 sowie die Diskussion 
mit Johnson, dies. Zbl. 50, 217. @. Höhler. 

Ingleton, A. W.: The Lorentz transformation. Nature 171, 618-619 (1953). 

Jänossy. L.: Über die physikalische Interpretation der Lorentz-Transformation. 
Ann. der Physik, VI. F. 11, 293—322 (1953). 

Verf. ist bemüht, eine kausale Interpretation der Quantentheorie zu finden 
(dies, Zbl. 50, 219). Dieses Bestreben führt ihn zum Postulat, daß sich gewisse 
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physikalische Wirkungen mit Überlichtgeschwindigkeit ausbreiten können, was 
offensichtlich der speziellen Relativitätstheorie widerspricht. Zu diesem Zwecke 
ist er genötigt, eine Uminterpretation der Lorentztransformation vorzuschlagen, 
was in vorliegender Arbeit geschieht. Die vorgeschlagene Interpretation ist im wesent- 
lichen die alte Kontraktionshypothese von Lorentz und Fitzgerald, nach der 
es zwar ein ausgezeichnetes Koordinatensystem K,in „absoluter Ruhe“ gibt, wobei 
geeignete Kräfte jedoch dafür sorgen, daß alle Längenintervalle und Uhrperioden in 
einem bewegten Koordinatensystem gerade so kontrahiert resp. dilatiert werden, 
daß man K, nicht festlegen kann. Verf. überläßt denn auch die genaue Wahl von 
K, der Zukunft. Er gibt keine Begründung für die besondere Tücke der Natur, 
ein System X, zwar auszuzeichnen, dieses jedoch gleichzeitig nicht feststellbar zu 
machen. Der Hinweis darauf, daß die Retardation elektromagnetischer Kräfte genau 
in diesem Sinne wirkt, ist ein Zirkelschluß, denn diese Wirkung beruht eben wieder 
auf der Lorentztransformation. M. R. Schafroth. 

M>tz, Andre: Les transformations de Lorentz ne forment pas, en gönfral, un 
„groupe‘. Signification physique de cette propri6te. ©. r. Acad. Sci., Paris 237, 
29—31 (1953). 

Beck, F.: Die Allgemeingültigkeit des Trägheitsgesetzes der Energie in der 
Planekschen Fassung. Z. Phys. 134, 136—155 (1953). 

Verf. zeigt, daß der Minkowskische Ansatz für den Energie-Impulstensor der 
Elektrodynamik im materiellen Medium trotz seiner Unsymmetrie nicht gegen die 
Plancksche Fassung des Gesetzes der Energieträgheit verstößt. Die in dieser Un- 
symmetrie zum Ausdruck kommende Nichterhaltung des Felddrehimpulses rührt 
von der Wechselwirkung mit der Materie her. Daher ist es erforderlich, zu dem 
Welttensor außer dem Minkowskischen Tensor noch den Materietensor hinzuzuneh- 
men. Der gesamte Welttensor wird dann symmetrisch. Für den Fall ungeladener 
Nichtleiter berechnet Verf. den Materietensor explizit und zeigt, daß, wie v. Laue 
dies gefordert hat, die aus dem Welttensor folgende Geschwindigkeit der Energie 
dem Einsteinschen Additionstheorem genügt, und weiterhin, daß die aus ihm fol- 
gende Energiedichte in jedem Koordinatensystem notwendig positiv ist. 

Walter Franz. 

Moore, Marvin G.: A quasi-relativistie theory of gravitation. Phys. Review, 
II. Ser. 89, 587—590 (1953). 

Vaidya, P. C.: „Newtonian‘ time in general relativity. Nature 171, 260—261 
(1953). 

e Laue, M. v.: Die Relativitätstheorie. 2. Band: Die allgemeine Relativitäts- 
theorie. (Die Wissenschaft. Band 68.) Braunschweig: Friedr. Vieweg & Sohn 1953. 
3. neubearb. Aufl. IV, 204 S. mit 12 Abb. DM. 15,80. 

Band I, Die spezielle Relativitätstheorie, Braunschweig, 1952 (dies. Zbl. 47, 444). — Die 
„Welt“ der speziellen Relativitätstheorie, ein physikalisch reelles, d.h. ‚physikalisch wirkendes 
Raum-Zeit-Kontinuum, bestimmt die Trägheitseigenschaften aller Körper und führt jeden 
freien Körper auf geraden Weltlinien. Die Körper umgekehrt wirken nicht auf die Welt der 
speziellen Relativitätstheorie, und in den ersten 24 Paragraphen des der speziellen Relativitäts- 
theorie gewidmeten ersten Bandes berichtet Verf. nichts über die Schwere. Im $25 des vorlie- 
genden zweiten Bandes ist es G. Nordströms Gravitationstheorie, die Verf. als ersten sehr 
bemerkenswerten Versuch einer Einbeziehung der Gravitation behandelt. Mit der bekannten 
Formulierung des Äquivalenzprinzips wird der Umfang der physikalisch berechtigten ‚Bezugs- 
systeme auf (räumlich) beschleunigte Koordinatensysteme erweitert, an Stelle des Galileischen 
Trägheitsprinzips tritt die Idee des Führungsfeldes. — Den mathematischen Hilfsmitteln sind 
die X$ 27 bis 34 gewidmet. Heben wir wieder nur feinere Einzelheiten hervor. Für das Pro- 
blem, innerhalb welcher Umgebung die spezielle Relativitätstheorie verwendet werden kann, 
gibt Verf. die folgende präzise Lösung ($ 30, ec): geht man in den vier Dimensionen der Minkowski- 
schen ‚‚Welt‘“ von Riemannschen Koordinaten zu allgemeineren geodätischen über, so haben 


selbst die durch einen Punkt P gehenden geodätischen Linien nur noch in der Umgebung von 


P lineare Gleichungen. Man kann festsetzen, daß die geodätischen Koordinaten in P ortho- 


gonal und dahin normiert sind, daß 911 — 922 = 935 = + lb u = = 1 und alle andern g;,, =. 
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Dies gilt dann, da für alle geodätischen Koordinatensysteme die Differentialquotienten Ag,,/öx 
verschwinden, als Näherung auch noch in einer gewissen Umgebung von P. Diese Umgebung 
kann Ausmaße haben von der Größenordnung der Fixsternabstände; in ihr haben diese recht- 
winkligen geodätischen Koordinatensysteme als Intertialsysteme eine Vorzugsstellung vor den 
andern. Gelegentlich der Einführung des Riemann-Christoffelschen Tensors ($ 32) findet & 
eine interessante (auf H. Weyl zurückgehende) Diskussion des Begriffs „Relativgeschwindig. 
keit“. In Riemannschen Räumen gibt es im allgemeinen zu einem Vektor im Punkte P kein 
Parallele im Punkte Q, also auch zu einer Vierergeschwindigkeit eines Körpers a keine parallel 
Vierergeschwindigkeit des Körpers b, es sei denn in einem möglicherweise vorliegenden „Sch nitt 
punkt“ ihrer Weltlinien. Die mathematische Tatsache der Existenz von Weltkoordinaten 
x2, 28, x4, für welche die Weltlinien aller Körper bei konstanten x!, z?, x verlaufen, ist physika 
lisch inhaltslos. Darauf kommt Verf. später in der Theorie statischer Gravitationsfelder un 
des de Sitterschen Kosmos zurück ($ 40f und $50b). Von der Entwicklung der mathematische 
Hilfsmittel seien hier noch die eingehende (für die kosmologischen Weltmodelle wichtige) Be 
handlung der dreidimensionalen Kugelräume bei vierdimensionaler euklidischer wie auch pseu- 
doeuklidischer Einbettung hervorgehoben ($ 34) sowie ein Abschnitt über die Gordonsche 
Theorie der Wellenausdrücke ($ 34). — Die Formulierung der Grundgesetze der Physik in ko- 
varianter Form ist Gegenstand der $$35 bis 39. Es handelt sich um die typischen Probleme: 
Lichtausbreitung im leeren Raum, freier Fall, Zusammenhang des Führungsfeldes mit dem 
Energie-Impulstensor der Materie und dem des elektromagnetischen Feldes. Im Anschluß daran 
diskutiert Verf. das Hamiltonsche Prinzip der relativistischen Mechanik und die neuesten Er- 
gebnisse (1952), dieman G. Falk verdankt, der eine kanonische Form für die Differentialgleichung- 
gen der relativistischen Dynamik gewonnen hat. Die Darstellung der Einsteinschen Feldglei- 
chungen der Gravitation in $38 gehört zu einem der interessantesten Abschnitte des Buches. 
Handelt es sich doch um einen Brennpunkt physikalischer, astronomischer und mathematischer 
Probleme. Kann das Führungsfeld aus den Komponenten des Energie-Impulstensors bestimmt 
werden ? Das ist ein mathematisches Problem. Diese Möglichkeit besteht nicht (wie D. Hilbert 
gezeigt hat), da die Feldgleichungen nicht unabhängig sind. Das hat seinen mathematischen 
Grund in der Willkür des Koordinatensystems, seinen physikalischen in der Divergenzfreiheit 
des Energie-Impulstensors. Schließlich das astronomische Problem: Einsteins kosmologische 
Konstante A war zunächst rein mathematischen Erwägungen entsprungen und wurde so klein 
angenommen, daß sie sich innerhalb des Planetensystems nicht bemerkbar macht. Ihre Ein- 
führung ermöglicht dann die bekannten strengen, von Einstein und de Sitter gewonnenen, 
stationären Lösungen der Feldgleichungen. Eine eingehende Behandlung nichtstationärer 
Lösungen der Feldgleichungen gibt Verf. in den $$ 51 und 52. Zunächst wird die aus den Feld- 
gleichungen in diesem Falle als erstes Integral zu gewinnende Friedmansche Differentialglei- 
chung für den Krümmungsradius der Welt diskutiert, sodann Dynamik und Elektrodynamik 
im expandierenden Universum. Wir erwähnen die interessanten von Hönl und dem Verf. 
zuerst gewonnenen Folgerungen: der Impuls eines frei beweglichen Körpers nimmt bei Expan- 
sion des Universums ab; die Schwingungszahl der Strahlung verringert sich in einem expan- 
dierenden Universum während des Fortschreitens. — In den vorhergehenden der Theorie sta- 
tischer Felder sowie der Berechnung der bekannten drei Gravitationseffekte gewidmeten Para- 
graphen sind ebenfalls die neuesten Ergebnisse der physikalischen und astronomischen For- 
schung berücksichtigt ($$ 40 bis 46). $ 47 behandelt das statische Gravitationsfeld einer Punkt- 
ladung. — Die letzten $$ 53 bis 55 behandeln die Fortführung der allgemeinen Relativitäts- 
theorie, nur kurz die Ansätze zu einer einheitlichen Feldtheorie, dagegen ausführlich die Theorie 
von Kohler (s. a. folg. Referate) der doppelten Maßbestimmung. — Aus dem grundsätz- 
lichen Bedenken unzureichender empirischer Grundlagen heraus beurteilt Verf. auch die 
Einsteinsche Fassung des Jahres 1950 einer einheitlichen Feldtheorie mit einem nichtsymme- 
trischen Führungsfeld skeptisch. Ref, möchte nur noch hinzufügen, daß dieser Entwurf einer 
einheitlichen Feldtheorie, wie auch die affine einheitliche Feldtheorie von E. Schrödinger zur 
Zeit durch mehrere Untersuchungen von V. Hlavaty einer eingehenden mathematischen Ana- 
Iyse unterzogen werden (vgl. V. Hlavaty, dies. Zbl. 47,209, 210; 48, 162; 50,218). M. Pinl. 
Kohler, Max: Die Formulierung der Erhaltungssätze der Energie und des 
Impulses in der allgemeinen Relativitätstheorie. II. Z. Phys. 134, 286-305 (1953). 
Teil I, dies. Zbl. 47, 208. Es wird eine neue Gravitationstheorie vorgeschlagen, in 
deren Formulierung neben dem üblichen Tensor g,, noch der metrische Fundamental- 
tensor 9,, eines ebenen Raumes eintritt. In einem Koordinatensystem, in welchem 


Y., die in der speziellen Relativitätstheorie benutzte Form hat, lautet die Lagrange- 
Funktion der neuen Theorie L = [(gx. 95» — 3 9a 0 9",s]/4 Y—-9. In der 
neuen Theorie wird die Einsteinsche dynamische Gleichung I), + 3 Tos De =(0 
beibehalten. Jedoch besteht gegenüber der allgemeinen Relativitätstheorie der wich- 
tige Unterschied, daß die dynamische Gleichung nicht mehr eine Folge der Feld- 
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gleichungen ist, sondern eine zusätzliche Bedingung darstellt. Für Lichtablenkung 
und Periheldrehung ergibt die neue Theorie dieselben Werte wie die allgemeine 
Relativitätstheorie. A. Papapetrou. 

Kohler, Max: Zur Herleitung der Feldgleichungen in der allgemein-relati- 
vistischen Gravitationstheorie. Z. Phys. 134, 306-316 (1953). 

Diskussion einer Theorie des Gravitationsfeldes, bei welcher zwei Tensoren 
9x und 9x5 (s. vorstehendes Referat) zugelassen sind, unter der Annahme, daß die 

. Lagrange-Funktion neben g°® und g°®,, nur die Christoffel-Symbole %, des Feldes 945 
enthält. Die allgemeine Lagrange-Funktion enthält 5 verschiedene Terme mit 
willkürlichen konstanten Koeffizienten. Fordert man, daß der Energie-Impuls- 
tensor {5 des Gravitationsfeldes die Symmetriebedingung gx, 13 — 95 % erfüllt, 
so fallen drei von den fünf Termen aus. Fordert man dazu, daß die Theorie für 
schwache Felder mit der Newtonschen Gravitationstheorie übereinstimmt, dann 
ergibt sich eine Beziehung zwischen den zwei übrigbleibenden Konstanten, so daß 
es nur eine willkürlich wählbare Konstante gibt. Die Lichtablenkung und die 
Periheldrehung sind als Funktionen dieser Konstante berechnet. A. Papapetrou. 

Raychaudhuri, Amalkumar: Arbitrary concentrations of matter and the 
Schwarzschild singularity. Phys. Review, II. Ser. 89, 417—421 (1953). 

Die Schwarzschildsche Lösung für das statische kugelsymmetrische Feld außer- 
halb des zentralen Körpers wird im Inneren des Körpers durch die kosmologische 
kugelsymmetrische, einer Wolke von radial bewegten Teilchen entsprechende Lö- 
sung fortgesetzt. Das Ergebnis wird zur Diskussion der Frage nach der Existenz 
einer maximalen Materiedichte im Inneren des Körpers verwendet. Der Verf. 
kommt zu dem Schluß, daß es in diesem Fall keine obere Grenze für die Dichte gibt. 

A. Papapetrou. 

Bonnor, W. B.: Certain exact solutions of the equations of general relativity 
with an eleetrostatie field. Proc. phys. Soc., Sect. A 66, 145—152 (1953). 

Es werden einige strenge Lösungen der Feldgleichungen der allgemeinen Re- 
lativitätstheorie abgeleitet. Es handelt sich um statische, axialsymmetrische Gravi- 
tationsfelder bei Anwesenheit eines ebenfalls axialsymmetrischen elektrostatischen 
Feldes. Die Weylschen kanonischen Zylinderkoordinaten sind zugrunde gelegt und 
die Gesamtheit der Lösungen abgeleitet, bei welchen das elektrostatische Feld von 
nur einer Koordinate abhängt. A. Papapetrou. 

Matte, Alphonse: Sur de nouvelles solutions oscillatoires des &quations de la 
gravitation. Canadian J. Math. 5, 1—16 (1953). 

Eine neue mathematische Behandlung des Problems der Gravitationsstrahlung. 
Es wird nach wellenartigen Lösungen der Vakuumgleichungen ARu.s = 0 gesucht 
unter der Annahme, daß die Metrik des Raumes von der Form ds? = 9,4, di? + 
g;, dat dk (i,k =1,2,3) ist. Die entwickelte Approximationsmethode führt zu 
Gleichungen, die eine gewisse formale Ähnlichkeit zu den Maxwellschen Gleichungen 
zeigen. A. Papapetrou. 

Infeld, L.: The eoordinate conditions and the equations of motion. Canadian 
J. Math. 5, 17—25 (1953). 

Bei der Ableitung der Bewegungsgleichungen von gravitierenden Körpern aus 
den Feldgleichungen der allgemeinen Relativitätstheorie führt man ein System von 
4 Differentialgleichungen erster Ordnung, die Koordinatenbedingung, ein. In 
der vorliegenden Arbeit ist der Einfluß der Koordinatenbedingung auf die Bewegungs- 
gleichungen diskutiert. Verf. versucht zu beweisen, daß die Bewegungsgleichungen 
zweiter Näherung von der Form der zugrunde gelegten Koordinatenbedingung un- 
abhängig sind. Als Nebenergebnis ist eine neue Ableitung der Formel für die re- 
lativistische Periheldrehung gegeben. A. Papapetrou. 

Bergmann, Peter G. and Robb Thomson: Spin and angular momentum in 
general relativity. Phys. Review, II. Ser. 89, 400407 (1953). 
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Im Gegensatz zu der schon früher gegebenen Formulierung des Drehim 
satzes in der allgemeinen Relativitätstheorie, wobei neben g,, noch der Minkows 
sche Tensor n,, verwendet werden mußte (vgl. Ref., dies. Zbl. 37, 421), ist hier eine 
neue Formulierung angegeben, welche nur g,, benötigt. Die neue Formulie: 
folgt nicht mehr aus den Invarianzeigenschaften der Lagrange-Funktion, sonde 
aus einer speziellen mathematischen Beziehung. Anschließend ist eine Behandl 
des Diracschen Elektronenfeldes bei Anwesenheit eines Gravitationsfeldes ange 
geben, woraus sich Formeln für den Elektronenspin ergeben. A. Papapetrou. 

Littlewood, D. E.: Conformal transformations and kinematical relativity. Proc. 
Cambridge philos. Soc. 49, 90—96 (1953). 

Man erhält das allgemeinste System, in welchem die Einsteinsche Formel für die Relativ- 


geschwindigkeit gültig bleibt, aus der Riemannschen Geometrie (4-dimensional mit der metrischen 
Signatur -+2), indem man sie einer beliebigen konformen Abbildung unterwirft. Verf. unter- 


sucht, wie sich der konforme Wechsel der Metrik ds’? — e? As — e? (de — da? —dy? — de) auf 
die Geodätischen und die Krümmung des Raumes auswirkt. So besitzt z. B. in einer vi | 
Ebene ein ruhender Massenpunkt die Beschleunigung d?x/dt? = — ©&®/dx. Wenn ® das Gravita- 


tionspotential in jenem Punkt ist, führt diese Gleichung auf die klassische Potentialtheorie. 
Der Riemannsche Krümmungstensor läßt sich in drei Teile zerlegen: Die konforme Krümmung, 


welche sich bei konformer Transformation der Metrik nur mit ef multipliziert, weiterhin in 
den Riceitensor und die totale Krümmung. Während bei Einsteins Gravitationstheorie im” 
leeren Raum der Riceitensor und die totale Krümmung verschwinden, will Verf. die konforme 
Krümmung und im materiefreien Raum zusätzlich die totale Krümmung gleich Null setzen. 
Im folgenden wird aber nur das Verschwinden der totalen Krümmung erörtert. Es führt auf 


die Gleichung [I] e” = 0, wogegen die klassische Theorie für das Gravitationspotential DJ ® = 0 
fordert. Der Unterschied dieser beiden Gleichungen wird aber erst bei kosmologischen Problemen 
bedeutsam. Insbesondere ergibt sich, daß die Gravitation nicht nur von der lokalen Materie- 
verteilung, sondern auch vom Potential der gesamten Materie des Universums abhängt. Schließ- 
lich werden noch verschiedene Ansätze zur Klärung kosmologischer Fragen diskutiert. — [Anm. 
d. Ref.: Der Faktor in den Transformationsformeln des Krümmungs- und Riceitensors muß 


im Gegensatz zum Text Ri, - ERBE, +...) und Ri, = (Rx-+-:--) lauten.] 
W. Barthel. 

Hoffmann, Banesh: The relativity of size. Phys. Review, II. Ser. 89, 49—52 
(1953). 

Verf. geht von Betrachtungen über eine willkürliche Anderung der Längen- 
einheit bzw. eine Vergrößerung aller Längen um einen konstanten Faktor k aus, 
und schlägt folgendes Ahnlichkeitsprinzip vor: Alle Gleichungen, welche physi- 
kalische Gesetze ausdrücken, müssen gegen eine Änderung des metrischen Tensors 
von der Form gap > 9% — k?g,5 invariant sein. Zur Beschreibung der physi- 
kalischen Prozesse wäre dann nicht einfach die Riemannsche, sondern eine spezielle 
Form der konformen Geometrie geeignet. Diese sollte neben den allgemeinen Ko- 
ordinatentransformationen noch die Ahnlichkeitstransformation ga —g*a be- 
rücksichtigen. A. Papapetrou. | 

Hoffmann, Banesh: The similarity theory of relativity and the Dirac-Schrö- 
dinger theory of electrons. Phys. Review, II. Ser. 89, 52—59 (1953). 

Formulierung einer 6-dimensionalen Verallgemeinerung der allgemeinen Re- 
lativitätstheorie. Sie wird gedeutet als eine Weiterentwicklung der 5-dimensionalen 
projektiven Relativitätstheorie, wobei die hinzukommende sechste Dimension die 
Ähnlichkeitstransformation 9,59% = k?g,5 (s. vorsteh. Referat) beschreiben 
soll. Die Feldgleichungen sind aus einem 4-dimensionalen Variationsprinzip ab- 
geleitet. Die Lagrange-Funktion ist im wesentlichen mit dem aus dem fundamentalen 
Ähnlichkeitstensor abgeleiteten Krümmungsskalar identisch. Die entstehende 
Theorie enthält ein (4-dimensionales) symmetrisches Tensorfeld Gap, zwei Vektor- 
felder y, und 9,, und zwei Skalarfelder und &. Aus der Diskussion von Spezial- 
fällen folgt, daß 9,5 das Gravitationsfeld und y,„ das elektromagnetische Feld be- 
schreibt; 9, und p sind mesonartige Felder, während w die Rolle der Jordanschen 
„veränderlichen Gravitationskonstanten“ übernimmt. Die Theorie enthält als 
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Spezialfall (9,9 = 0) die in den Jahren 1951/52 von Dirae und Schrödinger 
vorgeschlagene neue Elektronentheorie in allgemein-relativistischer Form. 
A. Papapetrou. 

Beequerel, Jean et Paul Coudere: Sur le deplacement des raies spectrales des 
galaxies et la loi de Hubble-Humason. Confrontation avec la thsorie de Lemaitre. 
C. r. Acad. Sci., Paris 236, 983—986 (1953). 

Beequerel, Jean et Paul Coudere: Sur quelques consöquences de P’expansion 
de l’univers, au sujet de l’exploration de l’espace. C. r. Acad. Sei., Paris 236, 1313 — 
1316 (1953). 

Goldberg, Joshua N.: Strong conservation laws and equations of motion in 

covariant field theories. Phys. Review, II. Ser. 89, 263—272 (1953). 

| Diskussion einer allgemein kovarianten Feld-Theorie, vom Typus der allgemeinen 
Relativitätstheorie, unter besonderer Beachtung der aus der zugrunde gelegten 
Lagrange-Funktion folgenden mathematischen Identitäten, die man bekanntlich 
als Erhaltungssätze deutet. Es wird insbesondere der Umstand hervorgehoben, daß 
der gesamte Spannungs-Energie-Impulstensor 77, sich in der Form = Une 
schreiben läßt, wobei der aus den Feldgrößen und ihren Ableitungen gebildete Aus- 
druck U}, in den Indizes » und o antisymmetrisch ist. Die Integration dieser Be- 
ziehung über eine geschlossene zweidimensionale Fläche, welche ein felderzeugendes 
Teilchen umschließt, führt zu einer Gleichung, die die Bewegungsgleichungen des 
Teilchens bestimmt, genau wie in der Einstein-Infeld-Hoffmannschen Ab- 
leitung der Bewegungsgleichungen in der allgemeinen Relativitätstheorie. An- 
schließend sind dieselben Fragen auch von Standpunkt des Hamiltonschen Forma- 
lismus diskutiert. A. Papapetrou. 

Bose, S. N.: Les identites de divergence dans la nouvelle thöorie unitaire. 
C.r. Acad. Sci., Paris 236, 1333—1335 (1953). 

In seiner Theorie von 1950 hat Einstein die vier Erhaltungsgleichungen aus der 
Bianchischen Identität gewonnen. Hier wird gezeigt, daß diese Gleichungen eben- 
falls erhalten werden können aus einem Variationsprinzip ähnlich dem Hilbertschen, 
wobei R,, konstant gehalten wird und nur die Änderung von g,„; bei einer infinitesi- 
malen Verrückung betrachtet wird. Die Methode hat gewisse Vorzüge, da sich (be- 
kanntlich) die Gleichungen R,, = 0 und die Übertragungsgleichungen nur dann 


aus dem einfachsten Variationsprinzip gewinnen lassen, wenn SS, = 0. Es wird 
daraus geschlossen, daß die letztgenannten Identitäten unabhängig sind von den 
Übertragungsgleichungen. J. A. Schouten. 

Johnson jr., €. Peter: A eriticism of a recent unified field theory. Phys. 
Review, II. Ser. 89, 320—321 (1953). 

Einstein, Albert: A comment on a critieism of unified field theory. Phys. 
Review, II. Ser. 89, 321 (1953). 

Rickayzen, G. and B. Kursugnolu: Unified field theory and Born-Infeld elec- 
trodynamics. Phys. Review, II. Ser. 89, 522—523 (1953). 

Bandyopadhyay, G.: New equation in the affine field laws. Phys. Review, 
II. Ser. 89, 1161—1162 (1953). 

Stephenson, G.: Affine field structure of gravitation and eleciromagnetism. 
Nuovo Cimento, Ser. IX 10, 354—355 (1953). 

Stephenson, G. and €. W. Kilmister: A unified field theory of gravitation and 
eleetromagnetism. Nuovo Cimento, Ser. IX 10, 230—234 und ital. Zusammenfassg. 
235 (1953). 

Die Verff. versuchen, eine einheitliche Theorie des Gravitations- und elektro- 
magnetischen Feldes zu formulieren, die sich auf das durch die Beziehung ds? + 
2 A, dar ds — (gw— A, A,) dx" dx’ = 0 definierte Linienelement ds gründen sollte. 
Zur Ableitung der Feldgleichungen führen sie aber die bekannte Lagrange-Funktion 
L=R+Y4F, F' ein, woraus sich die alten Feldgleichungen ergeben. 

A. Papapetrou. 
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Hlavaty, Väclav: The elementary basie prineiples of the unified theory of 


tivity. B. J. rat. Mech. Analysis 2, 1—52 (1953). 
Verf. behandelt in einer Reihe von Veröffentlichungen die drei Prinzipien, auf denen Ein- 

stein die vereinheitlichte Relativitätstheorie begründet. In der ersten Arbeit (vgl. dies. Zbl.4 , 

209, 210) wurde die Einführung eines Maßtensors g,, untersucht, der weder symmetrisch noch 


schiefsymmetrisch ist. Vorliegende Abhandlung befaßt sich nun mit dem zweiten Prinzip, näm 
lich der Einführung eines Zusammenhanges 77) „, welcher durch (*) &,, 9, , = ner 


definiert wird. Das Hauptproblem besteht in der Auflösung dieser Gleichungen nach den I, 


für Räume der Dimension n > 1. — Zunächst wird das Gleichungssystem in zwei Systeme ze 
legt. Das erste drückt 7, durch IT, „, und g, , aus, während das zweite diesen schiefsymme- 


trischen Teil durch g, „ und dessen Ableitungen darstellt. Dieser Ansatz führt zu notwendigen 
und hinreichenden Bedingungen in den g, „dafür, daß das System (*) genau eine, mehr als eine 
oder keine Lösung 7”, besitzt. Dabei ist allerdings g = I|g;„ || #0 keine hinreichende Be- 


dingung für die eindeutige Lösbarkeit von (*). Schließlich wird im Falle der eindeutigen Lösbar- 
keit die Lösung des Gleichungssystems (*) explizit angegeben. — Im zweiten Teil der Arbeit 
wird für n = 4 diese Lösung in einigen Spezialfällen berechnet. Setzt man außerdem für Ian 


die Signatur — — — + voraus, so gibt es nur drei projektiv verschiedene Klassen von Tensoren 
9, „. Daher lassen sich durch Einführung nicht-holonomer Koordinaten allein der vereinheitlich- 


ten Relativitätstheorie vorkommenden Tensoren g, ,„ auf die untersuchten Spezialfälle zurück- 


führen, und man kann die Lösung des Systems angeben. Aber durch diese Methode der nicht“ 
holonomen Koordinaten werden in die Lösung von I”), außer g,,, neue Elemente eingeführt, 


die sich leider nicht immer eindeutig durch g, „definieren lassen. Damit ist das System (*) vom 


theoretischen Standpunkt zwar vollkommen gelöst, die praktische Berechnung ist jedoch sehr 
langwierig. Verf. untersucht deshalb (jetzt wieder für n > 1) einige Sonderfälle, bei denen sich 
diese Schwierigkeiten umgehen lassen. Besonders wird noch auf das Verhältnis der Autoparallelen 
der klassischen allgemeinen Relativitätstheorie zu den Autoparallelen des durch (*) definierten 
Zusammenhanges I") „eingegangen. — Der dritte Teil behandelt eine m-te Approximation ” 77, 
des Zusammenhanges 77 „ so daß |” 77, —I; „| beliebig klein wird. Dieses Verfahren setzt 
voraus, daß g,; „, klein gegenüber g,, „, ist. — Schließlich wird der durch 2,,9,, = *TY, 9. 4 
* Po 9. definierte Zusammenhang * 77, betrachtet, welcher i. a. von I} , verschieden ist. Im 
Gegensatz zu (*) führt dieses System zu der Bedingung g/h — const, wobei h — Iaanll ist. 
W. Barthel. 

Ingraham, R. L.: Spinor relativity. Nuovo Cimento, Ser. IX 10, 27—42 
(1953). 

In Erweiterung seiner konformen Relativitätstheorie (dies. Zbl. 40, 129) baut nun 
Verf. die schon dort begonnene Spinortheorie aus und untersucht insbesondere 
Metrik und Zusammenhang in seinem Spinraum. Durch die Bedingung einer mini- 
malen Gesamtkrümmung im Spinraum ergeben sich Feldgleichungen, die Verf. — 
ähnlich wie in seiner Vorarbeit als Feldgleichungen einer unitären Theorie der 
Materie interpretiert. F. Cap. 

int, H. T. und E. Marjorie Williamson: Die Beziehung der Quantentheorie 
zu den Theorien der Gravitation und des BElektromagnetismus und eine Anwendung 
auf die Theorie des Elektrons. Z. Phys. 135, 260-269 (1953). 


Verff. unterwerfen das Linienelement der projektiven Relativitätstheorie do? — Yu, da da” 


einer Linearisierung durch den Ansatz do = Yu dx" (Matrix-Linienelement). Dabei sind die 
Y„ hyperkomplexe Zahlen, darstellbar durch vierreihige Matrizen, die mit den Y., \n folgendem 
Zusammenhang stehen 
7 Yy “ Y, Yu u Yu v l ; pe r 
(1: Einheitsmatrix) Der Übergang entspricht dem von der Klein-Gordon- zur Dirac-Gleichung. 
Ebenso läßt sich durch A = y A,=y,„4” jedem Vektor eine Matrix A zuordnen. Die 
Verbindung mit der Quantentheorie wird hergestellt, indem die Diracsche Wellenfunktion y als 
metrischer Eichfaktor im Sinne der Weylschen Theorie benutzt wird. Die Länge L des Vektors A 
; En ur Mi; EEE i 2 
er definitionsgemäß L=® Ay gesetzt, und bei einer durch dA u = An) A, de” gegebenen 
infinitesimalen Parallelversohiebung soll sich L ändern um dL=6R,y" A,ydx’, wobei R, 
ein Operator ist, der den ®, der Weylschen Theorie entspricht. Durch Gleichsetzen dieses dL 


Dr vg 9,494. a v 7 nv 
ar A m r . . 
t u ı 1; Yu er Yu A A Yr* 
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mit dem direkt ausgerechneten kommt man zu folgender Wellengleichung 


(E0/2=”) y p + 0 y" Oyploa” +0 (&y"]öx” + 44,9) y = R,y“y. 
Durch Verjüngung und gewisse weitere Annahmen läßt sich daraus die Gleichung yoy/ox" = H j y"y 
gewinnen, die als Eichgleichung der Theorie aufzufassen ist. (0 Ruy"y=0H,y'y+ 
pp Hr 0*). Die Plancksche Konstante wird eingeführt durch die Annahme, daß sämtliche 
Größen von x° nur in der Form exp (2 x i/l,) abhängen, mit I, = h/m,c. Für den Fall H, =0 


läßt sich die Eichgleichung dadurch völlig der Dirac-Gleichung anpassen. Die anschließende 
Diskussion befaßt sich mit möglichen Zusatztermen, mit der möglichen Form von H im Hin- 


blick auf Kernkräfte, sowie mit einer Betrachtung über den Ursprung des Elektronenmasse. 
Verf. haben durch diese Erweiterung der projektiven Relativitätstheorie eine formale Verein- 
heitlichung der drei im Titel genannten Gebiete erreicht, Ref. sieht jedoch nicht, wie diese Ver- 
einheitlichung über das bisher Bekannte hinausführen könnte. F. Beck. 


Quantentheorie: 


Jänossy, L.: Die physikalische Problematik des Teilchen-Wellen-Problems der 
Quantenmechanik. Ann. der Physik, VI. F. 11, 323—361 (1953). 

Verf. entwickelt eine von ihm bereits anderswo (dies. Zbl. 47, 447) vorgeschlagene 
Neuinterpretation der Quantenmechanik, die diese zu einer deterministischen Theorie 
im klassischen Sinne machen soll. Die Hauptpunkte seines Vorschlages sind: Die 
Schrödingerfunktion ist ein physikalisch reales, ‚‚materielles‘‘ Feld. Korpuskulare 
Wirkungen entstehen dadurch, daß sich die Welle mit Überlichtgeschwindigkeit 
(s. dies. Zbl. 50, 212) in einen engen Bereich zusammenzieht. Dieses formal der 
„Reduktion der Wellenpakete‘“‘ in der Komplementaritätsauffassung der Quanten- 
theorie ähnliche Verhalten müßte hier in den vollständigen Gleichungen enthalten 
sein. Verf. verlangt deshalb, daß eine Verfeinerung der Quantenmechanik (etwa 
durch nicht-lineare Zusätze) gefunden werden soll, welche solche Effekte liefert. 
Außerdem müßte die natürliche Kohärenzlänge von Wellenzügen durch die Ab- 
änderung endlich werden. Indessen wird keine solche Abänderung der Quanten- 
mechanik explizit angegeben. M. R. Schafroth. 

Haag, Rudolf: Über die Objektivierbarkeit der Zustände in der nichtrelati- 
vistischen Quantenmechanik. Z. Naturforsch. 8a, 13—16 (1953). 

Balazs, Nandor L.: Les relations d’incertitude d’Heisenberg empechent-elles 
le „Demon de Maxwell‘ d’operer? ©. r. Acad. Seci., Paris 236, 998—1000 (1953). 

Keller, Joseph B.: Bohm’s interpretation of the quantum theory in terms of 
„hidden‘“ variable. Phys. Review, II. Ser. 89, 1040—1041 (1953). 

Die von Bohm [dies. Zbl. 46, 210 und Phys. Review, II. Ser. 89, 458— 466 
(1953,] vorgeschlagene Interpretation der Quantentheorie wird näher untersucht, 
insbesondere in Hinblick auf die Möglichkeit, die Quantentheorie als statistische 
Mechanik einer deterministischen Theorie aufzufassen. F. Penzlin. 

Epstein, Saul T.: The causal interpretation of quantum mechanies. Phys. 
Review, II. Ser. 89, 319 (1953). 

Bohm, David: Comments on a letter concerning the causal interpretation of the 
quantum theory. Phys. Review, II. Ser. 89, 319—320 (1953). 

Basile, Robert: Forces d’&change dans l’interpr6tation causale. Ü. r. Acad. 
Sci., Paris 236, 1636—1638 (1953). Li 

L’A. se propose de mettre en evidence dans le cadre de la theorie causale et 
& l’approöximation de Born l’existence simultande du potentiel de couplage quantique 
de de Broglie et des forces d’echange;; il conclut en montrant qu’on peut super- 
poser & la notion d’indiscernabilit6 la notion d’interpretation physique des champs 
quantiques. A. Visconti. 

Broglie, Louis de: Sur l’interpretation de la mecanique ondulatoire a Paide 
d’ondes A region singuliere. ©. r. Acad. Sci., Paris 236, 1453—1456 (1953). 
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Etude, dans le cadre de la double solution, de la forme des ondes ä r&gion sin 
guliere. L’A. montre, dans le cas d’un corpuscule non relativiste, que l’onde sin 
guliere u s’6erit: u = u, + d„YP,, oü %, partie singuliere, est trös grande dans | 
region singuliere et tres petite en dehors et ,, represente la fonetion d’onde de 
mecanique ondulatoire d6erivant le corpuscule se trouvant dans l’6tat stationnai 
E,,. Plus generalement, si l’6tat eonsider6 n’est pas stationnaire, l’A. etablit V’egali 
des phases de l’onde singuliere v, de la partie singuliere de cette onde u, et de l’onde 
de probabilits W, de telle sorte qu’on peut dire que „le corpuscule est assimilable & 
une petite horloge qui se deplace dans une onde de maniere & rester constamment 
en phase avec l’onde“. Enfin l’A. conclut par l’&tude de l’onde libre et par quelques 
eonsiderations sur les corpuscules relativistes. A. Visconti. 

e Broglie, Louis de: El&ments de theorie des quanta et de m&canique ondula- 
toire. (Trait& de Physique Theorique et de Physique Mathömatique. III.) Paris: 
Gauthier Villars 1953. VIII, 302 p. e 

Das neue Lehrbuch deBroglies, in gedanklicher und sprachlicher Formulierung bestechend, N 
gibt auf 294 Seiten eine ausgezeichnete Einführung in den nunmehr schon als klassisch zu bezeich- 
nenden Abschnitt der Quantentheorie, der bis zur Diracschen Theorie des Elektrons einschließ- 
lich reicht. Die physikalischen Gesichtspunkte sind mit besonderer Gründlichkeit herausgestellt; 
die Erörterungen in den Kapitelanfängen, die in klarer Abwägung der Argumente und unter 7 
Beschränkung auf das Wesentliche, einfach und übersichtlich zu den entscheidenden Postulaten ° 
führen, sind dafür bezeichnend. Der mathematische Apparat bleibt demgegenüber in einer, - 
nichtsdestoweniger gepflegten, Statistenrolle. Die Unaufdringlichkeit mag dem Lernenden das 
begriffliche Erfassen des ungeheuren Gebiets erleichtern. Nach einleitenden Abschnitten über: 
Grundgleichungen der Elektrodynamik, Grundbegriffe der speziellen Relativitätstheorie und 
der statistischen Mechanik sind die kennzeichnenden Schritte: Hohlraumstrahlung, Quanten- 
hypothese und korpuskulares Photon, ältere Quantentheorie von Bohr und Sommerfeld 
samt Korrespondenzprinzip, Grundidee und physikalische Interpretation der Wellenmechanik 
einschließlich Anwendungen, Matrizenmechanik und Wahrscheinlichkeitsinterpretation, Dirac- 
sche Theorie und Wellenmechanik von Systemen einschließlich Pauli-Prinzip, schließlich 
Grundbegriffe der Quantenstatistiken samt Anwendung auf die Elektronentheorie der Metalle. 
Daß jegliche Wellenquantisierung fehlt, entspricht der inneren Konsequenz des Werkes und 
seiner Zielsetzung. F.L. Bauer. 

Husimi, Ködi: Miscellanea in elementary quantum mechanies. I, I. Pro- 
gress theor. Phys. 9, 238—244, 381—402 (1953). 

Verf. konstruiert sogenannte kanonische Wellenpakete. Er erhält sie aus der Dichtematrix 
der statistischen Thermodynamik einer kanonischen Gesamtheit von Systemen in quanten- 
mechanischer Formulierung, indem er das reelle ö# = 1/kT in diesem Ausdruck durch ein kom- 
plexes ß + it ersetzt, wobei t die Zeit bedeutet. Das kanonische Wellenpaket ist also eine Funk- 
tion von 4 Variablen x, x’, ß,t und befriedigt z. B. als Funktion von x und t die zeitabhängige 
Schrödingergleichung. Es gibt einige Fälle, in denen sich dieses Wellenpaket mathematisch ex- 
plizit darstellen läßt. Im Falle freier Bewegung von Teilchen in einem eindimensionalen Kasten 
führt die Summation auf eine Jacobische Thetafunktion und im Limes eines unendlichen Kastens 
entsteht das altbekannte Heisenbergsche diffundierende Wellenpaket. Im Falle des harmonischen 
Öszillators gelingt die Summation des Hermitesche Polynome enthaltenden Ausdrucks mit Hilfe 
einer Formel von Mehler. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung ist Gaußisch wie im ersten Fall, | 
ihr Schwerpunkt schwingt mit der klassischen Frequenz. Das Wellenpaket pulsiert außerdem 
synchron mit der Schwingung. aber es enthält im Gegensatz zur freien Bewegung keinen dauernd | 
wachsenden Anteil.. Ein früher von Schrödinger behandeltes Wellenpaket von Oszillator- | 
eigenfunktionen ist im Ausdruck des Verf. als Spezialfall enthalten. Ein drittes Beispiel ist die 
ebene Bewegung eines Elektrons in einem zur Ebene senkrechten homogenen Magnetfeld. Hier 
gelingt die Summation des Laguerresche Polynome enthaltenden Ausdrucks mit Hilfe einer 
Formel von Szegö. Wiederum ergibt sich keine Diffusion der Elektronenwolke. Das besondere, 
unübliche Verhalten der beiden letzten Systeme beruht auf dem Isochronismus der Bewegungen 
eines harmonischen Oszillators bzw. eines Teilchens im homogenen Magnetfeld; von letzterem 
wird im Zyklotron Gebrauch gemacht. — In Teil II löst Verf. die zeitabhängige Schrödingerglei- 
chung für das Problem erzwungener Schwingungen eines eindimensionalen harmonischen Os- 
zillators, wobei er die äußere Kraft durch ein Zusatzglied x f(t) zur potentiellen Energie in der 
Schrödingergleichung berücksichtigt. Er führt das Problem auf den einfacheren Fall f=0 
zurück und bestimmt die sogenannte Transformationsfunktion (Hauptlösung der partiellen 
Differentialgleichung). Mit ihrer Hilfe bestimmt er Symmetrieeigenschaften von Übergangswahr- 
scheinlichkeiten, KEigenfunktionen für den stationären Fall, verifiziert das Adiabatentheorem, 
berechnet ihre Matrixelemente, die er verallgemeinert und spezialisiert. Schließlich vergleicht 


; 
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er seine Ergebnisse mit denjenigen einer Störungstheorie des harmonischen Oszillators, die vom 

chronologisch geordneten Produkt von Wick und dem Wickschen Theorem Gebrauch macht. 
W. Kofink. 

Vachaspati: The quantum mechanical equations of motion and the commuta- 


tion relations. Proc. phys. Soc., Seet. A 66, 657—658 (1953). 

Good jr., R. H.: The generalization of the WKB method to radial wave equa- 
tions. Phys. Review, II. Ser. 90, 131—137 (1953). 

This paper is concerned with the approximate solution of the Schrödinger and 
of the Dirac wave equation. Instead of using the exponential function as a basis 
for the W.K.B. Method, the author uses the functions which arise in solving the 
free particle problem, i.e. Bessel functions whose order is half an odd integer. 

The author points out some advantages to be gained from this procedure. But on 
the other hand, as he remarks himself, the method has the disadvantage that the 
approximation is somewhat clumsy, and that it is poor near turning points. He in- 
tends to apply it for use in connection with Fermi’s theory of ß-decay. 

P. T. Landsberg. 

Miller jr., S.C. and R. H. Good jr.: A WKB-type approximation to the 
Schrödinger equation. Phys. Review, II. Ser. 91, 174—179 (1953). 

Verf. benutzt in dem WKB-Verfahren an Stelle der Exponentialfunktion die 
Lösung einer beliebigen (passend zu wählenden) Schrödingergleichung. Einige ein- 
fache Beispiele illustrieren die Brauchbarkeit des Verfahrens. F. Penalin. 

Durand, Emile: Le prineipe de Huygens et la diffraction de l’6lectron en th6orie 
de Dirac. C. r. Acad. Sci., Paris 236, 1337—1339 (1953). 

Horton, G. K. and R. T. Sharp: Approximate wave functions for unbound 
relativistie partieles in a Coulomb field. Phys. Review, II. Ser. 89, 885—886 (1953). 

Dingle, R. B.: The solution of the Schrödinger equation for finite systems, 
with special reference to the motion of elecetrons in Coulomb electric fields and uniform 
magnetic fields. Proc. Cambridge philos. Soc. 49, 103—114 (1953). 

Lösung des Eigenwertproblems der Schrödingergleichung mit Coulombfeld und 
der Randbedingung des Verschwindens der Eigenfunktion auf einer vorgegebenen 
Kugelfläche, insbesondere bei großem Kugelradius und für beinahe ionisierte Atome. 
Die Ergebnisse sind wegen formaler Übereinstimmung der Differentialgleichungen 
auch verwendbar für ein Elektron im homogenen Magnetfeld bei Vorgabe der Rand- 
bedingung auf einer Zylinderfläche. @G. Höhler. 

Novobatzky, K. F.: Zur Schrödinger-Gordon-Gleichung. Ann. der Physik, 
VI. F. 11, 285—292 (1953). 

Previous considerations [this Zbl. 44, 232. There are no other references to 
previous work, though most of the mathematical developments discussed in the 
paper are well-known] are continued. It is pointed out that the Schrödinger-Gordon 
wave equation is the appropriate equation for a single spinless particle, and has 
therefore a valid meaning quite apart from second quantisation. P. T. Landsberg. 


March, N. H.: The virial theorem in free electron and generalized Thomas- 
Fermi models. Philos. Mag., VII. Ser. 44, 346—347 (1953). 


Zirin, Harold: The exchange potential in an eleetron gas at nonzero tempe- 
rature. Phys. Review, II. Ser. 90, 795 (1953). 

Cunliffe, A. and R. N. Gould: On inverse perturbation. Philos. Mag., VII. 
Ser. 44, 785— 787 (1953). 

Destouches- Aeschlimann, Florence: Integrales op£eratorielles et extension de 
la möcanrique ondulatoire. C. r. Acad. Sei., Paris 236, 1140— 1142 (1953). 

L’A. suggere une generalisation de la me&canique ondulatoire basee sur des 
relations entre operateurs postulees a priori et sans relation avec un hamiltonien. 
La possibilit& de determiner des fonctions d’ondes n’est pas pr&cisee. G. Petiau. 
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Chraplyvy, Zeno V.: Reduction of relativistie two-particle wave equations 
approximate forms. I. Phys. Review, II. Ser. 91, 388—391 (1953). 

L’A. d6veloppe pour le cas des 6&quations d’ondes correspondant & des systemes 
de eorpuscules une gen6ralisation de la möthode de Foldy et Wouthuysen ( 
Zbl. 39, 226) permettant de r&duire l’&quation d’ondes de Dirac A une &quatio 
approchee de la forme de Pauli. La transformation obtenue permet de retrouve 
simplement l’&quation de Breit [Phys. Review, II. Ser. 34, 553—573 (1929)] mais 
ne peut s’appliquer dans le cas des systemes de corpuscules de masses €gales. 

@. Petiau. 

Green, H. 8.: First-order meson wave equations. Phys. Review, II. Ser. 39, 
965— 967 (1953). 

L’A. propose de simplifier l’expose de la theorie du corpuscule de spin 0 ou 
suivant le formalisme developp6e par M. Louis de Broglie (Theorie generale des 
particules ä& spin, 1943) en introduisant pour les matricees PF—=}(yf +ys) la 
representation &quivalente P% = 4(yF —y%) (7% matrice transposee de y4). L’A. 
developpe ensuite une theorie des particules de spin 2% ou de spin entier suivant un 
sch&ma voisin de celui suivi par M. Louis de Broglie dans l’ouvrage eite. @. Petiau. 

Petiau, Gerard: Sur le ealeul des seetions effieaces de diffusion coulombienne 
entre corpuscules de spins 0, %/2 ou A. J. Phys. Radium 14, 137—144 (1953). 

Verf. führt zwei Projektionsoperatoren ein, die die symmetrischen und die anti- 
symmetrischen Undoren 2. Stufe aussieben und damit die 10-komponentige Kemmer- 
gleichung von der 5-komponentigen und der trivialen 1-komponentigen trennen 
[vgl. F.L. Bauer, S.-Ber. math.-naturw. Kl. Bayer. Akad. Wiss. München 1952, 
111—179 (1953), S. 157). Damit ist eine einheitliche Behandlung der Coulomb- 
streuung zwischen Teilchen mit den Spins Aund B; A,B=0 bzw. A und Ä/2 er- 
möglicht. Nach Ansicht des Ref. ist die Zuordnung der Spins zu den Wellen- 
gleichungen ungewöhnlich. F. L. Bauer. 

Petiau, Gerard: Sur le caleul de la section efficace d’&mission du rayonnement 
de freinage eleetiomagnetique (bremsstrahlung) par un corpuseule de spin %/2 en 
interaction avec un corpusceule de spin nA/2 (n entier). ©. r. Acad. Seci., Paris 
236, 462—464 (1953). 

Petiau, Gerard: Sur la representation par des fonetions spheriques des solutions 
des &quations d’ondes des eorpuseules A spin dans les potentiels eonstants. Cas des 
corpuseules de spin R/2 etä. C. r. Acad. Sci., Paris 236, 1750-1753 (1953). 

Corinaldesi, E.: Some aspeets of the problem of measurability in quantum 
eleetrodynamies. Nuovo Cimento, Suppl., Ser. IX 10, 83—100 (1953). 

Im wesentlichen nach Bohr und Rosenfeld (dies. Zbl. 8, 138; 37, 280) wird 
die Meßbarkeit elektromagnetischer Feldstärken, ihrer Mittelwerte und der Mittel- 
werte von Ladungs- und Stromdichten untersucht. F. Hund. 

Wildermuth, Karl: Die Grenzen der Quantentheorie der Wellenfelder. Z. Na- 
turforsch. 8a, 105—116 (1953). 

Die Grundauffassung der vorliegenden Arbeit ist die, daß die meisten soge- 
nannten „Klementarteilchen‘ eigentlich komplizierte Gebilde sind, die sich als an- 
geregte Zustände eines Spinorfeldes verstehen lassen. Um ein solches System zu 
studieren, betrachtet der Verf. ein einfaches Modell aus der unrelativistischen 
Quantenmechanik. Das Modell ist eindimensional und enthält zwei Arten von 
Teilchen, die durch ein ö-artiges Potential miteinander in Wechselwirkung stehen. 
Außerdem ist die eine Art der Partikeln durch eine ö-Kraft an den Nullpunkt ge- 
bunden. Das Modell läßt sich mehr oder weniger explizit durchreehnen, und aus. 
dem Ergebnis will der Verf. weitgehende Schlüsse über die Grenzen der heutigen 
Form der Quantentheorie der Wellenfelder ziehen. Es wird angegeben, daß ‚‚die- 
Quantentheorie der Wellenfelder als eine phänomenologische Theorie aufzufassen ist 
die durch Mittelung über Raum-Zeit-Bereiche entsteht, deren lineare Abmessungen: 
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viel größer als 10-13 cm sind‘“, und daß ‚‚man nicht erwarten kann, daß die Mesonen - 
theorie in ihrer bisherigen Form irgendwelche Ergebnisse liefert, die mit den Ex- 
perimenten quantitativ übereinstimmen“. Der letzte Satz läßt sich wohl heute 
kaum verneinen! G. Källen. 

Güttinger, Werner: Quantum field theory in the light of distribution analysis. 
Phys. Review, II. Ser. 89, 1004—1019 (1953). 

Die von L. Schwartz stammende mathematische Theorie der „Distributionen‘‘ gestattet 
es, singulären Funktionen der Art, wie sie seit langem von den Physikern verwendöt werden 
strengen Sinn beizulegen. Verf. untersucht mit Hilfe dieser Theorie die in der @uantentheorie, 
der Felder auftretenden Ausdrücke und vergleicht mit den üblichen Methoden. Die Divergenzen 
der Theorie werden hierdurch durch unbestimmte Ausdrücke ersetzt, deren Elimination durch 
Renormalisation keine begrifflichen Schwierigkeiten mehr verursacht. Indessen erschöpft sich 
die Zahl der unbestimmten Konstanten nicht in den Renormalisationsgrößen; sie treten vielmehr 
in verwirrend großer Zahl auf, und Verf. unterläßt es leider, einen Überblick über diese zu geben. 
Er schließt, daß die physikalischen Grundannahmen der Theorie unvollständig sein müssen, 
daß neue hinzutreten sollten, um diese Konstanten zu bestimmen. Andererseits scheint aber doch 
die distributionsanalytische Methode physikalische Grundannahmen nicht zu erhalten; z. B. 
geht die Eichinvarianz der Theorie zunächst verloren (die Photonmasse wird endlich, unbestimmt) 
und muß nachträglich durch spezielle Wahl dieser unbestimmten Konstanten wieder hergestellt 
werden. Deshalb ist der Zweifel berechtigt, ob obige Folgerung der Unvollständigkeit der Theorie 
als stichhaltig angesehen werden kann. M. R. Schafroth. 

Moses, H.E.: The canonical transformation for an eleetron-positron field eoupled 
to a time-independent eleetromagnetie field. Phys. Review, II. Ser. 89, 115—122 
(1953). 

Es wird ein System von Elektronen in Wechselwirkung mit einem zeitunab- 
hängigen, elektromagnetischen Feld studiert. Die Schrödingergleichung wird mit 
Hilfe einer kanonischen Transformation und einer Entwicklung nach der Elektronen- 
ladung e behandelt. @G. Källen. 

Burton, W. K. and B. F. Touschek: Commutation relations in Lagrangian 
quantum mechanics. Philos. Mag., VII. Ser. 44, 161—172 (1953). 

Verff. zeigen an zwei einfachen Beispielen, daß die Methode von Schwinger 
(dies. Zbl. 43, 422) zur Gewinnung der Vertauschungsrelationen zu Widersprüchen 
führt. Ein von Peierls [Proc. Roy. Soc. London, Ser. A 214, 143—157 (1952)] 
angegebenes Verfahren, auf dieses Problem angewandt, führt zu den richtigen 
Relationen. F. Penzlin. 

Shanmugadhasan, S.: The quantization of classical spin theory. Canadian 
J. Phys. 31, 1—10 (1953). 

Fortsetzung früherer Arbeiten des Verf. (dies. Zbl. 45, 282; 47, 216), welche 
die klassische Theorie von Teilchen mit Spin behandelt. Die vorliegende Arbeit 
gründet sich auf der Annahme, daß der antisymmetrische Spintensor zum Geschwin- 
digkeitsvektor orthogonal ist. A. Papapetrou. 

Svenonius, Per and Ivar Waller: On the röle of spin in the non-relativistie 
theory of the scattering of radiation. Ark Fys. 6, 119—121 (1953). 2 

Bonnevay, Georges et Louis Michel: Moment angulaire et parit& des systemes 
compos6s de deux bosons identiques de masse nulle. €. r. Acad. Sei., Paris 236, 
461—462 (1953). ER sap 

Cap, Ferdinand: Sur la masse du photon. J. Phys. Radium 14, 213— 214 (1953). 

Slansky, Serge: Sur la fonetion d’onde du photon annihile. ©. r. Acad. Sei., 
Paris 236, 1860—1862 (1953). 

Slansky, Serge: Sur les potentiels de la mecanique ondulatoire du photon et 
les interactions entre partieules 6leetrisees. CO. r. Acad. Sci., Paris 236, 782—784 
(1953). , : BEE, BR: 
Se plagant dans le cadre de la theorie du photon de de Broglie, FA. modifie 
les quadripotentiels de cette theorie en leur ajoutant des operateurs formes ä 
partir des grandeurs attach6es aux photons non-maxwelliens (pseudo-scalaires) 
qui s’introduisent dans la Mö6canique ondulatoire du photon. Cette modification 
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permet l’elimination, au premier ordre, de l’infini introduit par le potentiel dit de 
„eoineidence“. La möthode est & rapprocher de celle des ‚„‚melanges de champs‘ 
de Rayski et d’Umezawa. A. Visconti. 

Gupta, Suraj N.: Quantum eleetrodynamies with auxiliary fields. Proc. phy 
Soe., Sect. A 66, 129—138 (1953). 

Verf. behandelt das Problem der ‚‚Regularisierung‘‘ mit Hilfe von „Hilfs 
massen“ in der Quantenelektrodynamik. Es wird eine sehr ausführliche a 
über die Einführung der Hilfsfelder gegeben. Statt imaginärer Kopplungs 
stanten nach Pauli und Villars (dies. Zbl. 37, 125) verwendet Verf. eine Methode 
mit einer indefiniten Metrik im Hilbertraum. Diese Methode ist schon früher vom 
Verf. in einem anderen Zusammenhang eingeführt und entwickelt worden. Als Bei- 
spiel wird am Ende die Selbstenergie des Photons in e?-Näherung behandelt. | 

G. Källen. 
Eden, R. J. and 6. Rickayzen: Quantum field theory of bound states. II. 
Bound states in strong interaetion. Proc. Roy. Soc. London, Ser. A 219, 109—119 
1953). | 
Beil I und II dies. Zbl. 47, 219 bzw. Proc. Roy. Soc. London, Ser. A 217,390 —408 
(1953). Die Verff. zeigen, daß die Lösungen der Bethe-Salpeter-Gleichung für die 
Fortpflanzungsfunktion XK(1,2;3, 4) sich in einen singulären zu Bindungszuständen 
und einen regulären zu freien Teilchen gehörigen Teil aufspalten lassen. Wenn 
die Gesamtenergie die Ruhemasse beider Teilchen überschreitet, verschwindet der 
letztere und man kann die ‚„‚freie-Teilchen-Näherung‘‘ durch Iteration der (inhomo- 
genen) Bethe-Salpeter-Gleichung durchführen. Eine weitere Untersuchung zeigt, 
daß Bethe-Salpeter-Gleichung und Eigenwert-Gleichung für die Diracsche Zwei- 
teilchenfunktion (auch bei Beschränkung auf Coulomb-Wechselwirkung) nicht iden- 
tisch sind (!). Eine Anwendung auf die kohärente Streuung von Licht am Wasser- 
stoffatom gibt daher für hohe Photonenergien ein anderes Ergebnis als das früher 
von Franz [Z. Phys. 98, 314—320 (1935)] über die Dirac-Gleichung gefundene. Es 
folgen Anwendungen auf den photoelektrischen Effekt und die Streuung von Elek- 
tronen am Wasserstoff. Im Falle, daß man die Masse des Wasserstoffkerns gegen 
unendlich gehen läßt, wird die übliche Form der Matrixelemente erhalten, jedoch 
mit der Abänderung, daß die auftretenden Wellenfunktionen durch Lösungen der 
Bethe-Salpeter-Gleichung zu ersetzen sind. H. Kümmel. 

Hori, Shoichi: On the relativistie two-body problem. Progress theor. Phys. 9, 
184—185 (1953). 

Glaser, Wladimir und Wolthart Zimmermann: Zur Beschreibung gebundener 
Zustände in der Feldtheorie. Z. Phys. 134, 346—362 (1953). 

Die Arbeit stellt die Vorbereitung für eine weitere Arbeit dar. In dieser vor- 
bereitenden Arbeit wird das einfachere und übersichtlichere Problem der gebundenen 
Zustände in einem gegebenen äußeren Feld studiert. Es wird besonders der Zu- 
sammenhang zwischen den Lösungen der Integralgleichung in der Heisenberg- 
darstellung und den entsprechenden Zustandsvektoren in der Wechselwirkungs- 
darstellung untersucht. W. Thirring. 

Baumann, Kurt: Zur Definition der relativistischen Teilchen-Antiteilchen- 
Wellenfunktion. Acta phys. Austr. 7, 98—101 (1953). 

Verf. zeigt, daß der Bindungszustand von Fermion und Antifermion durch die 
Wellenfunktion von Karplus und Klein (dies. Zbl. 48, 225) beschrieben werden 
muß (dies folgt automatisch aus der allgemeinen Theorie, vgl. E.Freese, Diss. 
Göttingen, 1953; d. Ref.). H. Kümmel. 

Blin-Stoyle, R. J.: Matrix elements in radiative transitions. Proc. phys. Soc., 
Sect. A 66, 729—732 (1953). 

Caianiello, E. R.: On the universal Fermi-Type interaction (III). Nuovo 
Cimento, Ser. IX 10, 43—53 (1953). 
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Williamson, E. M.: Energy in the nuelear field. Nuovo Cimento, Ser. IX 10, 
113—126 (1953). 

Es wird der Energie-Impuls-Tensor verschiedener Feldtypen, die als Kernfeld 
bezeichnet werden, nach einer Theorie von Flint berechnet. Diese Theorie ist so 
angelegt, daß in bestimmten Fällen die Gesamtenergie immer gleich Null ist. Der 
Verf. zeigt, daß dann etwaige Unendlichkeiten in der Wechselwirkungsenergie durch 
entsprechende Terme in der Feldenergie kompensiert werden. W. Thirring. 

Moorhouse, R. G.: Pair ereation in intermediate coupling theory. Phys. Re- 
view, II. Ser. 89, 958—965 (1953). 


Dans Y’application de la methode du couplage intermediaire de S. Tomonaga [Progress 
theor. Phys. 2, 6 (1947)] au cas d’un nucl&öon en interaction avec un champ propre constitue 
par des mösons pseudoscalaires avec couplage pseudoscalaire. P. T. Matthews et A. Salam 
(ce Zbl. 46, 218) ont consider seulement le cas de l’&mission ou de l’absorption de mösons 
sans creation de paires. L’A. examine le cas de l’approximation opposee dans laquelle seuls 
les phenomönes de creation et d’annihilation de paires apportent une contribution au champ 
propre du nucl&on. — Partant d’un systeme d’&quations gen6ralisant les &quations de Fock 
pour le cas de presence de paires apres soustraction des effets correspondant au vide, P’A. r&soud 
ces equations & Vapproximation de Tomonaga en negligeant les reculs et en rögularisant les 
integrales divergentes par une coupure convenable. Il en deduit une 6valuation de l’önergie 
propre du nucleon et une estimation du moment magnetique dü au champ propre. Les resul- 
tats obtenus sont compar&s avec ceux correspondant au modele de champ propre dans lequel 
les effets de er&ation ou d’annihilation de paires sont interdits. @. Petiau. 


Rzewuski, J.: Relativistie quantum dynamies ofa system of interacting partieles. 
Nuovo Cimento, Ser. IX 10, 90—93 (1953). 

Rzewuski, J.: On differential conservation laws in non-local field theories. 
Nuovo Cimento, Ser. IX 10, 182—185 (1953). 

Diese Arbeit ist eine Fortsetzung einer früheren, in der Verf. bewies, daß die In- 
tegral-Erhaltungs-Sätze in nicht lokalen Theorien eine Folgerung der Unveränder- 
lichkeit des Wirkungsintegrals gegen Translation und Drehung in Raum-Zeit sind. 
In dieser Arbeit wird auseinandergesetzt, daß differentielle Erhaltungssätze direkt 
von den Euler-Lagrange-Gleichungen, unabhängig von den Eigenschaften des 
Wirkungsintegrals abgeleitet werden können, wenn zu der gewöhnlichen Gesamt- 
ladung, dem Energie-Impuls und dem Drehimpuls geeignete Ausdrücke hinzu- 
gefügt werden. P. Budin:. 

Watanabe, Satosi: Conneetion between fusion theory of bosons and nonlocal 
field theory. Phys. Review, II. Ser. 91, 771—772 (1953). 

Gregory, Christopher: Construction of conservation equations for nonlocal 
field theories. Phys. Review, II. Ser. 91, 770 (1953). 

Gregory, Christopher: Conservation of quanta for nonlocal fields. Phys. Review» 
1I. Ser. 89, 1199 (1953). 

In the author’s version of non-local field theory exists an operator with the 
physical meaning of a (non-definite) total charge even in the case of hermitian field 
quantities. Since hermitian non-local field quantities correspond to real local field 
quantities (which are unloaded), Gregory’s version of non-local field theory possesses 
twice as much solutions (positively and negatively charged partieles) and does not 
satisfy the requirement of correspondence with the usual local theory. J. Rayski. 

Rayski, J.: On a regular field theory. Nuovo Cimento, Ser. IX 10, 1—26 (1953). 

Es werden Feldtheorien vom sog. nicht-lokalen Typus untersucht, d. h. Theorien, in welchen 
die Wechselwirkung zwischen verschiedenen Feldern mit Hilfe eines ‚„Formfaktors‘‘ über einen 
endlichen Raum-Zeit-Bereich ausgeschmiert ist. Die Ausdehnung dieses Bereiches, A, definiert 
eine für-die Theorie fundamentale ‚kleinste Länge“. Die Korrespondenzforderung, daß die 
Theorie für A — 0 in die lokale übergehen soll, beschränkt die Wahl der möglichen Formfaktoren. 
Um ein yohldefiniertes mathematisches Problem zu haben, wird dann diese Feldtheorie in einem 
endlichen, von raumartigen Begrenzungsflächen umschlossenen Raum-Zeit-Gebiet (2 durchgeführt, 


was zu merkwürdigen Konsequenzen führt. Es ergibt sich nämlich, daß der Formfaktor in 
bestimmter Weise von der Wahl des Gebietes @ abhängen muß, um der Korrespondenzforderung 


-zu genügen. Diese Tatsache ist befremdend, da aus ihr u. a. folgt, daß die Entwicklung eines 
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Feldes nicht transitiv ist; d. h. wenn man das Problem etwa zwischen zwei Zeiten t, und 2, be 
trachtet (2,: 1 21>t,) und dabei y,(t) in %,(l,) übergeht, ebenso beim Probleı 
(Ry: t, > t > 15) alt) > Yz(t5), So geht im Problem (U: 41 <tS t,)i.A. y,(t) nicht in ys(k, 
über. Die Deutung des Verf. für diesen Sachverhalt ist, daß der Bereich 2 durch unsere Meß. h 
anordnung bestimmt ist und es nicht einerlei ist, ob der Zwischenzustand y,(t,) festgestellt wir 
oder nicht. (Ob sich eine solche Deutung konsequent durchführen läßt, ist fraglich, insbesondere 
da sie sich nicht nur auf quantisierte, sondern auch auf klassische Feldtheorien bezieht.) — Die 
Beschränkung auf endliche 42 gestattet andrerseits die Aufstellung von mathematischen Existenz 
sätzen. Die Feldgleichungen sind nämlich, bei gegebenem 2, nichtlineare Integralgleichungen 
mit regulärem, durch den Formfaktor bestimmtem Kern. Für den klassischen Fall wird die Exi- 
stenz von Lösungen des Anfangswertproblems dieser Gleichungen für eine geeignete Klasse von 
Formfaktoren bewiesen. Diese Lösungen sind analytische Funktionen der Kopplungskonstanten 
für genügend kleine g, so daß die Lösung durch Iteration konvergiert. Ein ähnlicher Satz wird 
für den Fall eines quantisierten Feldes in Wechselwirkung mit einem äußeren Feld bewiesen. 
(Es eröffnet sich hier die Möglichkeit, lokale Feldtheorien als Limes von nichtlokalen zu behan- 
deln, wobei die.sonst stets problematische Existenz von Lösungen a priori sichergestellt wäre.) — 
Erhaltungssätze für Energie-Impuls und Ladung werden hergeleitet; diese gelten nur global, 
d. h. die angegebenen Ausdrücke sind nur auf den beiden Begrenzungen von (2 einander gleich, 
nicht im Zwischengebiet; dies wird wieder mit der oben erwähnten erkenntnistheoretischen Deu- 
tung der Theorie in Verbindung gebracht. M. R. Schafroth. 
Scheidegger, A. E.: Multiple quantization. Canadian J. Math. 5, 26—36 (1953). 
Verf. faßt die Quantisierung als ‚„korrektiven mathematischen Prozeß“ auf) 


und diskutiert die Frage, was bei mehrmals wiederholter Anwendung desselben ge- 
schieht. M.R. Schafroth. 

Krotkov, R. V. and A. E. Scheidegger: Thermodynamies of some special 
fields. Canadian J. Phys. 31, 329—336 (1953). 

Alleock, 6. R.: Damping correetions in the photo-meson process. Proc. phys. 
Soe., Sect. A 66, 233—237 (1953). 

eo Riezler, Wolfgang: Einführung in die Kernphysik. 5. Aufl. München: Verlag i 
von R. Oldenbourg 1953. 333 S. DM 24,—. 

Breit, G. and M. H. Hull jr.: Advances in knowledge of nuelear forees. Amer. 
J. Phys. 21, 184—220 (1953). 


Moorhouse, R. G.: Mesoniec interpretation of nmuclear properties. Advances 
Phys., Quart. Suppl. philos. Mag. 2, 185—212 (1953). 

Feldman, David: The charge independence of nuclear forces. Phys. Review, 
II. Ser. 89, 1159— 1160 (1953). 

Amar, Henri: A general relativistie approach to short-range forces. Phys. Re- 
view, II. Ser. 89, 1298—1299 (1953). 

Brueckner, K. A.: Radiative correetions to nuclear forces in pseudosealar 
theory. Phys. Review, II. Ser. 91, 761-762 (1953). 

Longdon, L. W.: Noncentral force matrix elements for the nuelear d? eon- 
figuration. Phys. Review, II. Ser. 90, 1125— 1126 (1953). | 

Irving, J.: The efleet of the tensor force on the binding energy of the alpha- 
partiele. Proc. phys. Soc., Seet. A 66, 17—27 (1953). | 

Die bisherigen Mißerfolge in der Beschreibung der leichten Kerne mit phänomenologischen 
Potentialen könnten in den gewählten Ansätzen für den Potentialtopf und der Eigenfunktion 


ihre Ursache haben. Im Potential darf wahrscheinlich ein flach auslaufender Schwanz nicht 


unterdrückt werden. Daher wird an Stelle des rechteckigen Potentialtopfs ein Yukawa-Potential 
benutzt. Man schreibt 


7 r 1 1 > r 3X fr 3 5 
} Po |: _— —g9+ 50 | exp(—r/r.) . ER: exp ( a. 


| 


r/r & r/r 
Es ist notwendig r, + r,. Bei gleichen Reichweiten ergibt sich ebenso wie We den Rechnungen 
mit rechteckigem Potentialtopf eine zu kleine Bindungsenergie. Als Rigenfunktion schreibt man 
(1) Om exp (-a(&r,,)'"} . Das ist im Gegensatz zu (2) Do exp {—aLXr,} ein Ansatz, bei 
dem die Integrale analytisch auswertbar sind. Der Grundzustand von Het ist im wesentlichen 
ein 1S- verbunden mit einem ®D-Zustand. Mit entsprechenden Eigenfunktionen wird die Bindungs- 
energie des He* berechnet. Es werden die Potentialkonstanten benutzt, die sich beim Triton und 
Deuteron bewährt haben. Ein direkter Vergleich mit den Rechnungen über diese Kerne ist 
schwierig, da dort durchweg andere Eigenfunktionen, z. B. Form (2), benutzt wurden. Berechnet 
man das Triton mit der Eigenfunktion (1), so werden die Ergebnisse wesentlich anders. Die dem 
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Problem aufoktroyierte Form der Eigenfunktionen beeinflußt also das Ergebnis stark. Eine 
nachträgliche Bestimmung einiger offen gelassener Konstanten genügt nicht zur Annäherung des 
Ansatzes an die exakte Eigenfunktion. Damit sind alle so gewonnenen Ergebnisse in Frage ge- 
stellt. K.-H. Höcker. 

Wakely, P. G.: A binding energy caleulation on Het with single-particle wave 
functions. Phys. Review, II. Ser. 90, 724—725 (1953). 

Kronheimer, Erwin H.: Caleulation of nuclear binding energies with single- 
particle oscillator wave functions. Phys. Review, II. Ser. 90, 1003-1004 (1953)2 

Feather, N.: A survey of neutron and proton binding energies. Advances 
Phys., Quart. Suppl. philos. Mag. 2, 141—184 (1953). 

Levinson, Norman: (ertain explieit relationships between phase shift and 
seattering potential. Phys. Review, II. Ser. 89, 755—757 (1953). 

Verf. berichtet zunächst über eine wichtige Arbeit der beiden sowjetischen 
Mathematiker Gelfand und Levitan zur Bestimmung des Potentials V (r) in der 
eindimensionalen Schrödingergleichung aus der Kenntnis der S-Phasenfunktion und 
der gebundenen Zustände (denen bekanntlich negative, diskrete Eigenwerte ent- 
sprechen). Der Kernpunkt des Verfahrens ist, daß die asymptotische Lösung für 
das kontinuierliche Eigenwertspektrum in Form einer Integralgleichung erster Art 
dargestellt wird, in der der Kern die unbekannte Funktion ist. Für diesen Kern 
ergibt sich eine partielle hyperbolische Differentialgleiehung Riemannscher Art; als 
eine der beiden Randbedingungen der Differentialgleichung findet man, daß das 
gesuchte Potential V(r) proportional der Ableitung des Kerns nach r ist. Zur Auf- 
findung des Kerns wird nun eine inhomogene Integralgleichung zweiter Art auf- 
gestellt, die eine eindeutige Lösung besitzen muß, da gezeigt wird, daß für die zuge- 
hörige homogene Gleichung keine nichttriviale Lösung existiert. Die tatsächliche Be- 
stimmung des Kerns als Funktion von r bei einem bestimmten Problem dürfte, wie 
der Verf. auch bemerkt, eine langwierige Arbeit sein, da die Differentiationsvariable r 
in der letzten Integralgleichung lediglich als Parameter auftritt. — Verf. wendet an- 
schließend die Methode an, um die Änderung des Potentials, die einer kleinen vor- 
gegebenen Variation der Ausgangsgrößen (Phasenfunktion, gebundene Zustände) 
entspricht, approximativ zu berechnen. P. Urban. 

Bethe, H. A.: The sign of the phase shifts in meson-nucleon scattering. Phys. 
Review, II. Ser. 90, 994—995 (1953). 

Erskine, G. A. and M. J. Seaton: The asymptotic solution of an equation 
oceurring in seattering theory. Proc. phys. Soc., Sect. A 66, 123—124 (1953). 

Mower, Lyman: Tables for second Born approximation scattering from various 
potential fields. Phys. Review, II. Ser. 89, 947—949 (1953). 

Bauman, Kurt: Eine einfache Herleitung der Streuformel von Bhabha. Acta 
phys. Austr. 7, 96—97 (1953). 

Altshuler, Saul: Applications of variational principles to scattering problems. 
Phys. Review, II. Ser. 89, 1278—1283 (1953). 

Roussopoulos, Paul: Methodes variationnelles en theorie des collisions. ©. r. 
Acad. Sci., Paris 236, 1858—1860 (1953). 

Kahan, Theo: Sur les möthodes variationnelles dans la theorie des collisions 
et de la diffraction. ©. r. Acad. Sci., Paris 236, 1000—1003 (1953). 

Jankus, V. Z.: Radiative correetion for the collision loss of heavy particles. 
Phys. Review, II. Ser. 90, 4—6 (1953). a 

Verf. berechnet die Korrektur der Bethe-Bloch-Formel für Bremsung relati- 
vistischer, schwerer Teilchen wegen des Beitrags virtueller (Schwinger) und reeller 
(Bremsstrahlung) Photonen. Die Sommerfeld- und Schwinger- Querschnitte werden 
mit den entsprechenden Energieverlusten multipliziert und das Produkt über alle 
möglichen Stöße integriert. Die Korrektur ist positiv, wächst mit der Energie des 
ionisierenden Teilchens und erreicht bei E/m c? = 100 etwa ein Prozent. 

P. Budini. 
ddr 
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Florian, A.: Zur Erzeugung von Mesonen beim Durchgang durch Materie. 
Acta phys. Austr. 7, 23—51 (1953). 

Wie aus dem Titel schwer zu ersehen, berechnet der Verf. die Erzeugung vera 
torieller Teilchen durch Photonen. Die Rechnungen werden mit dem alten Forma- 
lismus durchgeführt und sind entsprechend umständlicher als andere Rechnungen, 
die bisher über dieses Thema veröffentlicht werden. Das Resultat stimmt nur un- 
gefähr mit dem sonst in der Literatur angegebenen überein [vgl. Marshak, 
Meson Physies, New York 1952, p. 13, Gl. (22)]. H. Thirring. 

Gunn, J. C.: Produetion and seattering of mesons. Advances Phys., Quart. 
Suppl. philos. Mag. 2, 213—264 (1953). 

Minami, Shigeo: The sacttering of gamma-ray by nucleon and nucleon iso- 
bars. Progress theor. Phys. 9, 108—116 (1953). 

Henley, E. M. and M. A. Ruderman: Recoil effeets in meson-nucleon scatte- 
ring. Phys. Review, II. Ser. 90, 719 (1953). 

Kleiner, W. H. : Orbital effect in neutron-eleetron magnetie scattering. Phys. 
Review, II. Ser. 90, 168—169 (1953). 

Elton, L. R. B. and K. Parker: The scattering of fast positrons by nuclei. Proc. 
phys. Soc., Sect. A 66, 428—436 (1953). 

Swanson, Don R.: Polarization effects in nucleon-nucleon seattering. Phys. 
Review, II. Ser. 89, 749—752 (1953). 

Swanson, Don R.: Interpretation of high energy p-p seattering. Phys. Re- 
view, II. Ser. 89, 740—748 (1953). 

Sexl, Theodor: Eine Differentialgleichung für die Fermischen Streulängen bei 
der Streuung Neutron-Proton. Acta phys. Austr. 6, 329—331 (1953). 

Mandl, F. and T. H. R. Skyrme: Energy dependence of neutron total eross 
sections. Philos. Mag., VII. Ser. 44, 1028—1036 (1953). 

Die experimentell gemessene Energieabhängigkeit des totalen Wirkungsquer- 
schnittes für Neutronen in Al und Pb kann in einem Energiebereich von 60 bis 
135 MeV durch ein komplexes Muldenpotential, entsprechend einem komplexen 
Brechungsindex (vgl. Th. Sexl, dies. Zbl. 8, 140), weitgehend erklärt werden. 

Th. Sexl. 

Regge, T. and M. Verde: Seattering problems with spin-orbit eouplings. Nuovo 
Cimento, Ser. IX 10, 997—1011 (1953). 

Man will die Streuung von Neutronen an Deuteronen unter Berücksichtigung 
von Tensorkräften oder sonstigen Spin-Bahn-Kopplungen beschreiben. Zu dem 
Zweck wird in Analogie zu Hulth&ns Vorgehen beim Zweikörperproblem mit 
Zentralkräften (dies. Zbl. 31, 401) ein Variationsverfahren entwickelt. Dieses wird 
angewandt auf das Zweikörperproblem mit Tensorkräften sowie auf das Dreikörper- 
problem mit Zentralkräften und mit Kräften, die auf eine Spin-Bahn-Kopplung 
zurückgehen. K.-H. Höcker. 

Swan, P.: The elastie scattering ol neutrons by tritons and of protons by ?He. 
Proc. phys. Soc., Sect. A 66, 740—752 (1953). 

Die differentiellen Wirkungsquerse hnitte für die in der Überschrift ne 
Prozesse werden bei Energien des einfallenden Teilchens von 14; 11; 8; 5; 2,5 MeV 
unter vier verschiedenen Ansätzen für die Kräfte bereehnet: (Mit den üblichen Ab- 
kürzungen für Majorana-, Heisenberg- ... Kräfte) 1. m=h=0; wund 5b+0 
(gewöhnliche Kräfte) 2. w=b=0; m und h=+ 0 (Majorana-Heisenberg-Kräfte) 
3.m— 2b, h= 2w alle + 0 (symmetrische Kräfte) . m=w; h=b alle #0 
(Serber-Kräfte). Die totale Wellenfunktion des Vierkörperproblems wird mit dem 
Wheelerschen ‚‚resonating group formalism‘‘ dargestellt. Der Coulombsche Anteil 
der Streuung im Fall der Protonenstreuung wird berücksichtigt. — Für 14-MeV- 
Neutronen zeigt sich, daß die Kräfte 2. und 3. die Messungen gut wiedergeben, nicht 
aber die Kräfte 1. und 4. Die Protonenstreutng weicht nur bei kleinen Winkeln von 
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der Neutronenstreuung ab. — Für den Vergleich der Rechnungen bei 11; 8; 5 und 
2,5 MeV mit dem Experiment fehlen vorläufig entsprechende Messungen. 
R. Hagedorn. 

Swan, P.: The elastie scattering of neutrons by tritons at 14 MeV. Proc. phys. 
Soc., Sect. A 66, 238—248 (1953). 

Auluck, F.C. and D. S. Kothari: Fermi’s theory of nucleon collisions and the 
zero-point energy of pions. Phys. Review, II. Ser. 90, 1002-1003 (1953). 

Borowitz, Sidney and Bernard Friedman: Variational prineiples for three-body 
scattering problems. Phys. Review, II. Ser. 89, 441-445 (1953). 

Die Arbeit beschäftigt sich mit Drei-Körper-Problemen, bei welchen zwei der 
beteiligten Körper (Teilchen) gleich sind, z. B. Streuung von Elektronen an Wasser- 
stoffatomen oder Streuung von Neutronen an Deuteronen. Als Neues gegenüber 
gewöhnlichen Drei-Körper-Problemen treten Austauschphänomene hinzu. Die Be- 
rechnung von Streuamplituden erfolgt mit Störungsreehnung unter Benutzung 
Greenscher Funktionen, wobei zudem angenommen wird, daß Teilchen 1 und 2 
sich im Feld des 3. Teilchens bewegen und dieses festgehalten werde (unendlich 
große Masse). D. Kamke. 

Brueckner, K. A.: Multiple scattering correetions to the impulse approximation 
in the two-body system. Phys. Review, II. Ser. 89, 834—838 (1953). 

Bei der üblichen Behandlung der Streuung eines schnellen Teilchens durch zwei 
schwere Streuer wird die Vielfachstreuung vernachlässigt. Die Berücksichtigung 
einer solchen ändert jedoch qualitativ den Verlauf der Streuungslösung, ausgenommen 
den Sonderfall der Gültigkeit der Bornschen Näherung. Im einzelnen wird die 
Streuung von Mesonen im Deuterium diskutiert und eine beträchtliche Verringerung 
des gesamten Streuquerschnittes für den Fall gefunden, daß die Phasenänderungen 
größer als 45° sind. Th. Seal. 

Bethe, H. A.: Moliere’s theory of multiple scattering. Phys. Review, II. Ser. 
89, 1256—1266 (1953). 

Verf. vergleicht die verschiedenen Theorien (Moliere, Snyder und Scott, Goudsmit 
und Saunderson, Lewis) der Vielfach-Streuung. Es wird bewiesen, daß die Resultate der 
Moliereschen Theorie in einer einfacheren mathematischen Weise, durch Anwendung der Fourier- 
Transformation, abgeleitet werden können. Es wird gezeigt, daß das differentielle Streuungs- 
Gesetz in der Theorie durch einen einzigen Parameter beschrieben wird, nämlich den Abschirm- 
Parameter y, (der das streuende Atom charakterisiert). Die Winkelverteilung wird durch 
einen einzigen Parameter b, e’ = y;/y;, charakterisiert und hängt nur von der Dicke der 
Schichten, gemessen in g/em?, ab; die physikalische Bedeutung von %. ist, daß die Wahr- 
scheinlichkeit für Einzelstreuung über Winkel „>y. gleich 1 ist. Für große Winkel identifiziert 
sich selbstverständlich die Verteilungs-Funktion mit der Rutherford-Formel. Verf. gibt einen 
asymptotischen Ausdruck für große Winkel, der mit demjenigen von Moliere übereinstimmt 
und auch für kleinere Winkel gültig bleibt. Die Resultate der Theorie sind mit den Experi- 
menten verglichen. Verf. beweist zum Schluß, daß die exakte Theorie von Goudsmit und 
Saunderson in sehr guter quantitativer Übereinstimmung mit derjenigen von Moliöre ist. 
Man kann eine gute Darstellung der Goudsmitschen und Saundersonschen Verteilungsfunktionen 
erhalten, wenn man die Molieresche Funktion mit ®/sin 6 multipliziert. P. Budini. 

Watson, Kenneth M.: Multiple scattering and the many-body problem. Appli- 
cations to photomeson produetion in complex nuclei. Phys. Review, II. Ser. 89, 
575—587 (1953). 

Um die Streuung von sehr schnellen Teilchen durch Atomkerne beschreiben zu 
können, wird eine strenge Lösung der Schrödingergleichung für das Mehrkörper- 
problem angegeben, welche den Charakter einer mehrfach gestreuten Welle besitzt. 
Diese Streuwelle wird in ihren kohärenten und inkohärenten Bestandteil zerlegt und 
die so gefundene Lösung mit denjenigen, die auf Grund der üblichen optischen Mo- 
delle gewonnen werden, verglichen. Schließlich wird als Spezialfall die Erzeugung 
von Photomesonen in komplexen Kernen diskutiert. Th. Sextl. 

Mertens, Robert: Sur la diffusion multiple de particules chargees. C. r. Acad. 


Sci., Paris 236, 1753—1755 (1953). 
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Überall, Herbert: Der Kernphotoeffekt an Berylliium bei hohen Energien. 
Z. Naturforsch. 8a, 142—148 (1953). 

Bruno, B. and 8. Depken: Photodisintegration of the deuteron at high energies. 
Ark Fys. 6, 177—189 (1953). 

Tanaka, Shö and Motö Itö: On the natural decay of the free neutron. Progress 
theor. Phys. 9, 169—180 (1953). 

Les AA. ötudient la radioactivit& ß du neutron libre dans une hypothese derivee 
de celle de Yukawa en considerant un boson intermediaire distinct des mesons 
exp6erimentaux. La repartition de l’energie est caleulee en utilisant le formalisme 
de Feynman et Dyson eteen nögligeant l’interaction eleetromagnetique de l’eleetron j 
cr66 avec le proton. Les rösultats obtenus sont compares avec ceux r&sultant de la 
theorie de Fermi et les mdlanges possibles de couplages sont discutes. G. Petiau. 

Ruderman, M.: Pseudoskalar matrix element in beta-decay. Phys. Review, 
II. Ser. 89, 1227—1230 (1953). 

Die Interpretation des ß-Spektrums von RaE führte zur Annahme einer | 
Mischung von Tensor- und pseudoskalarer Wechselwirkung. Da für ein Potential, 
das klein gegen Mc? ist, das Matrixelement für pseudoskalare Wechselwirkung je- 
doch sehr klein ist, mußte die Fermikonstante @p für diese Wechselwirkung sehr - 
groß gegen die Fermikonstante Gr für Tensorwechselwirkung gewählt werden. In 
vorliegender Arbeit wird jedoch gezeigt, daß das pseudoskalare Matrixelement 
stark von der Natur der Kernkräfte abhängt. Es wird für den Übergang eines Nukle- 
ons berechnet, das einer Kernwechselwirkung, die von einem pseudoskalaren Me- 
sonenfeld mit pseudoskalarer Kopplung herrührt, unterliegt. Eine kanonische Trans- 
formation ergibt das gebräuchliche nicht-relativistische Potential, das pseudo- 
skalare ß-Zerfalls-Matrixelement wird jedoch viel größer, so daß das Spektrum von 
RaE mit Gp x — Gy beschrieben werden kann. Die pseudoskalare Mesonen- 
theorie mit Gradientenkopplung führt nicht zu einem so großen Matrixelement. 

B. Stech. 

Nataf, R.: Les el&ments de matrice nueleaires des transitions 5 pour les noyaux 
impairs. J. Phys. Radium 14, 72—77 (1953). 

En s’appuyant sur des resultats &etablis par l’A. dans sa these de Doctorat &s 
sciences (Paris 1951) et par A. et R. Bouchez (ce Zbl. 46, 442, 443) et en utilisant 
le modele A une particule dans un potentiel central dont la forme n’est pas pr6eis6e, 
’A. calcule les facteurs angulaires dans les elöments de matrices nucl6öaires corres- 
pondant aux transitions interdites d’ordre n = AL avee J=en+1l, AJ=2, 
n = 1 (oui), aux transitions permises AJ = 1, n = 0), aux transitions interdites 
d’ordre n = AL avee AJ = n, aux transitions AJ = 2, n = 2 (non). L’interaction 
eonsidör6e est detype T pur. Dans les deux derniers cas les resultats obtenus sont en 
bon accord avec ceux que l’on döduit de consid6rations generales. @. Petiau. 


Winther, Aage and 0. Kofoed-Hansen: On the coupling constants in A-decay. 
Evidence from allowed transitions. Danske Vid. Selsk., mat.-fys. Medd. 27, Nr. 14, 
218. (1953). 

Bezeichnet man die Kopplungskonstanten für Skalar, Vektor, Tensor, Pseudovektor der 
Reihe nach mit 9,» . .,9,, 80 enthalten die Quadrate der Kernmatrixelemente die im Energie- 
spektrum bzw. im ft-Wert auftreten, als Koeffizienten bestimmte Kombinationen der g,. Durch 
geschickte Schreibweise gelingt es, eine gewisse Kombination der g, als lineare Funktion einer 
anderen Kombination darzustellen: y(g,) = D- x(g,) + F. Dabei sind D und F durch die 
Quadrate der Kernmatrixelemente | 1° und I o y einerseits und die experimentellen fi-Werte 
andererseits bestimmt. Die Matrixelemente für Spiegelkernübergänge (N = Z = 0, 2,8,20 + 
ein Nukleon) sind ziemlich sicher bekannt. Jeder solche Übergang liefert also ein Paar gut 
bestimmter Konstanten D und F und damit eine Gerade y= Dx + F. Diese Geraden sollten 
sich alle in einem Punkt x, %, schneiden und tun dies auch annähernd. Aus diesem Schnittpunkt 
lassen sich die Größen g, = gt + g5 und 957 = 93 + gi bestimmen. Aus den Abweichungen 
vom gemeinsamen Schnittpunkt lassen sich Grenzen abschätzen, in denen g,-9, und 9,9 
liegen sollten, während aus der Winkelkorrelation (nicht eindeutige) Hinweise auf 9,/g, folgen. 
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Auch aus dem Spektrum (leichte Durchbiegung der Curie-Geraden) folgt Aufschluß über g,/g;- 
Eine genaue Aussage über die Größe der Produktterme ist noch nicht möglich. Neben den o.a. 
P-Übergängen werden weitere untersucht, deren zugeordnete Geraden weit vom zunächst fest- 
gelegten gemeinsamen Schnittpunkt abweichen. Das wird durch ungenaue Kenntnis der Matrix- 
elemente erklärt. Diese werden dann unter Benutzung der empirischen magnetischen Momente 
(die gerade hier von den theoretischen stark abweichen) und der Annahme einer kollektiven 
Bewegung im Kern verbessert und liefern dann tatsächlich bessere Übereinstimmung mit den 
zuerst diskutierten Fällen. R. Hagedorn. 

Yamada, Masami: On the relation between beta-decay nuclear matrix elements. 
Progress theor. Phys. 9, 268—272 (1953). 


Talmi, Igal: Matrix elements of d-decay in j-j coupling. Phys. Review, II. Ser. 
91, 122—125 (1953). 

Blatt, John M.: The beta-decay of the triton. Phys. Review, II. Ser. 89, 86-92 
(1953). 

Zunächst wird eine allgemeine Formel für die Matrixelemente, welche den ß-Zer- 
fall eines Kerns in seinen ‚„‚mirror“‘-Kern beherrschen, abgeleitet. Diese wird dann 
für den -Zerfall von H3 in He® spezialisiert. Es wird Ladungsunabhängigkeit der 
Kernkräfte und für den Grundzustand des H? nach dem Schalenmodell ein 28, ,„-Zu- 


stand angenommen. Als obere Grenze für ( ir 0)” ergibt sich der Wert 3. Schon diese 
obere Grenze würde wertvolle Rückschlüsse auf die Kernkräfte gestatten, wenn es 
gelänge, die Halbwertzeit des 5-Zerfalls des Tritons mit großer Genauigkeit zu messen. 


Th. Seal. 
Zel’dovi@, Ja. B.: Die Isobare eines Nukleons als Übergangszustand eines 
P-Prozesses. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 89, 33—36 (1953) [Russisch]. 
Rose, M.E.: Angular correlation in allowed /-transitions. Phys. Review, 
IT. Ser.-91, 197 (1953). 


Morita, Masato: Interference terms of the electron-neutrino angular correla- 
tion. Phys. Review, II. Ser. 90, 1005—1006 (1953). 

Biedenharn, L. €.: An identity satisfied by the Racah coefficients. J. Math. 
Physics 31, 287—293 (1953). 

Die Racah-Koeffizienten für die Kopplung von Drehgruppendarstellungen, die 
in letzter Zeit mannigfache Anwendungen gefunden haben, können anstatt nach 
ihrer expliziten Definition einfacher mittels einer Rekursion berechnet werden. 
Diese beruht auf einer vom Verf. angegebenen Identität, die im übrigen neben drei 
bereits bekannten zur axiomatischen Definition ausreicht. F. L. Bauer. 


Coester, F. and J. M. Jauch: Theory of angular correlations. Helvet. phys. 
Acta 26, 3—16 (1953). N ’ a 

Verff. geben einen vollständigen Überblick über die physikalische Begriffsbildung und den 
mathematischen Apparat in der Theorie der Winkelkorrelation bei sukzessiven Kernprozessen, 
der nicht nur ausgezeichnet zur Einführung dienen kann, sondern auch innerhalb einer ver- 
wirrenden Fülle von einschlägigen Publikationen eine feste Basis gibt. Die erreichte begriffliche 
Klarheit trägt wesentlich zu einem physikalischen Verständnis der notwendigen, verwickelten 
gruppentheoretischen Methoden bei. — Die Korrelationsfunktion wird in allgemeinster Form 
als Spur (eo) geschrieben, wo o die statistische Matrix für die Enndzustände der Reaktion, & die 
Matrix des Meßoperators (durch Meßanordnung, Zähleranordnung und Teilchensorte bestimmt) 
ist — eine aus der abstrakten Quantentheorie von Neumanns wohlvertraute Formulierung. 
e geht mittels einer $-Matrix aus d, der statistischen Matrix für den Anfangszustand der Re- 
aktion, hervor. — Die gruppentheoretischen Operationen, die bei ‚der Zusammensetzung des 
gesamten Anfangszustandes aus den Zuständen von Geschoß und Zielkern vorzunehmen sind 
(Ausredüktion der Drehimpulszustände), sowie bei der Transformation der Impulsrichtung- 
Polarisationsrichtung-Darstellung (für Lichtquanten und Partikel) auf Drehimpulsdarstellung; 
ferner die auf Racah (dies. Zb. 45, 140) zurückgehende Entwicklung von e und g nach „irre- 
duziblen Tensoren“ (d. h. nach einem Orthogonalsystem mit Hilfe der Orthogonalitätsbeziehun- 
gen von “Clebsch-Gordan-Koeffizienten), wodurch die Berechnung der Spuren gliedweise er- 
folgen kann, und schließlich die nötigen Relationen zwischen den auftretenden Clebsch-Gordan- 
schen und Racah-Koeffizienten sind einzeln übersichtlich behandelt; damit sind alle Bau- 
steine zur Bewältigung des allgemeinsten Problems bereitgestellt. Erläutert wird die Methode 
an Beispielen, darunter auch internal conversion. F.L. Bauer. 
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Bau der Materie: 


Wildermuth, K.: Strenge Lösungen von Mehrkörperproblemen. Acta phys. 
Austr. 7, 299—310 (1953). 
L’A. determine les solutions exactes pour les “quations de Schrödinger 
float — &2jox} — 2 B ölzz) + A (x) Ölzz)} Yl- 2) = E plz, X) j 

{— Aldat — joy — 2 Bölz) —2 Bölz,) + Ad (m) x); Y (2) = Eyla, %) j 
G. Petiau. 

Wildermuth, Karl: Bemerkungen zur Born-Oppenheimerschen Näherung für 
die Behandlung von Stoßproblemen. Z. Naturforsch. 8a, 284292 (1953). : 

Am Beispiel des eindimensionalen Zweikörperproblems wird das Oppenheimer- 
sche Näherungsverfahren untersucht und diskutiert, wie man die Ununterscheidbar- 
keit der Teilchen berücksichtigen kann. F. Penzlin. 

Moiseiwitsch, B. L.: The applieation of variational methods to atomie scattering 
problems. III. The elastic scattering of eleetrons by helium atoms. Proc. Roy. Soc. 
London, Ser. A 219, 102—109 (1953). 

Plaskett, J. S.: The theory of the Thomas-Fermi eleetron density. Proc. phys. 
Soe., Sect. A 66, 178—190 (1953). 2 

Verf. gibt für den Fall einer Dimension bzw. sphärischer Symmetrie die Her- 
leitung einer verbesserten Thomas-Fermi-Formel aus einer Schrödinger-Gleichung. 
Anwendung auf Slaters Näherung der Fockschen Gleichungen (dies. Zbl. 42, 232) 
führt im wesentlichen auf die Thomas-Fermi-Dirac-Gleichung für die Elektronen - 
dichte. Die Lösung dieser Gleichung ist nicht eindeutig. Ihre Behandlung in anderen 
Arbeiten wird kritisiert. x @. Höhler. 

Williams jr., A. 0.: Two-electron self-consistent field. Phys. Review, Il. Ser. 
90, 803—807 (1953). 

An investigation of the Stevenson method of ineluding polarization interaction 
between two outer electrons is made for the case of H”. The Stevenson correetion 
to the Hartree energy, estimated by a perturbation process, leads to a small eleetron 
affinity. Nevertheless, it is concluded that this success does not warrant the 
considerable amount of labour involved, additional to ordinary self-eonsistent 
field calculations. J. Jacobs. 

Löwdin, Per-Olov: Studies ol atomie sell-eonsistent fields. I. Caleulation of 
slater functions. Phys. Review, Il. Ser. 90, 120-125 (1953). 

Trainor, L. E. H. and Ta-You Wu: Symmetry requirements in eleetron seatter- 
ing by an atom. Phys. Review, 11. Ser. 89, 273—274 (1953). 

Glauber, Roy and Verner Schomaker: The theory of eleetron diffraction. Phys. 
Review, II. Ser. 89, 667—671 (1953). 

Die Auswertung der Elektronenbeugungsdiagramme gewisser schwerer Gas- 
molekeln, wie z.B. UF,, mit Hilfe der von der Bornschen Näherung gelieferten 
Formeln führt auf merkwürdige asymmetrische Strukturen dieser Moleküle. Dieser 
Befund, der nur bei Molekülen mit verschieden schweren Atomen auftritt, findet 
in den übrigen Beobachtungen keine Stütze. Es wird gezeigt, daß er hervorgerufen 
wird durch die Unterdrückung eines vom Streuwinkel abhängigen Phasenfaktors 
in der Streuamplitude, die sich in der Bornschen Näherung für reelles Streupotential 
immer reell ergibt. Benutzt man Formeln, die mindestens bis auf quadratische 


Glieder in «= — Ze?/k v richtig sind, so fallen die oben erwähnten Diskrepanzen 
weg. Genaue Rechnungen hierzu sind im Gange. — In Kristallen kann sich der 


löffekt besonders stark bemerkbar machen, wenn die Beiträge zweier verschiedener 
Atomarten zur Streuamplitude etwa gleiche Stärke und entgegengesetzte Phase 
haben, da dann kleine Änderungen in der Phase sich in der Intensität stark aus- 
wirken können. — Die Verhältnisse bei Protonenstreuung, die wegen deren kleinerer 
Wellenlänge anders als bei Elektronen liegen, werden an Hand eines halbklassischen 


Modells kurz diskutiert. A. Seeger. 
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Bates, D. R., H. S. W. Massey and A. L. Stewart: Inelastie collisions between 
atoms. I. General theoretical eonsiderations. Proc. Roy. Soc. London, Ser. A 216, 
437—458 (1953). 

In der Arbeit wird die Wahrscheinlichkeit langsamer unelatischer Stöße zwi- 
schen atomaren Systemen theoretisch behandelt. Es wird ein Störungsverfahren 
stationärer Zustände verwendet, in welchem die kinetische Energie der Relativ- 
bewegung als Störung betrachtet wird, die für die Übergänge verantwortlich ist. 
Diese Methode wurde auf Fälle ausgedehnt, in welchen Resonanzentartung auftritt 
und bei welchen die betrachteten Übergänge eine Anderung der axialen Komponente 
des Drehimpulses mit sich bringt. Die Autoren behandeln die Grenze des Ver- 
fahrens und vergleichen es schließlich auch mit der sogenannten Bornschen Nähe- 
rung. Ferner zeigen sie, daß unter Voraussetzung semiklassischer Bedingungen die 
Formeln des vorliegenden Verfahrens sich auf die bekannte Formel von Mott für 
den Stoßparameter reduzieren lassen. Neue semiklassische Formeln werden ab- 
geleitet unter Berücksichtigung der Resonenzentartung, die besonders handlich für 
die numerische Rechnung sind. P. Urban. 

Hellund, E. J.: The decay of resonance radiation by spontaneous emission. 
Phys. Review, II. Ser. 89, 919—922 (1953). 

Zur Untersuchung des Abklingens eines angeregten Atomzustandes wird eine 
Laplace-Transformation angewendet und ein Modell konstruiert (gedämpft schwin- 
gende Ladung), das mit den Gleichungen verträglich ist. @G. Höhler. 

Levinger, J. S.: Effects of radiative disintegrations on inner electrons of the 
atom. Phys. Review, II. Ser. 90, 11—25 (1953). 

L’A. caleule la probabilite d’ionisation d’un @lectron K ou L dans une desintegration nu- 
cleaire avec Emission d’une particule x ou ß. Les probabilites d’ionisation d’un &leetron K 
ou L dans une Emission sont de 0,64/Z? et de 2,1/Z? par ß, ce resultat etant obtenu au moyen 
de la theorie des perturbations dependant du temps et en utilisant les fonctions d’ondes coulom- 
biennes non relativistes. Les resultats numeriques sont en accord avec ceux de A. Migdal 
et deE.L. Feinberg (ce Zbl. 25, 142) pour les electrons K. Pour les electrons L il y a desaccord. 
Les effets d’&crans introduisent des corrections importantes estimees a un facteur de 1,4 pour 
les electrons X et A un facteur de 3 ou 4 pour les electrons Z. La prebabilite d’ionisation dans 
la radioactivite x est evaluee en considerant que la perturbation s’etablit d’une facon adiabatique. 
Les calculs de Migdal sont completes en tenant compte du recul nucleaire et en &valuant les 
elements de matrices quadrupolaires par une nouvelle methode indiquee par H. Bethe. L’in- 
fluence des corrections necessaires pour tenir compte des effets d’ecran est evalude et la validite 
des hypothöses faites au cours du calcul est discutee. Les resultats experimentaux obtenus par 
differents groupes de chercheurs sont analyses. Dans l’ensemble les resultats numeriques obtenus 
par l’auteur paraissent compatibles avec les resultats experimentaux. @. Petiau. 

Brenner, Sheila and G. E. Brown: Caleculations of K absorption edges in some 
heavy atoms. Proc. Roy. Soc. London, Ser. A 218, 422—432 (1953). 

Für einige schwere Atome wird die Bindungsenergie eines K-Elektrons bis 
zur Ordnung Z «2 mc? berechnet; zugrunde gelegt ist dabei das Hartreesche Atom- 
modell; das X-Elektron wird relativistisch behandelt. Das Feld der außerhalb der 
K-Schale befindlichen Elektronen wird in der Form V =a + b(r) angesetzt. Die 
Größe a und das Kernpotential ® werden bei der Berechnung exakt berücksichtigt, 
b(r) und die Wechselwirkung mit den übrigen K-Elektronen als kleine Störungen 
angesehen. Die Übereinstimmung der Ergebnisse mit experimentellen Werten ist 
befriedigend. E. Kreyszig. 

Überall, Herbert: Der Photoeffekt im homogenen elektrischen Feld. Acta phys. 
Austr. 7, 14—22 (1953). 

Vafnstejn, L. A. und B. M. Jarovskij: Die Photeionisation komplizierter Atome. 
Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 89, 813—816 (1953) [Russisch]. 

Theimer, 0.: Intensitätsprobleme beim Raman-Effekt 1. Ordnung. Acta phys. 
Austr. 7, 216—238 (1953). 

Statt der in der Theorie von G. Placzek (Handb. Radiolog. 6/2, 2. Aufl. Leipzig 
1934) auftretenden Polarisierbarkeitskomponenten erster Ordnung a,,(j) werden 
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die sog. Polarisierbarkeitsableitungen Ayo, (k) = dags/Ox,„(k) untersucht. x,(k) 
sind die Verrückungen der mit dem Index k bezeichneten Atome des Streuers. Den 
Hauptteil der Arbeit bildet die Betrachtung der Beziehungen zwischen den Goa, (k) 
und der Molekülsymmetrie; die Ergebnisse sind in Tabellenform angegeben. Sie 
sollen die Grundlage für die Behandlung gewisser Intensitätsprobleme beim Smekal- 
Raman-Effekt bilden. E. Kreyszig. 

Morse. Philip M.: Exeitation of molecular rotation-vibration by eleetron im- 
pact. Phys. Review, II. Ser. 90, 51—55 (1953). 

Die Integralgleichung für die Streuung eines Elektrons an einem zweiatomigen 
Molekül wird unter Vernachlässigung der Polarisation und des Austauscheffektes 
näherungsweise gelöst. Zufolge dieser Rechnung wird die Wechselwirkung zwischen 
dem einfallenden Elektron und den Rotations-Schwingungszuständen des Moleküls 
durch die Phasendifferenz der Wellenfunktion des einfallenden Elektrons bezüglich 
beider Kerne verursacht. Aus der Wechselwirkungsfunktion ergeben sich der Wir- 
kungsquerschnitt für die Rotations-Schwingungsanregung und der mittlere Energie- 

verlust des Elektrons bei diesem Vorgang. E. Kreyszig. 

Majane, L. S.: Die Elimination der abhängigen Koordinaten in der Theorie 
der Schwingungen mehratomiger Moleküle. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 
89, 423—426 (1953) [Russisch]. 

Tillieu, Jaques et Jean Guy: Comparaison des deux prineipales methodes de 
ealcul des polarisabilit6s atomiques et moleculaires. ©. r. Acad. Sei., Paris 236, 
2222 —2224 (1953). 

Barriol, Jean et Jean Regnier: Contribution au caleul variationnel des polari- 
sabilit6s mol6culaires. Ü.r. Acad. Sei., Paris 237, 307—308 (1953). 

Abbott, J. A. and H. ©. Bolton: Electrical polarizability as a eriterion for mole- 
cular wave functions. Proc. Roy. Soc. London, Ser. A 216, 477—492 (1953). 

Orthonormal wave funetions of homonuclear diatomie molecules are obtained 
which include a single parameter or one for each molecular spin orbital. The in- 
fluence of s — p hybridization on polarizability isexamined for MH, and H,. Detailed 
caleulations for N, for various values of scale factor and hybridization constant 
are discussed. These show that a completely antisymmetrie determinantal wave 
function is required, with a distortion of the z-orbitals to give improved agreement 
with experimental longitudinal and transverse polarizabilities. J. Jacobs. 

Miller, S. L. and M. Kotani: The eleetronie structure of Os. Phys. Review, 
II. Ser. 90, 542—543 (1953). 

Bernal, M. J. M.: Analytical wave funetions for methane and the ammonium 
ion. Proc. phys. Soe., Sect. A 66, 514—518 (1953). 

Harris, Edward G. and Michel A. Melkanoff: The quadrupole moment of 
Li?. Phys. Review, II. Ser. 90, 585—587 (1953). 

In order to determine Q from experimental values of eq@, the gradient q 
of the eleetrie field at the nucleus has to be caleulated from molecular wave functions. 
Using a Heitler-London type on the one hand, and a 12-term variational wave 
funetion on the other, the authors have determined dissociation energies and Q 
for Li? in Li,. The two methods disagree about the sign of Q as well as about its 
magnitude -- the more flexible variation funetion predieting a negative Q. 

J. Jacobs. 

Green, Louis C., Marjorie M. Mulder and Paul €. Milner: Correlation energy 
in the ground state of He I. Phys. Review, II. Ser. 91, 35—39 (1953). 

The 3- und 6-term Hylleraas expressions for the ground state wavefunction of He I have 
been expanded in series of Legendre functions. "The configuration interaction, of correlation, 
energy is defined as the difference between the energy due to an exact solution or Schroedinger’s 
equation and that given by the Hartree-Fock component in an expansion of the exact solution. 


This expansion allows an estimate to be made of the contributions to correlation energy and wave- 
function of the radial and angular components respectively. The effect of non-symmetrical com- 
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ponents is more significant in the wavefunction than the energy. The total correlation energy 
is found to be at least — 0,129 Rue hc for the ground state. J. Jacobs. 


Evett, Arthur A. and Henry Margenau: The forces between hydrogen mole- 
<ules. Phys. Review, II. Ser. 90, 1021—1023 (1953). 

A recalceulation of exchange forces for the eorreet nuclear charge Z = 1,166 of 
the isolated molecule shows earlier work to have been in error. A small positive ex- 
change energy is now obtained. The total interaction energy in a weighted average 
over all relative molecular orientations is in good agreement with the semi-empirical 
curve derived from viscosity measurements. J. Jacobs. 

Glauberman, A. E.: Zur Ableitung der Gleichungen für die Gleichgewichts- 
funktionen der Verteilung der Moleküle. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 89, 
659—662 (1953) [Russisch]. 

Ferigle, Salvador M. and Alfons Weber: The Eekart eonditions for a polyatomie 
molecule. Amer. J. Phys. 21, 102—107 (1953). 

Preuss, H.: Abschätzung für Zweizentrenintegrale. Z. Naturforsch. Sa, 270— 
272 (1953). 

Spitzer jr., Lyman and Richard Härm: Transport phenomena in a completely 
ionized gas. Phys. Review, II. Ser. 89, 977—981 (1953). 

Die Arbeit liefert einen neuen Beitrag zu den Transportphänomenen in einem 
vollständig ionisierten Gas. Sie schließt sich eng an eine Untersuchung von Cohen, 
Spitzer und Routly an, in der die elektrische Leitfähigkeit eines Elektron-Proton- 
Gases berechnet wird. Die Berechnungen gehen wie üblich von der Boltzmannschen 
Fundamentalgleichung aus, wobei eine sehr sorgfältige physikalische Diskussion 
desjenigen Gliedes vorgenommen wird, welches von der gegenseitigen Wechsel- 
wirkung der Partikel herrührt. Die Wechselwirkung der Elektronen untereinander 
kann als Diffusionsproblem im Geschwindigkeitsraum behandelt werden. Es ergibt 
sich eine Integro-Differentialgleichung, die numerisch gelöst wird. Die Ergebnisse 
für thermische und elektrische Leitfähigkeit sind in guter Übereinstimmung mit 
den höheren Näherungen der entsprechenden Untersuchungen von Chapman und 
Cowling, wenn man für die Begrenzung des Integrals über den Stoßparameter 
die Debyesche Abschirmungsdistanz verwendet. G. Ecker. 

Champion, K. S. W.: The energy balance for the positive columns of high 
pressure arcs. Proc. phys. Soc., Sect. A 66, 169—174 (1953). 

Zur Beschreibung des Hochdruckbogens gibt Verf. zwei Gleichungen an, von 
denen die eine die Energiebilanz erfaßt, während die andere mit der Navier-Stokes- 
schen Gleichung für stationäre, reibende Bewegungsvorgänge identisch ist und die 
Konvektion im Inneren des Gases beschreibt. Dabei enthält die Energiebilanz 
neben dem Anteil der Wärmeleitung den Energieverlust durch Konvektion und in 
angenäherter Form den Energieverlust durch Ausstrahlung. Allerdings sind alle 
anderen Einflüsse, wie beispielsweise die Elektronenwärmeleitung, der Transport 
von Anregungs-, Ionisierungs- und Dissoziationsenergie, die Strahlungsdiffusion und 
der Einfluß des Magnetfeldes unberücksichtigt. Verf. bestimmt die Konvektions- 
geschwindigkeit für den Spezialfall eines vertikal brennenden zylindrischen Bogens 
unter vereinfachenden Voraussetzungen. Insbesondere legt er für die Temperatur- 
verteilung einen empirischen Ansatz zugrunde. Für verschiedene Annahmen hin- 
sichtlich der Temperaturabhängigkeit der Zähigkeit werden die Geschwindigkeits- 
verteilungen bestimmt und mit den Experimenten verglichen. Es ergibt sich be- 
friedigemde Übereinstimmung mit Untersuchungsergebnissen von eye ’ 

%. UCKET. 

Fraäneis, G. and A. von Engel: The growth of the highfrequency electrodeless 
discharge. Philos. Trans. Roy. Soc. London, Ser. A 246, 143—180 (1953). 

Band, William and Raymond A. Nelson: Cluster theory of the saturated vapor 
pressure of helium isotope mixtures. Phys. Review, II. Ser. 90, 744—747 (1953). 
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Nijboer, B. R. A. and R. Fieschi: On the radial distribution funetion of a com- 
pressed gas of rigid spheres. Physica 19, 545-547 (1953). 


Haar, D. ter: The isotherms of an imperfeet gas. Proc. Cambridge philos. 


Soc. 49, 130—135 (1953). 

Using the liquid drop model of an imperfect gas, and treating it by the method of the grand 
canonical ensemble, the equation of state of the system is derived. The result obtained is essen- 
tially one which had previously been obtained by Wergeland (this Zbl.28, 373, 374), who used 
the drop model, but treated it by a petit ensemble. The result may be written as q = V f(y), 
N = Vydf/dy where V is the volume of the system, q its dimensionless grand potential, | 
N the average number of particles in the system, and f(y) a certain power series in a dimensionless 
variable %y, f having the dimension of a reciprocal volume. The author considers the behaviour 
of these equations as N, Vo, while N/V remains constant. Under these conditions the 
existence of a condensation is established provided it is assumed that (a) f and df/dy have a 
singularity on the real axis at a branch point y — y, at which fand y df/dy are finite, and (b) 
ydf/dy is a montonically increasing function on the real axis between y— 0 and y = %,. This | 
problem, as the author observes, had been treated in a similar manner by Kahn in his Utrecht 
thesis (1938). But the physical significance of these assumptions remains unexplored. 4 

P. T. Landsberg. 

Goldstein, Louis: Some points of the theory of liquid helium II. Phys. Review, 

II. Ser. 89, 597—602 (1953). y 


Lundgvist, Stig ©.: On the elastie constants of eubie ionie erystalls. Ark. Fys. 
6, 25—38 (1953). 

Die Gültigkeit der Cauchy-Relationen der elastischen Konstanten (c,, = 64) 
an Alkalihalogeniden wird theoretisch untersucht. Die elastischen Konstanten 
sollten nicht nur von den (durch Überlappung der Eigenfunktionen erzwungenen) 
Mehrkörperkräften abhängen, sondern auch von der relativen Größe der Ionen. Die 
Rechnungen sind für NaCl durchgeführt und liefern dort etwa dieselben Werte wie 
die von anderen Autoren durchgeführten Rechnungen. (. Leibfried. 


Hove, L6on van: The oceurrence of singularities in the elastie frequeney dis- 
tribution of a erystal. Phys. Review, II. Ser. 89, 1189—1193 (1953). 

Das analytische Verhalten des Frequenzspektrums eines Kristalles wird unter- 
sucht. Im zweidimensionalen Fall enthält das Spektrum logarithmische Singulari- 
täten, im dreidimensionalen Kristall ist das Spektrum selbst kontinuierlich, die 
1. Ableitung enthält singuläre Stellen. Die gleichen Aussagen gelten für Dichte 
der Eigenwerte von Elektronen im periodischen Potential. (@. Leibfried. 


Leibiried, G. und W. Brenig: Zur spezifischen Wärme fester Körper. Z. Phys. 
134, 451-468 (1953). 

Für die Diskussion der spezifischen Wärme fester Stoffe, insbesondere der Me- 
talle mit kubisch raumzentrierter und kubisch flächenzentrierter Struktur, wird 
ein Modell zugrunde gelegt, das Federkräfte zwischen nächsten und übernächsten 
Nachbaratomen und (zur Zerstörung der Cauchyschen Relationen) eine mit Hilfe 
der Wigner-Seitzschen Polyeder definierte Volumkraft annimmt (Kompressibilität 
des Elektronengases). Die drei dadurch eingeführten Konstanten haben einerseits 
einen eindeutigen Zusammenhang mit den elastischen Konstanten und erlauben 
anderseits, das Frequenzspektrum der Gitterschwingungen durch einen Debye- 
term und einen Einsteinterm darzustellen. Der so aus den elastischen Konstanten 
berechnete Temperaturverlauf der Debyetemperatur O(T) stimmt recht gut mit 
dem gemessenen überein. Insbesondere zeigt es sich, daß die Anomalie der Al- 
kalien (© bei hohen Temperaturen größer als bei sehr tiefen) von der starken Aniso- 
tropie dieser Metalle herrührt. Wolfram, das ein Vertreter einer zweiten Gruppe 
von Metallen ist, besitzt dagegen ein O(T), das zuhohen Temperaturen hin abnimmt. 
Dieser Effekt erklärt sich durch den Unterschied zwischen Gitterstruktur und Kon 
tinnum, der vor allem bei sehr kurzen Wellenlängen und damit bei hohen Tempera 
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turen von Bedeutung ist. Bei andern Metallen sind beide Effekte gleichzeitig vor- 
handen. _ A. Seeger. 

Borovskij, I. B. und P. A. Bezirganjan: Die Beugung der Röntgenstrahlen an 
‚gebogenen Kristallen. Kinematische Theorie. Fall des Durchgangs. Doklady Akad. 
Nauk SSSR, n. Ser. 88, 639—642 (1953) [Russisch]. 

Borovskij, I. B. und P. A. Bezirganjan: Die Beugung der Röntgenstrahlen an 
gebogenen Kristallen. Kinematische Theorie. Fall der Reflexion. Doklady Akad. 
Nauk SSSR, n. Ser. 88, 769—772 (1953) [Russisch]. 

Seeger, Alfred: Eigenbewegungen in Kristallen. Z. Naturforsch. Sa, 47—55 
(1953). 

Verf. untersucht mögliche Zustände eines Gitters, die ebenso wie Versetzungen 
erst durch die nichtlinearen Kräfte zwischen den Gitterbausteinen stabilisiert werden. 
Im linearen Modell und im 3-dimensionalen Fall werden die Lösungen angegeben 
und in ihren möglichen Zusammenhängen diskutiert. G. Leibfried. 

Saenz, A. W.: Uniformly moving dislocations in anisotropie media. J. rat. 
Mech. Analysis 2, 83—98 (1953). 

Dynamische Dislokationen (Verschiebungsunstetigkeiten) haben in der Fest- 
körperphysik besondere Bedeutung. Verf. untersucht eine Klasse sich gleichmäßig 
bewegender Dislokationen in anisotropen Medien beliebiger Art. Derartige dis- 
‚kontinuierliche elastische Felder sind eine Verallgemeinerung der erstmals von 

Volterra diskutierten statischen Dislokationen. Für Störungen, welche sich mit 
konstanter Geschwindigkeit bewegen, wird zunächst die Frage beantwortet, für 
welche Werte der Geschwindigkeit die Bewegungsgleichungen elliptisch werden, 
wobei sich bestimmte Eigenschaften des Geschwindigkeitsvektors bei seiner Ab- 
bildung im Geschwindigkeitsraum angeben lassen. Unter Hinzuziehung von In- 
tegraltheoremen von Somigliana und Fredholm wird weiter ein Bewegungszu- 
stand betrachtet, bei welchem der elastische Verschiebungsvektor auf einer Fläche 
unstetig ist, welche sich mit konstanter Geschwindigkeit bewegt. Auf zwei Anwen- 
dungen in der Kristallphysik wird hingewiesen. H. Neuber. 

Berman, R.: The thermal conducting of dielectrie solids at low temperatures. 
-Ädvances Phys., Quart. Suppl. philos. Mag. 2, 103—140 (1953). 

Parmenter, R. H.: The acousto-eleetrie effect. Phys. Review, II. Ser. 89, 
990—998 (1953). 

Voraussage eines neuen Effektes für Metalle und Halbleiter. — Die Wechsel- 
wirkung eines Elektrons mit dem Gitter kann im Rahmen der Wannier-Slaterschen 
Näherung (vgl. auch J. Bardeen und W. Shockley, dies. Zbl. 38, 418) durch 
ein Potential beschrieben werden, das bei elastischer Deformation des Gitters auf- 
tritt. Jede fortschreitende longitudinale Gitterwelle ist so mit einem elektrischen 
Feld verknüpft, das nach dem Prinzip des Linearbeschleunigers Elektronen mit 
sich führt. Verf. geht von der Schrödingergleichung mit dem zeitabhängigen von 
der Gitterwelle hervorgerufenen Potential durch eine Galileitransformation zu einer 
‚solchen mit statischem Potential über. Seine Rechnung führt auf Ströme meßbarer 
Größe, wenn intensive Schallwellen durch einen Stab geleitet werden. @. Höhler. 

Lautz, Günter: Zur Theorie der differentiellen Thermokraft von Halbleitern. 
Z. Naturforsch. 8a, 361—371 (1953). 

Die aus dem Zweibändermodell folgende Thermokraftformel der Elektronentheorie wird 
‚unter nA Annahme, daß jeweils nur ein diskretes Akzeptoren- und Donatorenniveau vorhanden 
ist, kurz_hergeleitet und ausführlich diskutiert. Diese Formel enthält als Parameter neben den 
effektiven Massen der Elektronen bzw. Löcher und den Energieniveaus der Störstellen noch die 
Fermische Grenzenergie £, die aus der Ladungsträgerbilanz als Funktion der Temperatur und 
der übrigen Parameter bestimmt werden muß. Dazu wird eine Reihe von Näherungsformeln an- 
gegeben, die eine relativ einfache Berechnung von £ in praktisch allen interessierenden B ällen 
ermöglichen. Mit Hilfe dieser Formeln wird dann die Temperaturabhängigkeit der differentiellen 


Thermokraft diskutiert, wobei die verschiedenen Näherungslösungen den praktisch interessieren- 
„den Bereich ziemlich lückenlos überdecken. Der Verlauf der Thermokraft kann zur Bestimmung 
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der Aktivierungsenergien, des Bandabstandes, oder der effektiven Massen benutzt werden. E 
kurzer Vergleich mit experimentellen Ergebnissen über die Temperaturabhängigkeit der Thermo 
kraft zeigt eine qualitative Übereinstimmung mit den theoretischen Formeln. W.Oldekop 

Nifontoff, Nieolas: Comparaison, pour un contact imparfait entre deux metaux, 
de la conduetivit6 par effet tunnel et par effet thermoeleetronique. €. r. Acad. Sei., 
Paris 237, 24—26 (1953). 

Nifontoft, Nicolas: Ftude de la eonduetivit6 &leetrique par effet tunnel d’un 
contact imparfait entre deux metaux identiques. Ü©. r. Acad. Sci., Paris 236, 2486 — 
2488 (1953). 

Kahan, Th6o et Raymond Jancel: Expression generale du tenseur de conduc- 
tivit6 et du tenseur di6leetrique dans un milieu ionise. Applications diverses: effet 
Hall et gön6ralisation de la formule de mobilit6 de Langevin. ©. r. Acad. Sci., Paris 
236, 1478—1481 (1953). 

Surduts, Aron: L’effet Faraday dans les condueteurs et semi-condueteurs. 
C. r. Acad. Sei., Paris 236, 1005—1007 (1953). 4 

Slater, J. C.: A generalized self-consistent field method. Phys. Review, II. 
Ser. 91, 528—530 (1953). 

Winston, Harvey: Comparison of Slater’s and Peckar’s treatments of pertur- 
bed periodie potentials. Phys. Review, II. Ser. 89, 317—318 (1953). 

Zener, C. and R. R. Heikes: Exchange interactions. Reviews modern Phys. 
25, 191—198 (1953). 

Wohlfarth, E. P.: The exchange energy of nearly free eleetrons in metals. 
Philos. Mag., VII. Ser. 44, 281—288 (1953). 

Verf. berechnet die Austauschenergie für ein Metall mit beinahe freien Elek- 
tronen geringer Dichte. In den beiden behandelten Sonderfällen ist die Brillouin- 
sche Zone fast leer. Die Austauschenergie variiert viel weniger mit der effektiven 
Masse der Elektronen als die Fermienergie. @. Höhler. 

Koster, G. F.: Localized funetions in molecules and erystals. Phys. Review, 
II. Ser. 89, 67—77 (1953). 

Verf. stellt eine Differentialgleichung und ein Variationsprinzip für die Wannier- 
funktionen auf. Diese werden mit gruppentheoretischen Methoden näher unter- 
sucht. Die Lösungen der Schrödingergleichung werden konstruiert. Dabei ergibt. 
sich die Möglichkeit der Ausdehnung der Überlegungen auf Moleküle und ein Zu- 
sammenhang mit der Methode der molecular orbitals. Schließlich wird eine numeri- 
sche Behandlung des Variationsprinzips skizziert. F. Penzlin. 

Parzen, G.: Eleetronie energy bands in metals. Phys. Review, II. Ser. 89, 
237—243 (1953). 

Verf. stellt ein Variationsprinzip für die Wannier-Funktionen auf (vgl. vorsteh. 
Referat), beschränkt sich jedoch auf den eindimensionalen Fall. Der Zusammen- 
hang mit der Methode der orthogonalen ebenen Wellen wird untersucht. Ein Bei- 
spiel zeigt die Überlegenheit der Variationsmethode. F. Penzlin. 

Flammer, Carson: Variational methods for periodie lattieces and artifieial di- 
electries. Phys. Review, II. Ser. 89, 1298 (1953). 

Allen, 6.: Band structures of one-dimensional erystals with square-well poten- 
tials. Phys. Review, II. Ser. 91, 531—533 (1953). 

Bell, D. 6., D. M. Hum, L. Pincherle, D. W. Seiama and P. M. Woodward: 
The eleetronie band strueture of PbS. Proc. Roy. Soc. London, Ser. A 217, 71-91 
(1953). 

Gurari, M.: Self energy of slow electrons in polar materials. Philos. Mag., VIl. 
Ser. 44, 329—336 (1953). 

Die Bewegung langsamer Elektronen in polaren Medien wird mit dem Ansatz 
von Fröhlich, Pelzer und Zienau (dies. Zbl. 40, 429) und einer verbesserten 
Variationsmethode berechnet. Als Eigenfunktionen setzt Verf. Linearkombinationen 


239 


j von Eigenfunktionen des ungestörten Problems an, die alle zum gleichen Ausbrei- 
 tungsvektor f des Elektrons gehören und bei denen jeder Schallquantenzustand 
_ höchstens einmal besetzt ist. Aus E(k) = — W + A? k2/2m* +... folgt für NaCl 
W = 0,17eV, das ist tiefer und damit besser als die Ergebnisse anderer Autoren. 
m* ist etwa gleich der doppelten Elektronenmasse, d.h. viel kleiner als die aus der 
adiabatischen Näherung folgenden Werte von Pekar [Zurn. eksper. teor. Fiz. 19, 
736—806 (1949)]. Im wesentlichen die gleiche Methode wie Verf. verwenden Lee, 
Low und Pines, Phys. Review, II. Ser. 90, 297—302 (1953). @G. Höhler. 
Burgess, R. E., H. Kroemer and J. M. Houston: Correeted values of Fowler- 
Nordheim field emission funetions v(y) and s(y). Phys. Review, II. Ser. 90, 515 
(1953). 
Ganzhorn, K.: Gruppentheorie und Quantenmechanik der Übergangsmetall- 
Strukturen. Z. Naturforsch. Sa, 330—331 (1953). 
Klemens, P. G.: Eleetronie thermal conduetion in supereonducetors. Proc. 
phys. Soc., Sect. A 66, 576—577 (1953). 


König, Lothar A. und Gerhard U. Schubert: Einige spezielle Einschalt- und 
Ausgleichsvorgänge in Supraleitern. Z. angew. Phys. 5, 5—9 (1953). 

Ausgleichs- und Einschaltvorgänge bei Supraleitern werden unter Berücksich- 
tigung der Trägheit der Ohmschen Elektronen untersucht. Zu. diesem Zweck er- 
gänzen Verff. das Ohmsche Gesetz um den sonst wegen der kurzen Relaxationszeit 


k Fe [2] A 7 : : 
immer vernachlässigten Term SE (A J,) mit einer neuen Konstanten A, die um 1 bis 


2 Zehnerpotenzen geringer angenommen wird als die Supraleitungskonstante 4. 
Es werden der Ausgleich von Raumladungen im Supraleiter und das Einschalten 
eines für {—>oo im Außenraum konstanten Magnetfeldes explizit durchgerechnet 
und mit den schon vorliegenden Ergebnissen ohne den Zusatz im Ohmschen Gesetz 
verglichen. Es ergibt sich eine nicht vernachlässigbare Vergrößerung der Relaxa- 
tionszeiten für diese Einstellvorgänge, die nun in eine Größenordnung kommen 
(min. 10-1*sec. gegen 10-1°sec. bei der alten Rechnung), für die die Anwendung 


der phänomenologischen Theorie noch gerechtfertigt sein mag. F. Beck. 
Labhart, Heinrich: Antiferromagnetismus. Z. angew. Math. Phys. 4, 1—24 
1993): 
Bericht. 


Keffer, F., H. Kaplan and Y. Yafet: Spin waves in ferromagnetie and anti- 
ferromagnetie materials. Amer. J. Phys. 21, 250—257 (1953). 

Einführende Darstellung der Spinwellentheorie. Insbesondere werden halb- 
klassische Methoden, die Dispersionsgesetze sowie die Resonanz im ferromagnetischen 
und antiferromagnetischen Fall behandelt. @G. Höhler. 

Ziman, J. M.: Antiferromagnetism by the spin wave method. Ill. Application 
to more complex systems. Proc. phys. Soc., Sect. A 66, 89—94 (1953). 

Teil I und II siehe dies. Zbl. 46, 455. 

Kubo, Ryogo: The spin-wave theory as a variational method and its appli- 
cation to antiferromagnetism. Reviews modern Phys. 25, 344—351 (1953). 

In der Blochschen Spinwellentheorie werden höhere Terme im Hamiltonoperator, 
welche der Wechselwirkung der Spinwellen entsprechen, vernachlässigt. Verf. gibt 
ein der Hartree-Fock-Methode verwandtes Variationsverfahren an, bei dem die 
Wechselwirkung näherungsweise Berücksichtigung findet. Anwendung auf den 
Grundzustand eines Antiferromagneten und Vergleich mit der Molekularfeld-Theorie 
[vgl. Nagamiya, dies. Zbl. 45, 287; Keffer und Kittel, dies. Zbl. 46, 455]. 

@. Höhler. 

Wohlfarth, E. P.: The theoretical and experimental status of the collective 
eleetron theory of ferromagnetism. Reviews modern Phys. 25, 211-219 (1953). 


Ergänzungen zu den Berichten von Stoner [dies. Zbl. 43, 447 und Phys. So 
Rep. Progr. Phys. 11, 43—112 (1948)] besonders im Hinblick auf die quantenmecha 


nische Begründung des Stonerschen Verfahrens. @. Höhler. 
Slater, J. C.: Ferromagnetism and the band theory. Reviews modern Phys 
25, 199—210 (1953). k 


Verf. kritisiert erneut die in der Theorie des Ferromagnetismus von Heisen 
berg, Van Vleck u. a. vorgenommenen Vernachlässigungen sowie die Verwe 
dung der Diraeschen Spinoperatoren-Methode. Er diskutiert qualitativ [gestüt 


auf Rechnungen in früheren Arbeiten, insbesondere Phys. Review, II. Ser. 52, 1% A 


bis 214 (1937)] die Bedingungen für Ferromagnetismus im Rahmen der Bänder. 
theorie und die Bedeutung der Korrelationsenergie. @. Höhler. 

Vleck, J. H. van: Models of exchange coupling in ferromagnetie media. Re 
views modern Phys. 25, 220—228 (1953). 

Chochardt, A. W.: The origin of damping in high-strength ferromagnetie allo 
J. appl. Mech. 20, 196—200 (1953). 

Ledinegg, E. und P. Urban: Über die Nullpunktssuszeptibilität einer lines 
antiferromagnetischen Atomkette. Acta phys. Austr. 6, 257—287 (1953). 

Verff. berechnen die Verteilung der Eigenwerte der Energie einer lin 
antiferromagnetischen Atomkette in der Umgebung des tiefsten Eigenwertes ge- 
nähert über die asymptotische Lösung (für kleine Magnetfelder) einer gewissen 
Integralgleichung. Das Ergebnis unterscheidet sich gegenüber einem von Hulth6n 
mit Hilfe einer statistischen Methode gewonnenen Resultat insofern, als die m 
tische Suszeptibilität bei Verff. mit dem Magnetfeld nach Null geht, bei Hulthen 
aber bei verschwindendem Magnetfeld endlich bleibt. Man darf wohl die Rechnung 
der Verff. als die exaktere ansehen. @.Heber. 

Adams II, E. N.: Magnetie susceptibility of a diamagnetie electron gas. The 
role of small effective eleetron mass. Phys. Review, II. Ser. 89, 633—648 (1953). 

Verf. benutzt die in einer früheren Arbeit (dies. Zbl. 46, 237) erweiterte Theorie 
von Wannier zur Untersuchung der Suszeptibilität von Metallen. Die Gültigkeit 
der Landau-Peierls-Formel, das Modell von H. Jones zur Erklärung des Diamagne- 
tismus von Bi und die Grundlagen der Bardeenschen Theorie der Supraleitung (dies. 
Zbl. 40, 429) werden kritisch diskutiert. @. Höhler. 

Overhauser, Albert W.: Paramagnetic relaxation in metals. Phys. Review, 
Il. Ser. 89, 689 — 700 (1953). 

Die zum Paramagnetismus der Metalle führende Einstellung der Elektronen- 
spins im Magnetfeld erfolgt mit einer gewissen Relaxationszeit, die für den Fall 
[freier Leitungselektronen berechnet wird. Die Relaxationszeit ist bedingt durch die 
Wechselwirkung der Elektronenmomente mit Gitterschwingungen, Kernmomenten, 
anderen Elektronen und Fremdatomen. Es zeigt sich, daß nur die Wechselwirkung. 
zwischen dem magnetischen Moment der Elektronen und den Magnetfeldern der 
iibrigen translatorisch bewegten Elektronen von Bedeutung ist. Die sich ergebende 
Relaxationszeit ist in erster Näherung umgekehrt proportional zur absoluten Tem- 
peratur und beträgt bei Zimmertemperatur etwa eine Mikrosekunde. W.Oldekop. 

Dingle, R. B.: Some magnetie properties of metals. V. Magnetic behaviour 
of a eylindrical system of eleetrons for all magnetie fields. Proc. Roy. Soc. London, 
Ser. A 216, 118-142 (1953). 

Verf. studiert die Bewegung eines in einem zylindrischen Gefäß eingeschlos- 
senen freien Elektrons in einem homogenen Magnetfeld, dessen Richtung zur Zy- 
linderachse parallel ist, genähert mit Hilfe der WKB-Methode. Die Lösungen werden 
benutzt, um einige magnetische Eigenschaften (vor allem die Suszeptibilität) eines 


freien Elektronengases in einem solchen Gefäß für beliebige Feldstärke, beliebige 


(sefäßabmessungen und beliebige Temperatur genähert zu bestimmen. 
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